Parcialni derivace, rovnice vedeni tepla

Difuzni rovnice ve 2D

Rozepiste difuzni rovnici

ou

ve dvourozmérném pripadé do kartézskych souradnic za predpokladu, Ze souradné osy jsou ve vlastnich
smérech difuzni matice.

Okomentujte, jak predpoklady o vlastnostech materidlu a o modelovaném procesu (staciondrnost, existence ¢i
neexistence zdrojui, homogenita materidlu, stejné chovan{ v raznych smérech apod.) ovlivni vyslednou rovnici.

Resent.

Difuzni rovnice ve 2D v kartézskych souradnicich méa tvar
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Toto je nejobecnéjsi tvar a bohuzel také nejslozitéjsi. Kdykoliv to jde, zjednodusujeme co se da. To se da
ovsem udélat pouze v pripadé nékterych specidlnich vlastnosti studovaného systému.

e Obecny tvar mé schopnosti zachytit i nestacionarni déj, déj probihajici v rizné casové okamziky jinou
intenzitou. Pokud néas zajima jenom stacionarni stav kdy je hodnota stavové veli¢iny konstantni,
muzeme rovnici zjednodusit predpokladem
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e Obecny tvar ma diky pritomnosti zdroji schopnosti zachytit i proces vzniku ¢i zaniku stavové veliciny.
Pokud k tomuto nedochéazi, je rovnice bezzdrojova a muzeme ji zjednodusit predpokladem

do tvaru
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e Obecny tvar mé diky pfitomnosti dvou riznych difuznich koeficientd D, a D, schopnosti zachytit
chovani materidlu, ktery ma odlisné vlastnosti v odlisnych smérech, anizotropii ¢i ortotropii. Vzdy vsak
toto neni potfeba. Nékdy je materidl izotropni, tj. ma ve vSech smérech stejné vlastnosti. V tomto
pripadé staci uvazovat jediny difuzni koeficient

do tvaru
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coz rovnici zjednodusuje do tvaru
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e Pro konstantni difuzni koeficient je mozno difuzni ¢leny zjednodusit pomoci pravidla pro derivaci

konstantniho nasobku, tj.
d ou 0%u
“(p.2=Z)Y=-pD. 2~
Ox < ‘ 833) ¥ Ox?

a analogicky pro dalsi proménné. Vyraz na levé strané se nazyva kvaziderivace, vyraz napravo je
nasobkem druhé derivace. Tento matematicky predpoklad prakticky odpovidda homogennimu materidlu
ve kterém je linedrni konstitutivni zdkon. Rovnice poté méa tvar
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Jednotlivé varianty je pochopitelné mozné kombinovat. Napiiklad stacionarni rovnice v homogennim izotrop-
nim prostfedi ma derivaci podle ¢asu nulovou, stejné difuzni koeficienty v obou smérech a diky homogenité a
linearité je mozné kvaziderivace napsat jako druhé derivace, tj. rovnice ma tvar
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Stacionarni vedeni tepla, linearni material

Najdeéte rozlozeni teploty v homogenni sténé pri stacionarnim vedeni tepla a v materialu s linearni materidlovou
odezvou (koeficient tepelné vodivosti je konstantn{). Jinymi slovy, najdéte vSechny funkce spliujic
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Pozndmka: Vysledek se dd pouzit i pro stenu sloZenou z ruzngch vrstev. Postupuje se tak, Ze se jednotlivé
vrstvy nahradi ekvivalentnimi vrstvami z jednoho materidlu. Napriklad vrstva z materidlu s polovicnim
koeficientem tepelné vodivosti se nahradi vrstvou, kterd je dvojndasobné silnd.

proT=T(z) a k € RT.

Poznamka: Na stejnou tulohu se stejnou rovnici a stejnym resenim vede napriklad proudéni podzemni vody ve
zvodni s napjatou hladinou (predstavou miZe byt podzemnd voda protékajici pidou a shora i zdola ohranicend
nepropustnou vrstvou).

Resend.
Rovnici miazeme vydélit konstantou k

Po zintegrovani dostavame
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a po dalsim zintegrovani
T =Cix+ Cs.

Teplota se méni linedrné. Dvé konstanty se urc¢i pomoci dvou teplot na hranicich stény.



Stacionarni vedeni tepla, nelinearni material

Najdéte rozlozeni teploty v homogenni sténé pri stacionarnim vedeni tepla a v materidlu s nelinearni
materidlovou odezvou (koeficient tepelné vodivosti neni konstantn{). Pouzijte linedrni zavislost koeficientu
tepelné vodivosti na teploté. Jinymi slovy, najdéte vsechny funkce splnujici
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Poznamka: Vipocet nechdme kvalitationi abychom wvidéli, Ze teplotni profil ve sténé neni linedrni. Pro
uzitecnost v inZenyrskijch aplikacich je vhodné pridat okrajové podminky a vyjddrit reseni pomoci parametri v
téchto okrajovych podminkdch. To jsou typicky teploty na jednotlivich strandch stény.

proT =T(z)ak=a+0bT, a,beR.

Pozndmka: Na stejnou dlohu se stejnou rovnici a stejnym resenim, pouze pro a = 0, vede napriklad proudéni
podzemni vody ve zvodni s volnou hladinou. Na rozdil od predchoziho prikladu chybi horni nepropustnd vrstva).

Resend.

Po zintegrovani dostavame
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a rovnici Tesime jako diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi. Odseparovanim ziskdme
(a +bT)dT = C1dx

a po zintegrovani
1
al + §bT2 = Chix + Cs.

Resenim je parabola oto¢ena nalezato. Dvé konstanty se uréf pomoci teplot na hranicich stény. Pro spravny
profil je nutné si vybrat spravnou ¢ast paraboly tak, aby teplota zustala mezi teplotami na krajich stény.

Stacionarni vedeni tepla v Zebru chladice

Vyjimecéné jsme nuceni do rovnice vedeni tepla zahrnout i zdroje. Modelujte vedeni tepla v zebru chladice.
Ulohu uvazujte jako jednorozmérnou, material homogenni izotropni s konstantni tepelnou vodivosti. Kolem
chladice proudi vzduch o teploté Ty a chladi¢ ztraci teplo rychlosti imérnou rozdilu teploty zebra v daném
misté a teploty okolniho vzduchu. (Koeficient imérnosti je dan koeficientem pfestupu tepla a Sitkou Zebra).
Uvazujte stacionarni déj.

Resend.
Pokud pouzijeme predpoklad stacionarnosti a to, ze zdroje jsou zdporné a jejich vykon je umérny rozdilu
teplot, ma rovnice nasledujici tvar.

d dT
- nr-my s & (4)

Homogenita a nezévislost A na teploté umoznuji pouzit druhou derivaci namisto kvaziderivace.
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Ke stejnému zavéru je mozné dojit i presnou analyzou ve 3D, viz Cengel, Heat transfer, kapitola 3—6 Heat
transfer from finned surfaces.

Vypocet parcialnich derivaci
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Resent.
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Rovnice vedeni tepla v dvourozmérném materialu

Teplota ve dvourozmérné desce pro 0 < z < 10 a 0 < y < 10 zachycené v urc¢itém okamziku termokamerou je
popséna rovnici
T(x,y) = 2y* + 2°.

Rozméry jsou v centimetrech, teplota ve stupnich Celsia. (Formélné to nevychdzi, ale ke kazdému ¢lenu
muzeme dodat konstantu, kterd rozmeér opravi tak, aby vysledek opravdu vychazel ve stupnich Celsia. Pro
jednoduchost tuto komplikaci vynechdme.)

1. Vypoctéte gradient VT a tok tepla —\ - VT. Soudinitel tepelné vodivosti (pro jednoduchost s celymi

¢isly a bez jednotky) je A = <? ;

2. UrcCete, zda na levém okraji desky (z = 0) teCe teplo dovnitf desky nebo z desky ven.
3. Vypoctéte divergenci toku tepla, tj. V- (=X - VT).

4. V desce nejsou zdroje tepla. Ochlazuje se deska uprostied, nebo otepluje?

Resend.

1. Parcialni derivace jsou
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Odsud dostavame gradient
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2. Proz =0 a y > 0 je prvni komponenta toku zaporna a teplo tece doleva, tj. ven z desky.

a tok tepla



3. Divergence je
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4. Pro x > 0 je tato divergence zdporna a tok tepla sldbne. To znamen4, ze se deska ohriva. V kazdém
misté a tedy i uprostred.

Poznamky k online vyuce

evs

Nejzasadnéjsi jsou prvni a posledni priklad.

e V prvnim piikladé se trénuje rozepsani rovnice do souradnic a posouzeni, jestli je stacionarni, se zdroji
atd. To neni vlastné zddna matematika ani pocitani a da se to odhalit na prvni pohled. Toto je také
vétsinou jediné, co ¢lovék s rovnici déld. Kromé toho ji uz jenom “nacpe” do vypocetniho prostiedi.

e Druhy a treti ptiklad jsou jenom reformulace piikladf, kterym jsme se vénovali ve cviceni s integralem.
Nyni to stejné jenom s jinym nazvoslovim a aparatem difuzni rovnice. Abychom vidéli, Ze to stejné
“vypadne” i z obecného modelu.

o Ctvrty pifklad je ukédzka, 7e i kdyZ je nas svét trojrozmérny, nékdy je mozné dimenzi tiloh redukovat.
Tteba i tak, ze se néjakd véc zapocita méné prirozenym zpusobem. Modelovy priklad je zebro chladice.
Doj nebo trojrozmérné (podle toho bereme-li ho jako placku nebo jako téleso). Teplo se predavé plochou
zebra do okoli. Kdybychom chtéli studovat Zebro jednodimenzionalné ve sméru od soucastky ven,
miuzeme predavani tepla do okoli modelovat tak, ze podél Zebra jsou spotiebice, které teplo z zebra
odstranuji. Vykon téchto spotfebicu souvisi s teplotou. Vede to na jednoduchou jednodimenzionalni
rovnici, se kterou se v numerickych vypoctech manipuluje 1épe, nez s rovnici dvoudimenzionélni.

o Paty priklad je vypocet jednoduchych derivaci, ale tentokrat funkce dvou proménnych. Neni to nic
nového: proménnou, pres kterou se nederivuje, povazujte za parametr (konstantu). A rovnice s
parametrem derivovat umime.

e Posledni ptiklad je co do matematického aparitu trividlni (derivace polynomu a nasobeni 2x2 matice
se sloupcovym vektorem), ale spojuje spoustu dovednosti do Tetézce, ktery uz mé redlné vyuziti. Ve
vypoctech je hlavné nutné neztratit hlavni linii. Nesoustfedit se na detaily, ale na to, co se vlastné
pocita a jak na to.

— Vypoctem derivaci teploty podle prostorovych soutadnic vypocitame, jak se méni teplota podél
osy x a podél osy y. Z toho poté uréime vektor (gradient), ukazujici, kterym smérem teplota roste
a jak intenzivni tento rist je.

— Vynésobenim gradientu zapornym znaminkem a matici se soucinitelem tepelné vodivost urc¢ime,
jakym smérem tece teplo a jak intenzivné. Tuto informaci budeme mit pro vsechny body uvazované
mnoziny a dosazenim se muzeme podivat, jestli v jednom konkrétnim bodé je tok do studované
mnoziny nebo ven.

— Kdyz mame tok, muzeme vypocitat divergenci a v kazdém bodé budeme mit informaci, zda tok v
daném bodé sldbne ¢i zesiluje a jak intenzivné.

— Pokud méame dodatecnou informaci, miizeme tici, na tkor ¢eho je zeslabovani nebo zesilovani toku
realizovano. Pokud naptiklad nejsou zdroj a tok sldbne, znamena to, ze z toku se teplo “odpojuje
a zustava v materidlu” a to znamend, ze v daném misté roste teplota.
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