Vlastni ¢isla a sméry

Vektor, ktery neni vlastnim smeérem

- 1
Ukazte, ze vektor @ = (

2) neni vlastnim smérem matice

A(‘;’ g)

Resend.

Pomoci maticového nasobeni vidime, Ze plati

S (3 0\ /1\ (3 0y (3
=5 9)6)- ()= 0)- ()
Vysledkem zobrazeni vektoru pomoci matice je vektor ktery neni ndsobkem ptivodniho vektoru (podle prvni

komponenty by se muselo jednat o trojndsobek, ale to nekoresponduje s druhou komponentou) a proto se
nejednd o vlastni vektor matice.

Vektor, ktery je vlastnim smérem

L - 2\ . . . .
Ukazte, ze vektor @ = <3) je vlastnim smérem matice

(Y

a urcete prislusné vlastni ¢islo

Resent.

Pomoci maticového nasobeni vidime, ze plati
o (6 0\ /2y (6 0\ [12
wa=(5 6 -2+ ()=

. . - , . 12 e e o .
Vysledkem zobrazeni vektoru @ pomoci matice je vektor (1 8> , ktery je Sestindasobkem piivodniho vektoru

2 - [ S . . 1 s Csra .
3 Protoze je obraz nasobkem vzoru, jedna se o vlastni vektor matice. Ptislusné vlastni ¢islo je 6, protoze
se vektor zobrazuje na sviij Sestinasobek.



Vlastni cisla a vektory matice 2 x 2

Najdéte vlastni ¢isla matice

a jim prislusné vlastni vektory.

Resent.

Vlastni ¢isla jsou nulovymi body determinantu

—2-A 2
2 1—A

' (—2=01-N)-2)2) = +1-6=A—-2)(A+3).
Vlastni ¢islo A\; = 2. Protoze plati
(22 (3 ).
23 ()=0)
2 —1) \xs 0/’

kterda ma nekonecné mnoho feseni. Musime najit alespon jendo nenulové feseni. Pokud zapiSeme jako soustavu
rovnic, dostavame druhou rovnici ve tvaru

fesime soustavu

2!,61 — X9 = 0
a prvni rovnice je jejim nasobkem. Volbou z; = 1 dostdvame zo = 2x; = 2 a vlastni vektor prislusny

PR LS 1 Coa V. , .
vlastnimu ¢islu Ay =2 je €1 = ) . Tento vektor je dan jednoznac¢né az na nenulovy konstantni nasobek.

2

Vlastni éislo A\ = —3. Protoze plati

A—(-3)] = <_22 f) + (3 g) - G i)
)0

ktera ma nekoneéné mnoho feseni. Musime najit alespon jendo nenulové feseni. Pokud zapiseme jako soustavu
rovnic, dostavame prvni rovnici ve tvaru

fesime soustavu

IL’1+2£L’2:0

a druhéa rovnice je jejim nasobkem. Volbou x2 = 1 dostavame 1 = —2z5 = —2 a vlastni vektor prislusny

vlastnimu ¢islu Ay = —3 je € = <_1

2) . Tento vektor je ddn jednoznac¢né az na nenulovy konstantni nasobek.
Transformace matice 2 x 2 na diagonalni tvar

A:G’ ;))

1. Urcete vlastni ¢isla a jednotkové vlastni vektory této matice.

Uvazujme symetrickou matici



2. Sestavte matici P tak, aby ve sloupcich obsahovala jednotkové vlastni vektory. Pokud je to mozné,
napiste matici P tak, aby jeji determinant byl kladny.
3. Ovéite, ze PTAP = D je diagonalni matice.

Ndvod: Vlastni vektory prislusné rizngm vlastnim cislim jsou na sebe kolmé.

Resend.
Charakteristicky polynom je

‘3—)\ 1

: 3_/\‘—(3)021—96>\+)\21—>\26>\+8—(>\4)(>\2)

a vlastni ¢isla jsou A\; = 2 a Ay = 4. Protoze plati

A=Ml= (312 312) - G i)
je vlastni vektor ptislusny vlastni hodnoté A\; feSenim soustavy
() ()=0)
1 1 To 0
r1 +x9 =0,
kterd m4 feseni napfiklad 1 = 1 a 9 = —1. Protoze délka vektoru (1, —1) je \/m = /2, jednotkovy

T
vlastni vektor je e; = (%, f%) . Podobné by se dal najit jednotkovy vlastni vektor prislusny druhé vlastni

hodnoté, ale protoze oba vektory musi byt na sebe kolmé, staci vzit jednotkovy vektor, ktery je k e; kolmy,

To je vlastné dvakrat zopakovana rovnice

T
napriklad ey = (%, %) . Matici P mazeme vzit s e; v prvnim a e; druhém sloupci, tj.

1 1
P=( Vi ).
V2 V2
Rychly vypocet ukazuje, Zze matice P ma determinant roven jedné. Kdyby vysel roven minus jedné, staci
prohodit sloupce nebo jeden sloupec vynésobit faktorem —1.

Pokud jesté pred nasobenim matic vytkneme opakujici se faktor z obou matic, ndsobenim dostavame
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Podle ocekavani vysla diagonalni matice s vlastnimi hodnotami v hlavni diagonéle.
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Pomeér délky vzoru a obrazu vektoru

Pro matici

z minulého prikladu a vektor

(%)

urcete podil délky obrazu Au a vzoru « pri zobrazeni pomoci matice A. Ovérte, ze tento podil lezi mezi
mensi a vétsi vlastni hodnotou, které jsme vypocitali v predchozim prikladé.

Resend.

Plati

-t )= 0-C)

a vypocetem délek vektoru dostavame

ldll = V(-1)2+ (2)2 = V5
AT = V/(=1)% + (5)2 = V26.

Podil délek je

Adll V26
14all _ V26, og

lal V5

coz je podle ocekavani hodnota mezi mensi a vétsi vlastni hodnotou, které vysly v predchozim prikladé.

Transformace tenzoru pootocenim

Uvazujme ty¢ ve sméru osy z namahanou v ose tahem, pri kterém vznikd jednotkové tahové napéti. Tyc je
slepena spojem, ktery svird s kolmici na osu thel 0. (Nakreslete si obrdzek.) Normélovym napétim rozumime
napéti ve sméru kolmém na spoj.

1.

G L

Ukazte, ze pro nenulovy thel 6 je normalové napéti ve spoji mensi, nez by odpovidalo normélovém
napéti pro spoj kolmy na osu tyce.

Ukazte, ze normalové napéti je klesajici funkci ihlu  na intervalu od nuly do 7.
Urcete normalové a smykové napéti pro extrémni piipad § = 7 a popiste, jak by takovy spoj vypadal.
Urcéete smykové napéti ve spoji a urcte, pro jakou hodnotu thlu je smykové napéti nejvetsi.

Urcete, jestli je v tomto pripadé z hlediska pusobiciho napéti vyhodnéjsi udélat sikmy spoj po sméru
nebo proti sméru hodinovych rucicek.

s

Resend.

V souradné soustavé podle zadani je tah ve sméru osy x roven jedné a dalsi komponenty jsou nulové. Tedy

1
o= ( O) . Budeme otacet proti sméru hodinovych rucicek, tj. o kladny thel 6.

0 0



Dostavdme (pfi zkraceném oznaceni S = sinf a C' = cos6)

wion=(% (605 )
(S 6 V) (% )

a normélové a smykova slozka napéti jsou po fadé cos?  a —sinf cosf = —3 sin(26).

2

Odsud jiz dostaneme odpovédi na vSechny uvedené otazky.

1.

Normalové napéti udava funkce
cos? 6.

Ta je rovna jedné pro 8 = 0, tj. pro nulovy sklon spoje. Pro nenulovy sklon je mensi nez jedna
(uvazujeme sklon maximélné do 90 stuprtid).
Derivace normalového napéti pro ¢ z intervalu od 0 do 7 je

d

7 cos? @ = 2cos O(—sin ) = —sin(26) < 0.

Zaporna derivace znaci klesajici funkci.

Pro 6 = 5 by norméalové napéti bylo nulové a smykové také nulové. Jednalo by se vlastné o podélné
spojené kusy materialu a pri uvedeném namahéni by bylo jedno, jestli jsou slepené nebo ne.

. Smykové namahani je prvek v matici mimo hlavni diagonalu. V nasem pripadé —3 sin(26). Smykové

namahani je maximélni, pokud m4 tato funkce maximum nebo minimum. Takovy extrém je pro 20 = 5
tj. pro 0 = 7. Maximalni smykové namahdni je pro spoj sklonény pod thlem 45 stuprii.

Nezélezi. Zménou znaménka u tthlu 6 se napéti ve sméru kolmo na spoj ani podél spoje neméni, funkce
cos? 6 i sin? # jsou obé sudé. U smykového napéti se mén{ znaménko, ale to jenom znamens namahani
v opatném smyslu (Pokud si na sténu materidlu nakreslime ¢tverefek s jednou stranou podél spoje a s
druhou stranou kolmo na spoj, podle sméru sklonu spoje mame dva zrcadlové pripady, jak se tento
¢tveredek deformuje. Tomu odpovidéd opacné znaménko smykové derivace.)

Vlastni ¢isla a vektory matice 3 x 3.

V cviceni z minulého tydne jsme ukdazali, Zze nejobecnéjsi symetrickd matice zachovavajici smér vektoru
(1,0,0)7 m4 v prvnim fadku a prvnim sloupci jenom jeden nenulovy prvek, prvek v hlavni diagonéle.

Uvazujme matici

50 0
A=10 2 2|,
025

ktera je tohoto typu. Urcete vlastni ¢isla a zbylé vlastni vektory matice.

Resend.

Podle zadan{ vime, 7e jeden z vlastnich vektorii je e; = (1,0,0)” a protoZe se zobrazf na pétindsobek, je
prislusna vlastni hodnota A\; = 5. Charakteristicky polynom je

5—A 0 0
0 2=X 2 [=6-N2-N6-X—-0(-X)x2x2
0 2 52
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Dalsi dvé vlastni hodnoty jsou Ao =1a A3 =6

Uvazujme matici

4 0 O
A-1I=1[(0 1 2
0 2 4
Soustava
4 0 0 T 0
0 1 2 €To =10
0 2 4 T3 0
mé TeSeni 21 = 0 (plyne z prvni rovnice) a napiiklad 23 = 2 a 23 = —1 (plyne z druhé a tieti rovnice, které

jsou jedna nasobkem druhé). Vlastni vektor pifslusny vlastni hodnoté Ay = 1 je e; = (0,2, —1)7.

Uvazujme matici

-1 0 0
A-6I=| 0 -4 2
0 2 -1

Soustava

0
0 —4 2 To = 0
0

m4 feSen{ z; = 0 (plyne z prvni rovnice) a napiiklad o = 1 a 3 = 2 (plyne z druhé a t¥eti rovnice, které
jsou jedna nasobkem druhé). Vlastni vektor pifslusny vlastni hodnoté A3 = 6 je e3 = (0, 1,2)7.
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