Matice

Nasobeni matic

Vynésobte matice A a B pro obé poradi nasobeni.

1 -2 3 2 -2 2
A=lo 1 o, B=[-1 2 -1
1 2 -2 0 1 3

Vynésobte matice B a C' pro obé poradi nasobeni, je-li
1 00
C=10 3 0
0 0 4

V tomto prikladé si vyzkousime nasobeni matic a krome toho wvidime, Ze ndsobeni diagondlni matici je v
jistém smyslu jednoduché. Podle toho, v jakém portadi ndsobime matice, se diagondlnimi prvky se ndsobi
radky nebo sloupce druhé matice.

Resend.

S rozepsdnim pomoci linedrnich kombinaci vektoru tvorenych sloupci matice A dostavame

1 -2 3 4
2-10] -1 1 ]1+0 0]=1-1
1 2 —2 0
1 -2 3 -3
—-2.10] +2 1 ]+1 0]l=12
1 2 -2 0
1 -2 3 13
2-10] -1 1 ]1+3 0]=1-1
1 2 -2 —6
Odsud dostévame
4 -3 13
AB=|-1 2 -1
0 0 -6

Jinou metodou, s podrobnym rozepsanim pomoci skaldrniho souc¢inu fadkt prvni matice a sloupct druhé



matice dostavame
1 -2 3 2 -2 2
AB=|(0 1 0 -1 2 -1
0 1 3

1x2-2x(-1)+3x0 1x(-2)—2x2+3x1 1x2—-2x(-1)+3x3
(-1)+0x0 O0x(-2)+1x24+0x1 0x2+1x(-1)4+0x3
I1x242x(-1)—2x0 1x(-2)+2x2-2x1 1x24+2x(-1)—2x3

4 -3 13
=|-1 2 -1
0 0 -6

Poté jiz strucnéji (rozepiste si sami)

4 -2 2 2 -6 8 2 -2 2
BA=|-2 2 -1 BC=[|-1 6 -4 CB=|-3 6 =3
3 7T -6 0 3 12 0 4 12

V pripadé soucinu s diagonalni matici se diagonalnimi prvky nésobi odpovidajici fadky nebo sloupce matice,
podle toho, v jakém poradi soucin uvazujeme.

Soustava rovnic jako nasobeni matic

ZapisSte soustavu rovnic pomoci maticového nasobeni
21‘1 - 3I2 + 21‘3 =12
201+ x2o+ x3 =21
—x14+ 322+ x3=0

Resent.

2 -3 2\ [ 12
2 1 1| [=]|=(21
-1 3 1 I3 0
Timmyho transformace
-

Figurka na obrazku je Timmy ve tfech situacich. Jednou se pozoruje sviij obraz ve vodé, jednou spadl na
zdda, a jednou vrhd stin. Vyjddiete pomoci matice transformaci, kterd vzor (éernd malivka) prevadi na
obraz (barevnd maluvka).

Poznamka: Staci si vSimat, kam se zobrazuji jednotkové vektory ve sméru os, tj. kam se zobrazi Timmiho
nakroc¢end noha a Timyho ruka, kterd je natazend dozadu. Pripadné necelociselné slozky matice jenom
odhadnéte. Podle LAFF Linear Algebra - Foundations to Frontiers (www.ulaff.net)



Resen.
Nakrocend noha je v bodé (1,0) a tento bod se transformuje sim na sebe pro krajni obrazky a na bod (0, 1)
pro prostiedn{ obrazek. Tim je ddn prvni sloupec matice zobrazeni. Ruka natazend dozadu je v bodé (0,1) a

u modrého Timmyho se transformuje (odhadem) na (0, —0.8), u ¢erveného Timmyho na (—1,0) a u Sedého
Timmyho (odhadem) na (1,0.8). Matice jsou postupné

1 0 0 -1 1 1
Mmodré - (0 _08) ) Méervené - (1 0 ) ’ Méedé - (0 08) .

Matice rotace

Matice rotace o thel 8 v kladném smyslu je
cosf —sinf
Ro = (sin@ cos 6 > '
Nésobenim ovérte, ze matice otoceni o tthel —0 je k této matici inverzni.
Ndavod: Funkce kosinus je suda funkce a funkce sinus je lichd funkce. Proto plati
cos(—0) = cos b a sin(—6) = —sin 6.

Matice rotace je dulezitd v aplikacich zabyvajicich se deformacemi, protoze umozni odfiltrovat tu ¢dst zmény
polohy referencnich bodu, kterd je zpusobena rotaci a neprispivd tedy ke zméné tvaru télesa.

Resent.

Pri zkratce S =sinf a C' = cos 6 plati
R cos(—0) —sin(—60)\ [ cos® sinf\ [(C S
07 \sin(=0) cos(—0) )~ \—sinf cos)  \-S C

rp . (C =5 C S\ [(C*+8 CcS-SC\ (1 0
0-0=\s ¢ )\-s ¢) " \sc-cs s2+c2) " \o 1)’

kde jsme vyuzili identitu

a potom

sin? 6 + cos? 0 = 1.

Matice posunuti

Transformace pomoci nasobeni matic zachovavd pocatek a nemize proto charakterizovat napriklad posunuti
roviny. Pokud chceme mit pomoci maticového nasobeni realizovano i posunuti, musime zavést homogenni
soufadnice a ztotoznit bod (z,y) s vektorem (z,y,1)T. Ukazte, Ze matice

1
Pop=10
0

O = O
- o Q

je matice posunuti o a doprava a b nahoru. Odhadnéte, jak bude vypadat matice popisujici opac¢nou
transformaci a pro jedno néjaké poradi soucinu ovéite, ze soucin téchto matic je jednotkova matice.



Resend.

Plati
1 0 a x T+ a
01 b yl=y+b
0 0 1 1 1

a vidime, ze k souradnici z se pri¢ita a a k souradnici y se pric¢ita b. Inverzni zobrazeni bude posunuti o a
doleva a o b dolu, tj.

1 0 —a
0 1 -b
0 0 1
Pfimym vypoctem vidime, ze plati
1 0 a 1 0 —a 1 0 0
0 1 b 01 -b])=1(0 10
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Matice, zachovavajici vyznacéné smeéry

Drevo ma tfi vyrazné sméry a pokud mame moznost zvolit souradnou soustavu tak, aby tyto sméry byly
dény vektory (1,0,0)7, (0,1,0)T a (0,0,1)T, formulace fyzikalnich zékont se zjednodusi. Nyni si ukdzeme
pro¢. Najdéte

1. nejobecndj§i matici 3 x 3, kterd zachovava smér vektoru (1,0,0)7,
2. nejobecndjsl symetrickou matici 3 x 3, ktera zachovava smér vektoru (1,0,0)7,
3. nejobecnéjsi symetrickou matici 3 x 3, ktera zachovava smér vektort (1,0,0)%, (0,1,0)7, (0,0,1)7.

V tomto priklade uvidime, Ze matice zachovdvajici smer os souradnic jsou v urcitém smyslu pekné.

Resent.

a b c 1 a
d e f 0] =1|d
g h 1 0 g

a vektory (1,0,0)T a (a,d, g)” musi mit stejny smér. Proto d = g = 0 a nejobecnéjsi matice s danou vlastnosti
je matice, kterd ve druhém a tretim radku zacind nulou.

St 0

b
e
h

o o Qe

ad 2. Jako minuly pripad, ale aby byla matice symetricka, musi byt také b=c=0, a h = f tj.

a 0 O
0 e f
0 f
ad 3. Jako minuly pifpad, ale jesté se musi zachovavat sméry vektort (0,1,0)7 a (0,0,1)T. Plati
a 0 O 0 0 a 0 O 0
0 e f 1)l=1e], 0 e 0
0 f 0 f 0 f i 1



a aby vzor a obraz mély stejny smér, musi byt f = 0. Nejobecngjsi symetrickd matice, kterd zachovava smér
vsech t¥i zakladnich bazovych vektoru je matice, kterd ma mimo hlavni diagonalu nuly.

Matice derivovani

0 0 0
Ukazte, ze matice A = [2 0 0| je matice derivovani polynomu stupné nejvyse 2, pokud polynom
0 10
a
ax?® + bx + c ztotoznime s vektorem [ b |. Vysvétlete, jak bychom interpretovali matici A% a A3 a tyto matice
c
vypoctéte.

Ndvod: je mozné ukdzat bud pro obecng polynom ax? + bx + ¢, nebo samostatné pro polynomy z%, z a 1 a
poté si vsimnout, Ze ostatni polynomy mizZeme dostat linedrnimi kombinacemsi a maticovd ndsobeni tyto |
inedrni kombinace nepokazi diky tomu, Ze je distributivni a komutuje pri ndsobeni s konstantou. V tomto
prikladé mimo jiné vidime, Ze mocnina nenulové matice muze byt nula. To je efekt, ktery nemd obdobu u
ndsobeni redlnych cisel.

Re$end. Polynom x? méa derivaci 2, tj. v oznadeni pomoci vektorti se musi vektor (1,0,0)7 zobrazit na

(0,2,0)T. Toto snadno ukazeme, Ze plati, protoze se vlastné jedna o prvni sloupec matice A. Podobné,
polynom x m4 derivaci 1 a polynom 1 ma derivaci 0, tj. v oznadeni pomoci vektorit se musi vektory (0, 1,0)T
a (0,0,1)T zobrazit na (0,0,1)T a (0,0,0)”. Opét vidime snadno, ze pro nasi matici A plati (dostdvame
vlastné druhy a tfet{ sloupec matice A).

Protoze libovolny polynom druhého stupné dostaneme pomoci linedrnich kombinaci vySe uvedenych vektoru
a protoze tyto linedrni kombinace zustanou pii maticovém ndsobeni zachovany, je pfi vyse definovaném
zobrazeni obrazem libovolného polynomu druhého stupné jeho derivace.

Pro obecny polynom ax? + bx + ¢ s derivaci 2az + b vidime, Ze obrazem vektoru (a, b, ¢)” musi byt (0,2a,b)7,
coz matice A opét (po kratkém vypocétu) spliuje.

Matice A2 je druha derivace a A3 t¥eti derivace a maji tvar

0 00 0 00
A2=1(0 0 0], AB=10 0 0
2 00 0 00
Matice projekce
2 .
Matice P = cos”a cos'a2s me reprezentuje kolmou projekci na primku, kterd jde pocatkem soustavy
cos asin a sin® «

soufadnic a svira s kladnou ¢asti osy « tihel a.

1. Ukazte, ze plati P? = P.

2. Ukazte, (nemusite vypoétem, napiiklad graficky, nebo vyuzitim toho, Ze kazdy bod piimky se zobrazi
sdm na sebe) Ze dva rizné body se projekci mohou zobrazit na stejny bod a proto neni nadéje na to
mit inverzni zobrazeni. Proto neexistuje inverzni matice.




Pro C = cosa a S = sin o dostédvame

p2_ (C? CS\ (C? CS\_ (C1+C*s* C*S+CSP
“\os s2)\cs s2) T \c35+088 €292+ 54
_(CHCP+8%) CS(C*+5%)) _ (C* CS\ _,,

“\os2+52) s2c2+82)) T \cs s2)

Evidentné jakykoliv bod mimo primku projekce a jeho obraz jsou dva rizné body, které maji stejny obraz.
Proto nemiize existovat inverzni zobrazeni.

Pro determinant plati

c? CS

Cg gr| = (28— (CS)(CS) = C?$* — €252 =0

|P|=]

a tento vypocet potvrzuje, ze neexistuje inverzni matice.
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