Integraly II

Vypocet integralu substituci

Najdéte nasledujici integraly integrovanim substitu¢ni metodou.
L [ ze® dx
2. [e "dx
4. [sinzcos® zdx
5. [coszv/sinazdz

Resend.

V integrované funkci se snazime “rozsifrovat” soucin slozené funkce a derivace vnitini slozky. Pokud se
to podari, ddvame substituci takovou, Ze vnitini slozka slozené funkce bude novou proménnou. V prvnim
piipadé je slozenou funkei exponencidlni funkce, kterd mé vnitini slozku 2. Derivace funkce z2 je 2z a toto
hleddme v souéinu se slozenou funkei. Cast s proménnou z vidime na za¢atku integrované funkce. Dvojku ve
funkci nemdame, ale to je nastésti jenom multiplikativni konstanta s takovou konstantou si dokdzeme poradit.
Viz nize.

1. Integral vypocteme substituci

z? = t,
odkud plyne
2xdx = dt
¢ 1
rdr = =dt.
2

S touto substituci dostavame

. 1
/xe“zdx = i/etdt.

Nyni vypocitame integral v proménné ¢ a odsud
2 1 1 =
ze® dz = —e' = —¢* +C.
/ 2 2

2. Integral vypocteme substituci

—ar =1,
odkud plyne
—adz =dt
: 1
de = ——dt.
a



S touto substituci dostdvame

1
/e_‘”:dxz —f/etdt.
a

Nyni vypocitame integral v proménné ¢ a odsud
1 1
/e*‘”dfc =—Zel=—ZeT® 4 C.
a

3. Integrél vypocteme substituci

2 4+1=t,
odkud plyne

2cdx = dt
: 1

rdx = idt'

S touto substituci dostavame
/ €T do — 1 / 1 a
21T )

Nyni vypocitame integral v proménné ¢ a odsud

1 1
/Egiﬁxzﬁmmzimu?+n+c

4. Integréal vypocteme substituci
cosx =t,

odkud plyne
—ginzdx = dt

sinzdz = —dt.

/sinzcosSxdas = f/t‘r’dt.

Nyni vypocitame integral v proménné ¢ a odsud

S touto substituci dostavame

1 1
/Sinxcos5 rdx = _6t6 =5 cos® x + C.
5. Integral vypocteme substituci
sinx =t,

odkud plyne
cosrdx = dt.

S touto substituci dostdvame
/ coszvsinrdxr = / Vidt.
Nyni vypocitame integral v proménné ¢ a odsud

2 2 .
/cosx\/sinzdx = §t3/2 = gsind/Qz + C.

Kontrola zde.
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Stredni hodnota funkce

Urcete stfedni hodnotu funkce na zadaném intervalu.

1. funkce /z na intervalu [1,4]

2. funkce sin z na intervalu [0, 7]
3. funkce sin z na intervalu [0, 27]
4. funkce az? na intervalu [0, 1]

V poslednim prikladé urcete hodnotu konstanty a tak, aby stfedni hodnota byla rovna jedné.

Vedeni tepla sténou, linearni materialové vztahy

Tok tepla v jedné dimenzi je dan Fourierovym zakonem

Pro ustalené proudéni je @) konstantni. Pro homogenni material s linearni odezvou je vyse uvedeny vztah
presné linedrni, tj. & je konstanta. Urcete tok tepla sténou sitky d oddélujici prostory o teploté Ty a T.

Resend.
Vztah T
e —kji
@ dz
udéava derivaci teploty podle polohy ve tvaru
ar _ @
de &k

a integraci na intervalu = € [0, d] dostavame

d d
T(d)—T(O):/O —%dx:—Q/o dr = —%a.

Pro T(0) = T1 a T(d) = T dostédvame
T, -1 = f%d

a odsud

Vedeni tepla sténou, nelinearni materialové vztahy

Zopakujte predchozi vypocet pro material s nelinedrni materidlovou odezvou, kdy Fourieriv zakon neni
linedrni, tj. k zévisi na teploté. Nejjednodussi zobecnéni je piipad, kdy k(T') je linedrni, tj. plati

E(T) =a+bT.

Pouzijte substituéni metodu pievadgjici integral [k(T(x))9E dz na integrdl [k(T)dT. Pouzijte déle
skutecnost, ze stfedni hodnota linearni funkce je aritmetickym primeérem hodnot v krajnich bodech intervalu.

Na tomto prikladé jsou zajimavé tii véci.



¢ Odvodime vzorec pouzivany pii posuzovani tepelnych ztrat.

o Prirozené vychdzi vzorec, ktery po zaveden{ stfedni hodnoty funkce k(T') splyva se vzorcem z predchoziho
prikladu, odvozeného pro konstantni vodivost.

o Nejzajimavéjsi je fakt, ze jsme substituéni metodou vypocitali integral funkce, kterou vlastné viibec
nezname. Vskutku, nezndme teplotni profil T'(z) ve sténé a tim paddem nezndme ani zévislost vodivosti
k(T (x)) na poloze a ani gradient teploty. Presto se podafilo integral vypocéitat. Teplotni profil se
nauc¢ime hledat jako reseni rovnice vedeni tepla.

Resend.

Stejné jako v predchozim prikladé, mame

a integraci na intervalu [0, d] dostdvame

T
E(T)dT = —Qd
T
S vyuzitim stfedni hodnoty dostdvame
k(T k(T:
(@ -y M) g

2

a po vypoctu

k(Ty) + k(Ty) Ty — T

Q= 2 d

Stredni hodnota funkce dané tabulkou

Urcete stredni hodnotu koeficientu tepelné vodivosti A médi na teplotnim intervalu od 100 do 400 Kelvini.
Porovnejte vysledek s aritmetickym prameérem.

Pro vypocet na intervalu od 100 do 800 Kelvinii bychom museli integrovat na intervalu, na kterém nemame
rovnomeérneé rozlozené uzlové body. Navrhnéte, jak v takovém ptipadé postupovat a jak vypocitat ffoooo AT)dT

Table 1: Zdroj: Cengel, Mass and heat transfer.

T/K A/(W/(nK))

100 482
200 413
300 401
400 393
600 379
800 366

Resent.



Integral vypocéteme lichobéznikovym pravidlem

/ A(T)dT = == (482 + 2 x 413 +2 x 401 + 393) = 125150
100
St¥edn{ hodnota na intervalu [100, 400] je

1 400

— ANT)dT ~ 417
300 J100 (T)

Aritmeticky prameér je
482 4 413 + 401 + 393
4

= 422.

Stfedni hodnota je vlastné (po dosazeni lichobéznikového pravidla)

482 + 2 x 413 + 2 x 401 + 393
6

a jednd se tedy o vazeny prumér, kdy vnitini body jsou zapocteny dvojnasobnou vahou.
Integral na intervalu [100, 800] vypoc¢teme diky aditivité vzhledem k integraénimu oboru
800 400 800
/ AT)dT :/ A(T) dT+/ AT)dT
100 100 400

a pro kazdy integral mame data v ekvidistantnich krocich a mizeme pouzit prfimo lichobéznikové pravidlo.

Riust populace a prezivani jedinci

Populace zivocisného druhu ¢ini 5600 jedinct a tato populace roste rychlosti
R(t) = 720e%

jedincti za rok. (V tomto ¢isle je zahrnuta pfirozend natalita, mortalita a povoleny lov.) Vlivem znedistén{
zivotniho prostredi se vSak jedinci dozivaji kratsiho véku, nez je zahrnuto v popsaném modelu. Zlomek
populace, ktery prezije casovy interval délky ¢, je

S(t) = e 0%,
Odhadnéte pocet zivocichu za 10 let a odhadnéte, jaky by tento pocet byl, kdyby k Zadnému znecisténi
nedochézelo, tj. kdyby bylo S(t) = 1.

Napiste jenom prislusné integraly a okomentujte, jakymi metodami bychom je pocitali. Vlastni vypocet
provadét nemusite.

(Podle J. Stewart, T. Day: Biocalculus, Calculus for Life Sciences.)

Resend.
Necht vychozi stav je rok t = 0.

Bez znecisténi: Pokud je N(t) pocet jedincu po roce ¢, plati

10 10
N(10) = N(0) + / R(t) dt = 5600 + / 720" dt = 5600 + [7200¢%1] * & 18000,
0 0



kde integral se d4 vypocitat pfimou integraci pomoci vzorce.

Se znecisténim: Jedinci, ktefi jsou v populaci na zacatku, musi prezit 10 let, to znamend, Ze se jejich pocet
snfzi na S(10)-ndsobek. Jedinci, ktef{ se narodi v roce ¢ musi prezit 10 — ¢ let a to znamend, Ze jejich pocet se
snizi na S(10 — t)-nasobek. Toto snizeni musime zapocitat do pfedchoziho modelu bez zneéisténi a dostaneme

N(10) = N(0)S(10) + B R(H)S(10 — t)dt =
0

10
= 56006724_/ 790601t —0-2(10-1) 44
0

10
= 5600e "2 + 7202 / O3t dt = .. = 7000,
0

kde i tento integrél se da vypocitat primou integraci pomoci vzorce.

Rodicovské stromy

P1i obnové lest je nutné velké mnozstvi sadebniho materidlu. Kromé skolek hraji pi obnové lesa dilezitou
roli rodicovské stromy. Plo$na hustota semen (napiiklad v poc¢tu semen na metr ¢tvereéni) ve vzdédlenosti r
od stromu je déna funkci
2 2

D(r) = Doe™ 7 /.

Pro vhodnou volbu jednotek dosdhneme toho, ze plati a = 1. Pracujme proto s funkci
D(r) = Doe™"".

Urcete mnozstvi semen uvnitt kruhu o poloméru R.

Napiste jenom prislusny integral a okomentujte, jakou metodou bychom ho pocitali. Vlastni vypocet provadét
nemusite.

(Volné preformulovdno podle L. Edestein—Keshet: Differential calculus for the life sciences. Priklad je
pouzitelny pro stromy s velkymi semeny, napriklad dub. Pro jiné stromy musi semena sbirat stromolezci.)

Resend. Mnozstvi semen na metr ¢tvereéni zavisi na vzdalenosti od stromu, je to tedy podobné tloha jako
tloha s proudénim tekutiny potrubim v prednasce. Postupujeme analogicky, jenom misto rychlosti tekutiny
mame hustotu semen. Mnozstvi je soucin hustoty a obsahu, N =5 - D. Protoze D neni na celém obsahu
konstantni, rozdélime na casti, kde konstantni je, a prispévky seCteme, tj.

N:ZD-AS.

kruh

Protoze D je funkce r, potfebujeme scitat (integrovat) pfes r. Proto kruh délime na mezikruzi a pfes tato
mezikruzi s¢itame, tj.
AS
N = D—Ar.
Z Ar
kruh

Limitnim prechodem udéldme skok v souc¢tu nekonec¢né maly a soucet prejde na integral, podil zmén prejde
na derivaci, tj. dostaneme

ds
N = D—dr.
kruh dr
Obsah S = 7r? roste s polomérem, % = 27tr. Po dosazeni této derivace a po dosazeni za D a vyjadreni toho,

co znamena integral pres kruh o poloméru R ziskdme integral
R 2
N :/ Doe™" 2xrdr,
0

ktery mtizeme vypoéitat pomoci substituce —r? = t.
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