Integraly I

¢ Nauc¢ime se hledat neurcity integral funkce. Stac¢i mit po ruce vzorce.

e Naucime se hledat uré¢ity integral funkce.

e Procvic¢ime si interpretaci integralu v kontextu zmény veli¢iny, ktera se méni nekonstantni
rychlosti.

Vypocet integralu

Najdéte nasledujici integraly.
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Resent.
Pouzivdme vzorce [z™dx = n%rlx"“ +c [e"dz =e"+¢, [e®dr = Le™ + ¢ a ddle linearitu (integral
zachovavd soucet a konstantni ndsobek)

L [2?42zde =% + 2522 = 223 + 22 + ¢
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11. fog cos(x)dx = [sinx}og =sinZ —sin0=1

12. fy (e = 1Pde = [{r -1, = 10 - ) = {0 1) = -4

13. 1, 30% 4 o0 = [0+ at]!, = (14 319) = (-1 + 3(-1)%) =2

14. folo =01t 4t — [_106—0.115](1)0 — —10e~01x10 _ (—10e=0-1x0) — _10e~1 + 10

15. [* wddu= [iu‘*]i@ =1a'—1(-a)'=0

Vytékani oleje

Najdeéte slovni interpretaci integralu

/0  (at,

kde r(t) je rychlost s jakou vytékd olej z déravé nddrze (v litrech za hodinu) a ¢ je ¢as v hodindch. Vypoététe
integral pro r(t) = 200 — 4t.

Toto a dalsi priklady jsou klasické aplikace integrdalu, kdy integralem rychlosti, s jakou se méni néjakd velicina,
je zmena této veliciny.

Resend. Integral udava objem oleje, ktery vytede za prvnich 10 hodin. Pro zadanou funkci dostavame
10 10 10
/ r(t)dt = / (200 — 4t)dt = [200t — 2¢*]° = 2000 — 200 — (0 — 0) = 1800.
0 0

Za 10 hodin vytece 1800 litru oleje.

Populace vcel

Populace véel o pocatecni velikosti 100 v¢el se rozmnozuje rychlosti r(¢). Najdéte slovni interpretaci vyrazu

/O K r(t)dt,

15
100+/ r(t)dt.
0

Resend. Prvni integral znad¢i pifriistek populace véel za patnéct jednotek ¢asu, druhy integral znaci celkovou
velikost populace véel po uplynuti patnécti jednotek ¢asu. (Jednotky casu nejsou v zadan{ specifikovany.)

Napousténi nadrze

Chemikalie tee do nadrZe rychlosti 180 4 3¢ litri za minutu, kde ¢ € [0,60] je ¢as v minutéch. Urcete, kolik
chemikélie natece do nadrze béhem prvnich 20 minut.

(Podle Stewart: Calculus.)

Resent.



Zména mnozstvi v nadrzi je integral rychlosti, tj.
20

20
180 + 3¢) dt = 180 x 20 + §t2 =42001.
2
0 0

Praskla kanalizace

Praskla kanalizace zpusobila znecisténi jezera v rekreacni oblasti. Koncentrace bakterii C'(t) (v bakteriich na
kubicky centimetr, t je ¢as ve dnech) se po oSetfeni tiniku pro ¢ € [0, 6] vyviji rychlosti

C'(t) =103(t — 7).
Jaké je zména koncentrace bakterii mezi ¢tvrtym a Sestym dnem?

(Podle Mardsen, Weinstein: Calculus I.)

Resend.
Zména koncentrace je integral z rychlosti s jakou se koncentrace méni, tj.
6

6 1
/ 103(t —7)dt = [103 <t2 - 7t>] = —4000
4 2 4

a koncentrace poklesne o 4000 jednotek (bakterii na kubicky centimetr).

Rychlost uceni
Necht W (t) je pocet francouzskych slovicek, které se nauc¢ime po ¢ minutdch. Typicky muze byt (pro prvni
dvé hodiny uceni)
WO =0 a W= _g(tY
B 100 100/ -
Najdéte pomoci integrélu funkci W (t).
(Podle Mardsen, Weinstein: Calculus I.)

Reseni. Vysledné funkce integralem rychlosti uceni, tj.
At t\? 22 3
Wit)= | Wt)dt= | — -3 — | dt=— — C,
®) / ®) 100 <100> 100 10000 +
kde C je integracni konstanta. ProtoZe musi platit W (0) = 0, je C = 0 a proto

2t2 3
W(t) = — — )
*) 100 10000

Jiné Teseni je pomoci ur¢itého integralu najit zménu a poté pri¢ist k poc¢ateéni hodnoté. Aby nedoslo ke
kolizi mezi oznacenim integrac¢ni proménné t a mezi koncem c¢asového intervalu, budeme tento konec ¢asového
intervalu oznacovat T'. Tedy plati

T T 2 2 3

4t t 2T T
T A _ R = —_— — .
w(T) = w(0) —|—/0 w'(t)dt =0 —l—/o 100 3 (100) dt 100~ 10000

B 272 T3
~ 100 10000
a po preznacni proménné mame stejny vysledek jako predeslym postupem.

Tedy

w(T)



Urceni parametru tak, aby integral mél zadanou hodnotu

V praktickych tlohach je nékdy situace, kdy integrujeme funkci s parametrem a hodnotu parametru je nutno
doladit tak, aby integral mél predem stanovenou hodnotu. Urcete hodnotu redlného parametru a tak, aby
byl integral

10
/ av/x dx
0

roven hodnoté 2019.

Resent.
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0 37, T3
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o= 22019(10)*

Prace na pruziné

Sila ptisobici na pruzinu je imérna deformaci pruziny. Natdhneme-li pruzinu z rovnovazného stavu o hodnotu
x, je nutno pusobit silou kxz, kde k je konstanta (tuhost pruziny). Vypoététe praci nutnou k natazeni pruziny
z nedeformovaného stavu o jednotkovou délku a poté o délku .

Po obecném vypoctu vypoctéte praci pro pruzinu o zadané tuhosti k£ a deformaci Axz. Vypocet provedte
urc¢itym integralem trikrat, postupné pro jednotku délky centimetr, decimetr a metr. AZ po dokonceni
vypoctu prevedte na joule (newton krét metr).

k=10N/cm = 100 N/dm = 1000 N/m, Ar=10cm=1dm =0.1m

Vsimneéte si, Ze v kaZdém pripadé se integruje jind funkce a v jinych mezich. ProtoZe vsak vSechny vypocty
charakterizuji stejnou situaci, vysledky jsou po prevedeni na stejné jednotky stejné, coz je ocekdvané. Zmeéna
jednotek je specidlni pripad substituce, kdy proménnou podle které integrujeme nahradime promeénnou jinou.
Tuto metodu si pro integrdl predstavime na predndsce.

Resent.

Jednotkova délka: )
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Délka I:

Vypocet v centimetrech:

10
W :/ 10z dz = [52%],’ = 5 x 100 = 500 Nem = 5Nm
0



Vypocet v decimetrech:

1
W= / 100z dz = [502] , = 50 Ndm = 5 Nm
0

Vypocet v metrech:

0.1
W= / 1000z dz = [5002%],"" = 500 x 0.01 Nm = 5 Nm
0
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