Vypocet derivaci, linearni aproximace

¢ Naucime se derivovat soucin a podil funkci. Jedna se o pouziti vzorci, nejsou nutné predchozi
znalosti, je nutné mit pouze k dispozici vzorce.

¢ Nauc¢ime se pouzivat vzorec pro linedrni aproximaci funkce. Nauc¢ime se nahrazovat komp-
likované funkéni zavislosti zavislostmi jednodussimi.

o Naucime se dalsi triky ziskané diky linearni a polynomialni aproximaci: numerické derivovani
a numerické Teseni rovnic.

Vypocet derivace soucinu a podilu

Urcete derivace nasledujicich funkci, kde a,b, u € R.

1. f(z)=zlnz

2. f(z) =zva?+1
3. f(x) = azx-‘rb

4. f(t) = tzig

9. f(l‘) = I%:%l

6. flz) = 22

7. f(l') = (Ia_wl)z

Resend.
L f(#)=1-lnz+zl=1+haz
2. fl(z) = Vel +a+r A
3. fix) = 1(((12;3)_;“ = Gotoe
4. () = UGG = St
5. f(x) = 2esledioosle e
6. f(x) = St
7. f(a) = A=t mepel) _ alemhge

Zakladni linearni aproximace

Najdéte linearni aproximace funkei sinz, cosz a (1 + x)" v okolf nuly. Tim dokéZete platnost nasledujicich
pribliznych vzorct platnych pro x blizko nuly.

sine ~ x

cosz ~ 1

1+2)"=1+nx



Proni dvé aproximace vyuzijeme pozdéji pro odvozeni tvaru matice malych rotact, coz je dilezité pri studiu
deformace materidli. Posledni muzeme vyuzit napriklad pro to, abychom z relativistického vzorce pro celkovou
energii extrahovali édst zdavislou na rychlosti, tj. kinetickou energii (na predndsce).

Resend.
f(x) = f(xo) + [ (wo)(x — zo)
1. f(z) =sinz, 2o =0, f(0) =sin0 =0, f/(x) = (sin(x)) = cosz, f'(0) = cos(0) =1

sin(z) ~0+1-(z—0) ==z
2. f(x) = cosz, zo = 0, £(0) = cos0 = 1, f'(x) = (cos(x))’ = —sinz, f'(0) = —sin(0) = 0
cos(z) ~1+0- (z—0) =1
3. f(z) = (14+2)", 20 = 0, £(0) = (1+0) =1, f(z) = (1+2)") = n(1+z)""1, f/(0) = n(1+0)" ' =n

lI4+2)"=1+n-(z—0)=1+nx

Linearni aproximace

Veli¢ina y je funkce proménné z. Najdéte jeji linearni aproximaci v okoli zadaného bodu.

1. y = xe® v okoli bodu x =0
y:mc(l—%) v okoli bodu x =0

x

y:mc( —?)Vokolibodusz

w N

4. y=+/x v okoli bodu z =1
5. y:ﬁvokolibodule

Ve druhém a tretim prikladé aproximujeme funkci modelujici rist populace v prostredi s nosnou kapacitou
K. Aprozimace v okoli bodu x = 0 odpovidd velmi malé populaci. Proto se konstanta uimérnosti ze ziskané
linedrni aproximace nazyvd invazni parametr.

Resend.
1. f(z) = ze®, 29 =0, £(0) =0e° =0, f'(x) = (we®) = e + ze®, f'(0) =e® +0e’ =€ =1

2" = 0+1-(x—0)==x

), 20 =0, f(0)=70(1—- %) =0, f'(z) = (mc—r%xz)/ =r—2g, f(0)=r—2.0=
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) =rK(1=1) =0, f() = (re —rga?) = r - %u,
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m:(l—%)%O—r(x—K)z—r(x—K):r(K—x)

Posledni aproximaci je mozno prepsat do tvaru

rw(l—%)%r[((l—%)



Kinetika chemickych reakcich pro malé koncentrace

Rychlost mnoha chemickych reakei je ddna vzorcem

_ax
T b+a’

f(x)

kde x je koncentrace substratu a a, b jsou parametry (konstanty). Tento vzorec se nazyvé kinetika Michaelise
a Mentenové. Ukazte, ze plati

df ~ ab
dr  (b+z)?’
Pouzijte tento vypocet k linearni aproximaci funkce
ax
x) = ,
/(@) b+x
pro mala x.
Resend.
P¥imym dosazenim dostavame f(0) = b(fToo =0, f'(0) = (bf()))2 =20 = 2 4 odsud
ax
0+ —-(z—-0)=—
bt (x —0) T

Linearni aproximace kvalifikovanym odhadem

Pokud je v soucinu vyraz, ktery je blizky nule, ovlivni tento vyraz vysledny soucin vice, nez zbylé soucinitele.
Postavime toto pozorovani na solidnéjsi zaklady.

Ukazte, ze pokud plati f(z) = g(x)h(x) a g(z¢) = 0 # h(zp), ma linedrni aproximace funkce g tvar
g(x) = g'(x0)(z — x0)

a linearni aproximace funkce f tvar

f(@) % |g(@0)(@ — o) | (a0),
kde v hranaté zavorce je linedrni aproximace funkce g a tato aproximace je vynasobena hodnotou funkce h v
bodé xg.

Situace je jednoduchd zejména v piipadé, kdy funkce g je linearni a je sama svoji linedrn{ aproximaci. Ukazte,
7e s uvedenou vybavou je mozno napsat linearni aproximace prvnich t¥i funkci z prikladu ?? primo a bez



vypoctu. UkazZte, ze vypocet neni nutny a vysledek se dé kvalifikované odhadnout i v predchozim prikladé s
kinetikou Michaelise a Mentenové. Pro tyto ucely pouzijte trividlni identitu
ax a

btz btz

Resend.
Obecny vzorec je
f(@) ~ f(wo) + f'(z0)(z — @0).
Vztah
9(z) = ¢'(x0)(z — o)
z néj plyne okamzité pouzitim funkce g a podminky g(xg) = 0.

Pro funkei f(z) = g(z)h(z) v naSem piipadé mame

f(@o) = g(@o)h(zo) =0 h(zo) =0
f'(x0) = g'(x0)h(x0) + g(x0)h' (z0) = ¢’ (20)h(20) + 0 - h'(20) = ¢’ (z0)h(z0)

a primym dosazenim
f(@) = 0+ g'(zo)h(wo)(z — z0) = {9/(%)(% — o) | h(z0)

1. Funkce f(z) = xe® ma v o = 0 prvni soudinitel nulovy a druhy souéinitel nenulovy a plati e = 1. V
okoli x = 0 je prvni soucinitel linedrni. Proto v okoli x = 0 plati

2. Funkce f(z) =rz (1 — %) mé v 2 = 0 prvnf soudinitel rz nulovy a
druhy soucinitel (1 — %) nenulovy a plati (1 — %) = 1. V okoli = 0 je prvni soucinitel linearn{ a v

okoli x = 0 plati
(1 _ ﬁ) ~ 1— 0y _
rT R re =rx.

3. Funkce f(x) =rz (1 — %) mé v bodé x = K prvni soucinitel rx nenulovy roven r K a druhy soucinitel
(1 — %) nulovy. Druhy soucinitel je linearni. Proto v okoli = K plati
mc(l—%) er(l—%) =r(K —x).
4. Funkce f(z) = r3¢7 ma v bodé x = 0 prvni soucinitel  nulovy a druhy soucinitel ;= nenulovy a
a

roven 7. Prvni soucinitel je linedrni. Proto v okoli x = 0 plati

a a
T ~r—.
b+x b

Numerické derivovani a zavislost tepelné vodivosti médi na teploté

Tabulka udéva zdvislost koeficientu tepelné vodivosti médi na teploté, A = A\(T"). Odhadnéte pomoci centrlni
diference derivaci funkce A pro T' = 400K (cca 127°C). Urcete i fyzikédlni jednotku derivace g—% a slovni

interpretaci vypoctené hodnoty.

Poznamka: Teplota v Kelvinech (termodynamickd teplota) je teplota ve stupnich Celsia posunutd tak, aby
teplota —273,15°C odpovidala 0K. Dilky a tedy i zmeény teploty jsou na obou stupnicich identické.



Table 1: Zdroj: Cengel, Mass and heat transfer.

T/K )\/W/(mK)

200 413
400 393
600 379
800 366

Reseni.

Teploty jsou v ekvidistantnich krocich po 200 kelvinech. Vezmeme od vychozi hodnoty 400 kelvinti nejblizsi
nizsi (200K) a nejblizsi vyssi (600 K) teplotu, najdeme v tabulce odpovidajici koeficienty tepelné vodivosti,
rozdilem uré¢ime zménu v tomto koeficientu a podilem prepocteme zménu na jeden Kelvin.

dx (379 — 413)W/(mK)

— (4 ~
(400) 2 - 200K

=—0.085Wm K2
a7 m

Pri teploté T'= 400K hodnota koeficientu tepelné vodivosti s rostouci teplotou klesa. S kazdym stupném
Celsia (s kazdym Kelvinem) nad danou teplotu klesne koeficient tepelné vodivosti o 0.085 Wm~! K~1.

Pokusime se trosku slovné ilustrovat, co ndm vlastné vyslo. Pti teploté 400 K a teplotnim gradientu jeden
stupen Celsia na metr délky prochazi médi tepelny vykon 393 watti na metr ¢tverecni, tj. za sekundu se
plochou metru ¢tverecniho prenese 393 joulu. S kazdym stupném Celsia navic tato hodnota malinko poklesne:
0 0.085 joulu. Odsud je patrné, ze pri zméné teploty radové o desitky stupni se koeficent zméni o malé
jednotky procent a v téchto situacich nebude zavislost na teploté vyznamna.

Iteracni metoda

Ulohy s tepelnou bilanci (napf. oslunénd sténa) ¢asto vedou na rovnice obsahujici ¢tvrtou mocninu a prvn{
mocninu nezndmé veli¢iny. Toto je dano tim, Ze vyzafovani tepla souvisi podle Stefanova-Bolzmannova
zékona se ¢tvrtou mocninou teploty a prenos tepla proudénim nebo vedenim souvisi s prvni mocninou teploty.
Koeficient u prvni mocniny byva vétsi nez u ¢tvrté mocniny, protoze konstanta ze Stefanova-Bolzmannova
zakona je velmi mald. Typickym predstavitelem by mohla byt rovnice

2t —8x+6=0.

Napiste iteracni vzorec pro feseni této rovnice Newtonovou metodou a provedte nékolik iteraci s vhodnou
celociselnou pocateéni aproximaci. Poté porovnejte s postupem, kdy v rovnici osamostatnite x z linedrni
casti a z takové rovnice sestavite iteracni vzorec.

Resent.
Newtonova metoda: Vyuzitim funkéntho predpisu f(x) = 2 — 8z + 6 a derivace f/(z) = 42® — 8 dostavAme

itera¢ni vzorec
zp — 8%, + 6

Tp4+1l = Tp — 423 8
n

ktery konverguje velmi rychle.

Iterace Hodnota

Zo 1.000000000000000




Iterace Hodnota

1 0.750000000000000
X 0.800123762376238
x3 0.801613150991155
T4 0.801614587354561
Ts 0.801614587355901
Tg 0.801614587355901
Sage.
Ad hoc iterace: Rovnici prevedeme na tvar
_ z* +6
-8
a zkusime iterace
_ah+6
Tn41 = 3 .

Konergenci pozorujeme, ale je pomala.

Iterace Hodnota

xo 1.000000000000000
1 0.875000000000000
T 0.823272705078125
x3 0.807422868167514
T4 0.803126865733812
Ts5 0.802005182967586
T 0.801715260030858

Sage.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyrsDXk5UrLL1LIVMjMUyhKzEtP1TA00LTi5VIAggrbPI0KXY2KOBNdC60KbTNNfQ0TrYo4Y10LTU2IioKizLwSBY0KTQC3JxJK&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyrsDXk5UrLL1LIVMjMUyhKzEtP1TA00LTi5VIAggrbPA2NijgTbTNNfQ0LTU2IaEFRZl6JgkaFJgDh9g8K&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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