Vyuziti derivaci v matematickych modelech

e Procvi¢ime si interpretaci derivace jako rychlosti zmény.

¢ Naucime se sestavovat matematické modely situaci, ve kterych se veli¢ina méni nekonstantni
rychlosti

o Prerekvizitou je schopnost chapat derivaci jako rychlost zmény a umét matematicky vyjadrit
umérnost mezi veli¢inami.

Tepelnad vyména podle Newtonova zakona

Newtontv zdkon ochlazovani je mozné pouzit pro télesa, u nichz teplota je ve vSech mistech stejna a efekty
spojené s vedenim tepla jsou zanedbatelné. Takové objekty charakterizujeme nizkym Biotovym ¢islem (naudite
se v navazujicich pfedmeétech jako Fyzikalni vlastnosti dfeva). Predpokldadejme, Ze nevytdpénd mistnost tyto
podminky spliuje.

Teplota v mistnosti kde se prestalo topit pri teploté T" = 23°C se méni tepelnou vyménou s okolim. Rychlost,
s jakou teplota mistnosti v zimé klesa je timérna rozdilu teplot v mistnosti a venku. Vyjadiete toto pozorovani
kvantitativné pomoci derivaci. Sestavite tim matematicky model popisujici pokles teploty v této mistnosti.

V tomto prikladu se ucime, Ze tam, kde se pracuje s rychlostmi zmen hraje pri kvantitativnim popisu roli
derivace. Ze stredni skoly zndme tvary fyzikdlnich zdkoni a vztahi v omezené platnosti, kdy se rychlost nemeni
(jako napriklad rovnomérny pohyb) nebo méni jenom velmi specidlnim zpisobem (jako napriklad rovnomérné
zrychleny pohyb). Pomoci derivaci tato omezent stredoskolské fyziky padaji.

Resen.
Je-li T teplota a t Cas, je veli¢ina % rychlost s jakou roste teplota a veli¢ina —% rychlost, s jakou teplota
klesa. Podle predpokladi plati

dT
—E = k(T — Tvenku)
a model ma tvar
dT °
a = *k/(T - Tvenku)a T(O) = 23 C

kde k je konstanta tmérnosti a Tyenky teplota venku.

Veli¢iny z rovnice vedeni tepla

V piipadech, kdy je nutno uvazovat vedeni tepla (vysoké Biotovo ¢islo), postupujeme podle rovnice vedeni
tepla, kterou jsme na prednasce odvodili pro jednorozmérny ptipad ve tvaru

5y = 5 (00 )

Typickym pripadem vedeni tepla v jedné dimenzi je vedeni tepla ve sténé.



Uvazujme jednorozmérnou ulohu s vedenim tepla. Osa = sméfuje doprava, teplota v bodé x a case t je T'(x,t)
ve stupnich Celsia. Tok tepla v ¢ase t a v bodé z je g(x,t) v joulech za sekundu. Kladny tok je ve sméru osy

z. Podle Fourierova zakona je
B )\8T
1= o
Budeme uvazovat jednorozmérny objekt, ty¢ nebo sténu. Pocdteéni teplota je 0°C, pravy konec udrzujeme na
této teploté, levy konec ohf{vime na 20°C a udrzujeme na této teploté. Ve zbytku tyce (stény) se postupné
nastoli rovnovaha vlivem vedeni tepla.

Vyjadrete nasledujici velic¢iny a urcete jejich znaménko.

1. Rychlost s jakou v daném misté a ¢ase roste teplota jako funkce ¢asu.

2. Rychlost s jakou v daném misté a case roste teplota jako funkce polohy, tj. jak rychle roste teplota
smérem doprava.

3. Rychlost s jakou klesé teplota jako funkce polohy, tj. smérem doprava.

4. Rychlost se kterou roste (smérem doprava) tok tepla jako funkce polohy.

5. Rychlost se kterou klesd (smérem doprava) tok tepla jako funkce polohy.

Tato wloha je jednoduchd a vlastné neni na pocitini, ale jenom na ujasnéni si toho, co derivace vyjadruji
a kdy jsou kladné a kdy zdporné. To je nutné zndt pri zaddvani modeld do numerickjch simulaci. Vypocet
za cloveéka udélaji pocitace, ale slovni interpretaci ani kontrolu, Ze je model relevantni a nemd popletend
znaménka, za clovéka nikdo neudéld. PouZivime postup vseobecné prijimany ve fyzikdlnich modelech. To vsak
néekdy nekoresponduje s vgpocetnimi ndstroji. Napriklad ANSYS, nejpouzivanéjsi program na vijpocet modeli
typu rovnice vedeni tepla, pouzivd pro zaddni okrajovych podminek nikoliv tok ven z télesa, ale tok dovnitr
télesa. Tedy pro fyzika a vipoctare maji tyto podminky opacné znaménko. Proto je potreba védét co se pocitd,
jak se systém chovd, jak se to projevi na jeho vlastnostech a potom zkontrolovat, jestli to tak vychdzi i ve
vypocetnim modelu, jestli nepocitdme néco nesmysiného.

Reseni.

Shrneme si, co je mozné ocekavat béhem pribéhu déje. U studené tyce ohfejeme levy konec a teplotu
udrzujeme, pravy konec udrzujmeme na nizké teploté. Tyc¢ se postupné ohfeje a porad, béhem dosahovani
rovnovahy i po nastoleni rovnovahy, bude bliz k teplému konci teplota vyssi. Smérem doprava tedy teplota
bude klesat a tim smérem také potece teplo. Po dodsazeni rovnovahy bude toto teplo stejné, jako energie,
kterou musime na ohfivaném konci dodavat a na ochlazovaném konci odebirat. Nez vsak nastane rovnovaha,
musi se vSechny Céasti tyCe prohiat na cilovou teplotu. To znamend, ze pri predavani tepla smérem k
chladnéjSimu konci musi ¢ast tepla zustat v daném misté jako vnitini energie a projevi se zvysenim teploty.
Do dosazeni rovnovazného stavu ty¢ vede teplo, ale kazda ¢ast tyce predava dal jenom Céast tepla, protoze
dalsi ¢ast pouzije na zvysSeni své teploty. Proto plati, Ze ¢im vice jsme napravo, tim méné tam tece tepla.

1. Rychlost, s jakou v daném misté a cCase roste teplota jako funkce casu je %—f a tato derivace je v kazdém
bodé kladné, protoze ty¢ se ohtiva. Po case se asi ustali rovnovaha a derivace bude nulova, teplota se
prestane ménit. Méfime ve stupnich Celsia za sekundu. [%] =°Cs!

2. Rychlost, s jakou v daném misté a Case roste teplota jako funkce polohy, tj. jak rychle se roste teplota
smérem doprava, je ?Tz a tato derivace je zdpornd, protoze vlevo je horky konec a teplota smérem

doprava klesd. Mérime ve stupnich Celsia na metr. [B—T] =°Cm™!

ox
3. Rychlost s jakou klesa teplota jako funkce polohy, tj. smérem doprava, je —g—: a tato veli¢ina je kladna,
protoze vlevo je horky konec a teplota smérem doprava opravdu klesd. Mérime ve stupnich Celsia na

metr. [_%] =°Cm™!

4. Rychlost, se kterou roste (smérem doprava) tok tepla jako funkce polohy je %. Teplo tece doprava a
pritom se spotrebovava, protoze se ohfiva ty¢. Proto tok klesd a parcialni derivace je zaporna. Mérime

v joulech za sekundu na metr. [%} =Js !m™!

5. Rychlost, se kterou klesd (smérem doprava) tok tepla jako funkce polohy je —% a tato veliCina je

kladnd, coz plyne z predchoziho bodu a z toho, ze jsme zménili znaménko. Tato velicina udava, kolik



tepla za jednotku ¢asu ubude v toku na metrovém tuseku tyce. Ze zdkona zachovani energie se toto
teplo nemuze “ztratit”, ale pouzije se na zvyseni teploty, coz je pravé obsahem rovnice vedeni tepla.

Meétime v joulech za sekundu na metr. {—% =Jsim™!

Okrajové podminky pro rovnici vedeni tepla

K modelu stény pomoci rovnice vedeni tepla je jesté nutné pridat podminky souvisejici s pocateénim stavem
(podate¢ni podminky) a s chovanim na okrajich (okrajové podminky).

Necht sténa je na intervalu z € [0, L], z = 0 je vnitini okraj a = L je vnéjsi okraj. Vyraz —k%—g udava
tok tepla ve sméru osy x. Tok ve sméru osy z mé kladné znaménko. Naformulujte okrajové podminky v
nasledujicich scénérich.
1. Z venku dokonale izolovana sténa. Na hranici x = L nedochazi k toku tepla.
2. Vnitini ¢ast stény je udrzovand na konstantni teploté T = 23°C.
3. Sténa je zvenku osvétlend a zahiivand Sluncem. Na vnéjsi hranici je konstantni tok tepla smérem do
stény.
4. Sténa je zvenku ochlazovana proudénim vzduchu. Tok tepla mezi sténou a okolim je imérny rozdilu
teplot stény a okoli.
5. Sténa je zevnitt ohifivdna proudénim vzduchu od radiatorti. Tok tepla mezi sténou a okolim je imérny
rozdilu teplot stény a okoli.

Zpracovdno podle Cengel: Mass and heat transfer.

Resend.

Je-li podminka na teplotu, figuruje v matematické formulaci T' vypoctend v bodé = = 0 nebo x = L podle
toho, jedna-li se o vnitini nebo vngjsi ¢ast stény. T je funkce polohy, tj. T'= T'(z). Je-li podminka na tok,
figuruje v matematické formulaci tok ve tvaru _k%7 opét vypoctend v jednom z krajnich bodi.

1. Nulovy tok pro z = L znamend —k%L (L) = 0, coz je ekvivalentni L (L) = 0.

2. Teplota 23 stupni pro x = 0 znamend T'(0) = 23

3. —kg—z(L) = —Q, kde Q je teplo za jednotku ¢asu dodané ze Slunce. Jedn4 se o vykon Slunce dopadajici
na sténu vynasobeny koeficientem absorbce, protoze ¢ast tepelného vykonu se odrazi. Zaporné znaménko
je proto, ze teplo tece do stény, tj. proti sméru osy x.

4. —kg,—;(L) = h(T(L) — Tokoii), kde h je koeficient prestupu tepla.

5. —k5-(0) = h(Tistnost — T'(0)), kde h je koeficient pTfestupu tepla.

Vsimnéte si, ze posledni dvé podminky se lis{ znaménkem u 7. To proto, ze v jednom pripadé je kladny smeér
toku tepla do materidlu a jednou z materidlu. Pokud chceme mit popis jednotny, nebo nezavisly na zvolené
souradné soustaveé, formulujeme podminky pro tok tepla ven z materidlu. Tento tok ziskame tak, ze tok
tepla vynasobime skaldrné s jednotkovym vektorem smeéfujicim ven z materidlu kolmo na jeho povrch. V
tomto pripadé by pro tok ze stény do mistnosti bylo kg—g(()) = h(T(0) — Tiistnost ). Tento tok by byl zéporny,
protoze ve skutecnosti teplo unikéd z mistnosti sténou ven.

Model ristu imeérného velikosti chybéjiciho mnozstvi

Mnoho zivocichti roste tak, ze mohou doriistat jisté maximalni délky a rychlost jejich riistu je imérnd délce,
kterd jim do této maximdlni délky chybi (tj. kolik jesté musi do této maximélni délky dortust). Sestavte
matematicky model popisujici takovyto rist (von Bertalanffy growth model).

Jakmile vidime, Ze v zaddni figuruje rychlost zmeény velic¢iny, kterd nds zajimd, je jasné, zZe kvantitativni model
bude obsahovat derivaci. Zatim se uc¢ime model zapsat, pozdéji ho budeme umét i vyresit.



Resend.
Je-li L délka a Ly.x maximalni délka, potom do maximalni délky chybi L.x — L a model mé tvar

dL
— = k(Lmax — L).
dr k( max )

Kontaminace a ¢isténi

Znecistujici latky se v kontaminované oblasti rozkladaji tak, Ze za den se samovolné rozlozi 8% aktudlniho
znecisténi. Kromé toho pracovnici odstranuji latky rychlosti 30 galoni denné. Vyjadrete tento proces
kvantitativné pomoci vhodného modelu.

Tento priklad opet zminuje rychlost zmeény, tj. derivaci. Tentokrdt se na zmené podileji dva procesy a jejich
ucinek se scitd. Priklad navic pripomind, jak se pracuje se zménou vyjddrenou procenty. Toto je pouZivané
naptiklad pri droceni spojitym urokem. Pokud pokles zmeénime na rust, tj. pokud zmeénime znaménka u
derivace, mdme okamzité model ristu financi na uctu, na kterém se pravidelné pripisuje drok a k tomu se
pridavd fiznid ulozka.

Reseni. Je-li y znecisténi v galonech a ¢ ¢as ve dnech, ma model tvar

dy
~Z — —0.08y — 30.
at y

Logisticka rovnice: model vyuzivani prirodnich zdrojt

Pfi modelovani ristu populace o velikosti z(t) ¢asto pracujeme s populaci zZijici v prostfedi s omezenou
uzivnosti (nosnou kapacitou). Casto pouzivime model

kde r a K jsou parametry modelu (redlné konstanty). Nakreslete graf funkce f(z) = rz (1 — ) a ovéite,
Ze pro velkd x je f(x) zadporné a velikost populace proto klesd. Pokud populaci lovime konstantni rychlosti,
snizi se prava strana o konstantu, kterou oznac¢ime h. Ukazte, ze pro intenzivni lov bude prava strana rovnice
porad zaporné a intenzivni lov tak zpusobi vyhubeni populace. D4 se najit kritickd hodnota lovu oddélujici
vyhynuti populace a jeji trvalé prezivani?

nych zdroji a byvd modifikovana pro konkrétni pripady podle toho, jak populace interaguje s okolim.

Resend.

Funkce f(z) =rax (1 — %) je kvadraticka funkce s nulovymi body x = 0 a * = K, vrcholem uprostred mezi

nulovymi body (tj. pro « = £) a parabola je oto¢end vrcholem nahoru. Proto je napravo od 2 = K zdporna.

To odpovidéa tomu, Ze populace s velikosti pfesahujici nosnou kapacitu v dlouhodobém horizontu vymira.

Funkee fy(z) = ra (1 — £) — h vznikne posunutim funkce f(z) = rz (1 — %) o h doli. Pokud posuneme

hodné, dostane se cela parabola pod osu = a funkce bude porad zaporné. Kritickd hodnota je v situaci, kdy

miz{ moznost, Ze fj(x) ma body kde je kladna a populace se muze rozvijet. To nastane, pokud se vrchol

o . . « . _ K
paraboly dostane na osu z, tj. h je rovno funkéni hodnoté funkce f(x) v bodé x = 3.



Populace jelenu

Populace jelenit v ndrodnim parku pribyva rychlost{ 10% za rok. Spréava parku kazdy rok odebere 50 jedinct.
Napiste matematicky model pro velikost populace jelent v tomto parku.

Resend.

Je-li = velikost populace jelenu, plati

dx
— = 0.10x2 — 50
dt v ’

kde t je ¢as v letech.

Hruby model chripkové epidemie

Rychlost s jakou roste poc¢et nemocnych chiipkou je imérny soucasné poctu nemocnych a poctu zdravych
jedinct. Sestavte model takového sifeni chtipky.

v o

Toto je soucasné model popisufici sireni informace v populaci, staci si misto chiipky predstavit néjakou
informaci preddvanou mezi lidmi (socidlni difuze).

Resend.
Je-li M velikost populace a y pocet nemocnych, je v populaci M — y zdravych a model méa tvar

dy
e — .
3 = k(M —y)

Ropna skvrna

Kruhova ropna skvrna na hladiné se rozsifuje tak, ze jeji polomér jako funkce casu roste rychlosti, ktera je
nepiimo imérna druhé mocniné poloméru. Vyjadrete proces kvantitativné pomoci derivaci.

Resend.
Je-li r polomér, je r? druh4d mocnina a protoze se jedna o nepifmou imérnost, plati

dr k

dat 2

Model uéeni

Rychlost ucenf (tj. ¢asovd zména objemu osvojené latky nebo procento z maximaln{ manudlni zruénosti) je
umérnd objemu dosud nenaucené latky. Vyjadrete proces kvantitativné pomoci derivaci.

Resen.
Je-li L objem naucené latky a Lu.x maximalni objem latky kterou je mozné se naucit, je objem dosud
nenaucené latky Ly.x — L a model ma tvar

dL
— = k(Lmax — L).
dr k( max )



Vypocet derivace

Urcete derivace nasledujicich funkei jedné proménné. Ostatni veli¢iny jsou parametry. Pokud v zadaném vzorci
odhalite vztah mezi veli¢inami zndmy ze stredoskolské geometrie, pokuste se najit odpovidajici interpretaci

derivace.

L V(r)=gmr?

2. S(r) = 4nr?

3. A(r) = mr?

4. V(h) = g7r?h

5. S(a) = 6a*

6. U(v) = +mo?
7.V(r)=%

8. fly) = ae®

9. S(r) = 2mr? + 27rh
10. S(h) = 2mr? 4 27rh
11. S(a) = 3(a+c)v
12. L(r) =271

V tomto prikladé se ucime mimo jiné derivovat i podle jiné proménné nez podle x. To je nezbytné pro aplikace.
Abychom nebyli firovdni na proménnou x, je vhodné se ucit vzorce pro derivovdni vyjadrovat slovné a bez
jména konkrétni promenné.

Resend.
1. ?T‘q{ = 47r?, rychlost zmény objemu koule pfi zménach poloméru, tj. zména objemu koule vztazens k
jednotkové zméné poloméru
2. % = 8xr, rychlost zmény povrchu koule pfi zménédch poloméru, tj. zména povrchu koule vztazena k
jednotkové zméné poloméru
3. i—f = 27r, rychlost zmény obsahu kruhu pri zménach poloméru, tj. zména obsahu kruhu vztazena k
jednotkové zméné poloméru
4. % = %m"z, rychlost zmény objemu kuzele pfi zménach vysky, tj. zména objemu kuzele vztazend k
jednotkové zméné vysky pri zachovaném poloméru podstavy
5. % = 12a, zména povrchu krychle vyvolana jednotkovou zménou délky hrany krychle
6. % =mv
dv _ 94
T =23
8. 4L — gpety
Ty
9. 92 = dxr + 27h,
10. 92 =277,
ds _ 1
11. da 5’0,
12. 4 = 2m,
T
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