Vypocet derivaci

¢ Derivaci budeme chépat jako zobrazeni, které funkci priradi jinou funkci. Pro¢ je tak nesmirné
uziteéna zjistime v néasledujicich tydnech.

o Naudite se derivovat jednoduché funkce (mocninné funkce, dalsi zékladni elementérni funkce
a slozené funkce). Nejsou nutné zddné prdchoz{ znalosti, budete potfebovat pouze vzorce
pro derivovani a spoustu cviku.

o Naucite se interpretovat derivaci jako rychlost ristu v riznych kontextech, kdy velicina zavisi
na case, ptiapdné na jiné veli¢iné.

o Naucite se ze zndmého vzorce mezi dvéma veli¢inami odvodit vzorec ddvajici do souvislosti
rychlosti zmén téchto velicin.

Z3akladni vzorce.

sinx) = cosx
(cosz) = —sinx

7. (arctgz) = & (arctgz) = Tlﬁ

A N

Zde c € R je konstanta a zbytek jsou vzorce, které plati vzdy, kdyz je vyraz napravo definovany.

Triky, které se casto hodi.

1. /T =zx2

2. Yx=a%

3. Iik =gk

4. 8 =11 (@)

5 o =cf ()

6. ax_eaclna

7. log,x = }2—2

8. Vi(z+1)=z2 42
9. Iiﬁ‘l =g+ 42

Derivace matematickych operaci mezi funkcemi

Necht f, g jsou funkce a ¢ € R konstanta. Plati
L [ef] = ef

2. [f£g] =f +g
3. [fal =fg+fd



Vypocet derivace

Urcete derivace nasledujicich funkci, kde a, b, u € R.
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2. f(z) —x2+§§c+6
3. f(r)y=r*+2r2 -1
4. f(z) = 3z\/z + 925
5. f(z) =1—e.
6. f(z) = (z2-1)*
7. f(x)= \/L;e‘“”z.
8. f(z)= (w_&e)z
9. f(z) = gatop
Resent
L f(z) =62 -5
2. fl(x)=2x+2
3. fl(r)=3r%+4r
4. f'(z) = (32%/% + 92°) = $/x + 452*
5. f'(x) = —be>®
6. f'(z) =4(z? — 1)%22 = 8z(2% - 1)3
7. f(z) = #e‘”ﬁax
8. f'(z) = (Lr:_%)g,
0. f'(2) = Gyt
Rist ryby

Figure 1: wikimedia.org



Biologové navrhli funkci
1 =0.03937t — 0.945¢% + 10.033¢ + 3.073

jako model délky jistého druhu ryby, kde [ je délka ryby v centimetrech, a ¢ je v€k v letech. Vypoctéte
derivaci %. Urcete jednotku této derivace a slovni interpretaci hodnoty derivace v bodé ¢ = 12.

Upraveno podle Stewart, Day: Biocalculus. Calculus for the life siences. V tomto prikladé se setkdvime s
klasickou interpretact derivace jako rychlosti zmény, tj. hodnoty o kterou se zmeéni zdvisld velicina, kdyz se
nezdvisld veli¢ina zmeéni o jednotku.

Reseni. Jednotka derivace délky podle véku je stejnd, jako bychom délku délili vékem. Tedy [4t] = cm/rok,

t
tj. centimetr za rok.

Derivace je rychlost zmény. Pokud derivujeme délku ryby podle ¢asu, je derivace rychlost s jakou se méni
délka ryby v case. Prevedeno do srozumitelnéjsiho jazyka to je mozné elegantnéji vyjadrit tak, ze derivace
udéva (v centimetrech za rok) okamzitou rychlost ristu ryby, pric¢emz velikost ryby vyjadiujeme jeji délkou
(a ne napriklad hmotnosti).

Zadanéa funkce vyjadiujici zavislost délky na Case je polynom. Pouzitim pravidel pro derivovani je snadné
ukéazat, ze pro derivaci délky podle ¢asu plati

dl
Fri 3-0.03937t% — 2 0.945¢ + 10.033 = 0.11811¢* — 1.89¢ + 10.033
a pro t = 12let dostavame
dl
E 1o =4.4 cm/rok.

Dvanéctiletd ryba roste rychlosti priblizné 4.4 centimetru za rok, tj. mezi dvandctym a tfindctym rokem
vyroste piiblizné o 4.4 centimetru. (Slovo pfiblizné je pouzito proto, Ze derivace je okamzitd rychlost ristu a
nen{ zaruceno, Ze tato rychlost se udrzi po celou jednotku casu, tj. po cely rok.)

e Sage vypocet
e Sage numericky odhad s ilustraci toho, ze vysledek se d4 odhadnout u pouzitim zdkladnich aritmetickych
operaci, ale ze délka kroku nemuze byt ani moc kratka ani moc dlouh4.

Bazalni metabolismus

Figure 2: pixabay.com

Bazélni metabolismus M (ve wattech) souvisi s hmotnosti W vztahem

M= AW™,



kde n je pro mnoho zivocisnych druhu blizké ¢islu 0.75 a A je konstanta, ktera je specifickd pro dany druh a
v rdmci daného druhu klesd s vékem. Urcete derivaci

dM
dw
a urcete i fyzikalni jednotku a slovni interpretaci této derivace.

Zpracovdno podle Monteith, Unsworth: Principles of Environmental Physics. Tady je opét klasickd interpretace
derivace jako rychlosti zmény. Rychlost zmény ale nemusi byt jenom klasické chdpdni rychlosti jako zdvislosti
na case. Derivace vyjadruje, jak zdvisld velicina reaguje na zmeény nezdvislé veliciny. Pro pochopeni, co
derivace vyjadruje, hraje velkou roli i jednotka této derivace. Oznaceni je ponechdno z piuvodni literatury,
mimo jiné M neni hmotnost a W neni watt. Vztah je v literature zndm jako Kleiberuv zdkon. Vysvétluje se
pomoci néj rozdilng délka Zivota rizniych Zivocisnych druhi.

Resend.
Pro vypocet si sta¢i uvédomit, ze funkce je konstantnim nasobkem mocninné funkce a umime ji tedy zderivovat
podle pravidla pro derivaci konstantniho nasobku a pravidla pro derivaci mocninné funkce. Derivace je

dM d
—— = —(AW") = nAW""!
dw dW( )
podle pravidla pro derivaci konstantniho nasobku a pro derivaci mocniny. Jednotka derivace je stejna, jako
bychom misto derivovani délili, tj. watt na kilogram,
dM] W
dWw | kg’
Derivace udava rychlost, s jakou se projevi zména hmotnosti na bazalnim metabolismu. Je to nartst bazalniho
metabolismu zpusobeny narustem hmotnosti a prepocteny na jednotkovou zménu hmotnosti. Priblizné
také zména bazalniho metabolismu ve wattech pri zméné hmotnosti o kilogram u velkych zivoc¢ichii nebo
v miliwatech pfi zméné hmotnosti o gram u drobnych zivocichti. Napriklad u malych ptacka nema smysl
uvazovat nartst hmotnosti o kilogram a pro interpretaci radéji prejdeme k jednotkam tisickrat mensim.

Mezni niklady (marginal cost)

Néklady na produkci x letadel za rok jsou (v milionech Euro) dény funkci
C(x) =6+ V4 + 4, 0 <z < 30.

Plati C’(15) = 0.25. Urcete, jakou tato derivace m4 slovni interpretaci a uréete i jednotku této derivace.

Toto je jedna z nejrozsirenejsi aplikaci derivaci mimo prirodni védy. Zajimdme se o to, jak rychle rostou
ekonomické veliciny, protoZe ekonomika je za vsim. Veliciny, které v ekonomii ziskdvame derivovdnim,
obsahuji zpravidla slovo “mezni”, nebo téZ “margindlni”. Podle Wikipedie nastupujici technickd revoluce
nazyvand Primysl 4.0 prinese virobu s velmi malymi meznimi ndklady. Tedy derivace ndkladi na vgrobu podle
mnoZzstvi vyrobeného zboZi bude mald. To odpovidd predstavé vyroby v robotizovanych haldch, kde hlavnim
nadkladem je vybudovdni vijrobniho zarizend.

Resen.
Jednotka derivace C'(z) je milion Euro/kus, resp. milion Euro/letadlo, resp. milion Euro, podle toho, jak
nazveme jednotky v nichz méfime pocet letadel.
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Figure 3: wikimedia.org

Derivace C'(15) vyjadiuje rychlost, s jakou rostou ndklady pii produkei 15 letadel. Je to cena vztazena na
jednotkovy prirastek, tj. jednd se vlastné o cenu vyroby Sestnactého letadla. Sestnacté letadlo mé vyrobni
naklady 0.25 milioni euro.

Pozndmka 1: Jinou cestou jak urcit cenu Sestéctého letadla je pouzit rozdil
C(16) — C(15) ~ 0.246.

Toto je cesta, které se zdé Vyhodnéjéi protoie neni nutné derivovat. Ale tato cesta zpravidla vede ke

vvvvvvvvvvvv

ceny dalsiho letadla pI‘l produkci x letadel je bez derivace roven

Clx+1)—C(z) =4z +1)+4—Vizr + 4

a s derivaci )

Viz +4

Ve druhém pripadé médme zlomek s konstantnim ¢itatelem (vlastné se jednd o mocninnou funkei s exponentem
—%), v prvnim pripadé mame rozdil dvou odmocnin. Druha metoda tedy vede k jednodussi funkci a tato
jednoduchost mutze byt kriticky dtlezitd, pokud ndmi odvozené cena dalstho letadla vstupuje do dalsiho
vypoctu.

C'(z) =

Pozndmka 2: Mozna jste si vzpomnéli na piiklady z nizsich skol tykajici se primé dmérnosti. Jsou to piiklady
typu “Za vyrobu patnécti jachet rusky oligarcha zaplati ¢astku C. Kolik zaplati za Sestnact jachet?” Takové
priklady jsou zalozeny na predpokladu, ze vyroba kazdé jachty stoji stejné a cena je nezavisla na poctu. V
takovém pripadé je mozné resit tilohu trojélenkou, pomoci primé timeérnosti. V takové situaci by zavislost
ceny na mnozstvi byla linearni. V praxi tomu tak ale casto neni, zavislost je nelinedrni. Proto neni mozné
pouzit imérnost a proto maji v ekonomii misto i veli¢iny jako mezni naklady, které jsme vypocitali v tomto
prikladé pomoci derivace. Slovo “mezni” je odvozeno od skutec¢nosti, ze tato veli¢ina pomahd urcit mez
mnozstvi vyroby, kdy se zvysi cena za jednotku


https://cs.wikipedia.org/wiki/Mezn%C3%AD_n%C3%A1klady

Vzdalenost k horizontu

Figure 4: pixabay.com

Vzdalenost k horizontu pro pozorovatele ve vysce h nad Zemi je dana funkci H = v/2Rh, kde R = 6.371 x 10 m
je polomér Zemé (viz zde). Po dosazeni a vydéleni faktorem 1000, aby H vychdzelo v kilometrech, dostavime
vzorec

H =357Vh,

kde h je v metrech a H v kilometrech. Urcete hodnotu této derivace % pro h = 5m (véetné jednotky) a
slovni interpretaci této derivace.

Tento priklad opét uddvd derivaci jako rychlost zmény, ale nezdvislda proménnd nend cas. Sledujeme vzdjmenou
relaci dvou délek - vzddlenosti k horizontu a vysky pozorovatele. V pripadech jako je tento je rozmeér veliciny
derivované stejny, jako rozmer veliciny, podle které se derivuje. Potom je derivace vlastné bez rozmeru. Nekdy

vevy

délky uddvaji v Tddové jingch jednotkdch (metry versus kilometry).

Resend.

Pro H = 3.57V/h plati

dH 1 1
E = 5 X 3.57 X ﬁ
a numericky o 557 . .
5 3 m m

i —— ~ 0.7983— ~ 0.8—.

dh (5) 2/5 m m

Vzdalenost k horizontu pro pozorovatele ve vysce 5 metri roste rychlosti 0.8 kilometru na kazdy metr vysky
navic. Toto je interpretace pro praktické vyuziti. Kromé toho se jednotky daji upravit a ve skutecnosti
derivace zadny fyzikalni rozmér nem4

dH 1000 m

5) = 0.7983 x =798
dh

a kazdéa zména vysky pozorovatele se na vzdélenosti k horizontu projevi svym 800-nésobkem.

Sage vypocet

Rychlost s jakou roste obsah kruhu

Vaté pisky je bezlesy pruh podél Zelezni¢ni trati nedaleko Bzence, kde je extrémni sucho (Moravskd Sahara). V
drivéjsich dobéach byly v pruhu podél zeleznice velmi ¢asté pozary kvuli provozu parnich vlakta. Predpokladejme,
ze pozar se v této vysusené oblasti $iti ve tvaru kruhu. V urcitém okamziku je polomér 50 metra a roste


https://aty.sdsu.edu/explain/atmos_refr/horizon.html

Figure 5: J. Kamenicek, brnensky.denik.cz

rychlosti 1.5 metri za minutu. Zapiste zadani pomoci derivaci a urcete jak rychle roste plocha zasazend
ohném.

V tomto priklade se ucime, Ze ze znalosti vztaht mezi velicinami muzeme odvodit vztah, mezi rychlostmi zmen,
tj. do statickych vzorcu mizZeme dodat dynamiku vijvoje. V praxi nekdy jde priklad tohoto typu obejit vivahou:
ted je polomér 50 metri, tomu odpovidd jakdsi plocha, za minutu bude polomér 51.5 metru, tomu odpovidd
opét jakdsi plocha a provndanim s plochou puvodni snadno zjistim priristek. To pro nds muze byt kontrola, Ze
apardt funguje. Pro nds je ted duleZité naucit se tento apardt na maljch vécech, abyste mohli pozdéji délat
veci velké.

Resend.
Je zadan vztah mezi dvéma veli¢inami a pro jednu z téchto veli¢in zname jeji hodnotu derivaci podle ¢asu.
Mame za kol urcit derivaci podle ¢asu druhé z velicin.

Ze zadani zndme polomér r = 50 m a rychlost ristu poloméru % = 1.5mmin~!. Zajim4 nés rychlost riistu

ds
obsahu e

Derivovanim vztahu

S =mr
podle r ziskdavame
ds -
— =27
dr
Derivovanim podle ¢ dostaneme
ds  dSdr _ 9 Tdr
dt  drdt Ot
a numericky
ds 2 .1
Ez27r><50><1.5%471m min~ .



Sage vypocet (v tomto jednoduchém piipadé spise jako ukdzka zapisu, nez jako ndstroj pro urychleni vypodtu)

Sul nad zlato

Figure 6: Ze je u koule objem timérny tfeti mocniné poloméru vidime piimo ze vzorce. Nejinak to je u téles,
které si zachovavaji proporce, tj. vzniknou zvétsenim ¢i zmensenim z jediného vzoru. Typickym prikladem
je kromé koule i kuzel s pevné zadanym vrcholovym thlem. Tento tvar zachovavaji volné sypané materialy.
Obrazek: pixabay.com

V pohéadce Sul nad zlato sype Maruska z bezedné slanky sul na hromadu soli ve tvaru kuzele, ktery roste tak,
ze objem je v kazdém okamziku svazan s vyskou vzorcem

13
V_Zh'

Vyska je 0.5 metru a vydatnost solnicky 10 litra (tj. 0.01 krychlovych metrii) soli za minutu. Urcete, jak
rychle roste hromada soli do vysky.

Reseni.
Je zadan vztah mezi dvéma veli¢inami a pro jednu z téchto veli¢in zndme jeji hodnotu derivaci podle casu.
Mame za kol urcit derivaci podle ¢asu druhé z velicin.

dh

at - Derivovanim

Podle zadani je %/ = 0.01 krychlovych metrt za minutu, A = 0.5 metru a chceme znéat
dostavame

dv._dVdh 3 ,dh
At dhdt 4 dt’
Odsud
dh 4dV 1
dt ~ 3dt h?

a po dosazeni
dh 4 1
T3 x 0.01 x 052 mmin~! = 0.053 mmin~".

Hromada roste do vysky rychlosti 5.3 centimetru za minutu.

Sage vypocet (v tomto jednoduchém piipadé spise jako ukdzka zapisu, nez jako ndstroj pro urychleni vypodétu)

Rychlost s jakou roste obsah kruhu II

Meésto ma priblizné tvar kruhu o poloméru 10 km a Zije v ném 300000 obyvatel. Jak rychle musi rist polomér
kruhu (velikost mésta), pokud pocet obyvatel roste rychlosti 10000 obyvatel za rok a chceme udrzet stejnou
hustotu osidleni?



Figure 7: http://mp.mestokyjov.cz/



Toto je mirnd modifikace prikladu s pozZdrem. ProtoZe mésto md konstantni hustotu osidlent, jsou pocet
obyvatel i rozloha primo umérné a je to podobné, jako bychom jednu velicinu vyjadrovali ve dvou riznich
jednotkdch.

Resen.
Ze zadani: r = 10km, N = 300000, 0 = T]X? je hustota osidleni a ta je konstantni, % = 10000 rok .
Zajimé nas 9r.

Vipocet: Pro pocet obyvatel plati N = onr? a derivovanim

AN _dNdr o dr
a  drat Tt
Odsud
dr_ 1 v
dt ~ 2nro dt
a protoze wro = %, mame
dr r dN 10

T T 9N Ar T 9 < ann0nn = -1 4 -1

Existuje jesté ponékud primocarejsi, ale na provedeni mirné naroc¢néjsi postup, protoze je nutné derivovat
podil funkci. Zderivujeme primo defini¢ni vztah pro hustotu osidleni o = % podle casu. Vlevo je derivace
konstanty, tj. nula, vpravo derivace podilu. Proto

AN p2 N27rr%

0= dt
(mr2)?
a odsud AN q
S 2~ NomrSl — .
T r mr T 0

Nyni osamostatnime derivaci poloméru a dostaneme

ﬂ7r7”2 = ]\727rrg

dt dt
dr _dN v
dt  dt 2N

a vysledek je stejny jako v predchozim postupu.
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