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Kapitola 1

Vypocet derivaci

¢ Derivaci budeme chapat jako zobrazeni, které funkci ptiradi jinou funkci. Pro¢ je tak nesmirné
uziteéna zjistime v nasledujicich tydnech.

o Naucite se derivovat jednoduché funkce (mocninné funkce, dalsi zakladni elementarni funkce
a slozené funkce). Nejsou nutné zadné prdchozi znalosti, budete pot¥ebovat pouze vzorce pro
derivovani a spoustu cviku.

o Naucite se interpretovat derivaci jako rychlost ristu v riznych kontextech, kdy veli¢ina zavisi
na case, priapdné na jiné veli¢iné.

¢ Naucite se ze zndmého vzorce mezi dvéma velicinami odvodit vzorec davajici do souvislosti
rychlosti zmén téchto veli¢in.

1.0.1 Zakladni vzorce.

L (e)=4%(c)=0

2. (z™) = (f—x(x”) =nz" !

3. (e?) = L(e?) ="

4. (nz) = L(nz) =1

5. (sinz) = L(sinz) = cosz
6. (cosz)’ = L(cosz) = —sinz

7. (arctgx) = 4 (arctgz) = e

Zde ¢ € R je konstanta a zbytek jsou vzorce, které plati vzdy, kdyz je vyraz napravo definovany.

1.0.2 Triky, které se casto hodi.

1. /T =ux2
2. Yz =axt
3. %k =gk
4. 1@ — 1pyy
C (&
5. 7y =cf (@)
6. aw_ewlna
7. log, x = {E—i . )
8 Vo(x+1) =22 +a2
9. 2 — g 4 42



1.0.3 Derivace matematickych operaci mezi funkcemi

Necht f, g jsou funkce a ¢ € R konstanta. Plati

L [ef]' = cf’

2 [f g = +g

3.9l =fg9+fd

n m’: Fag's

5. [fg(@)] = G5t = ['(9(2))g (@)

1.1 Vypocet derivace

Urcete derivace nasledujicich funkci, kde a, b, u € R.
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2. f(x) =22+ 2046

3. f(r)y=r*+2r2 -1

4. f(z) = 3z\/z + 925

5. f(z) =1—e.

6. f(x) = (z*—1)!

7. flz) = ﬁe‘wz.

8. f(z) = (zie)z

9. f(z) = atop
Reseni
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1.2 Rast ryby

Biologové navrhli funkci
1 =0.03937¢3 — 0.945¢% + 10.033¢ + 3.073

jako model délky jistého druhu ryby, kde [ je délka ryby v centimetrech, a ¢ je vék v letech. Vypoctéte derivaci
%' Urcete jednotku této derivace a slovni interpretaci hodnoty derivace v bodé ¢ = 12.

Upraveno podle Stewart, Day: Biocalculus. Calculus for the life siences. V tomto prikladé se setkdvdme s
klasickou interpretaci derivace jako rychlosti zmény, tj. hodnoty o kterou se zmeni zdvisld velicina, kdyzZ se
nezdvisld veli¢ina zméni o jednotku.




Resend. Jednotka derivace délky podle véku je stejnd, jako bychom délku délili vékem. Tedy [%] = cm/rok,
tj. centimetr za rok.

Derivace je rychlost zmény. Pokud derivujeme délku ryby podle ¢asu, je derivace rychlost s jakou se méni
délka ryby v case. Prevedeno do srozumitelnéjsiho jazyka to je mozné elegantnéji vyjadrit tak, ze derivace
udéva (v centimetrech za rok) okamzitou rychlost ristu ryby, pri¢emz velikost ryby vyjadiujeme jeji délkou
(a ne napiiklad hmotnosti).

Zadana funkce vyjadrujici zavislost délky na c¢ase je polynom. Pouzitim pravidel pro derivovani je snadné
ukézat, ze pro derivaci délky podle ¢asu plati

dl
Fri 3-0.03937t% — 2-0.945¢ + 10.033 = 0.11811¢ — 1.89¢ + 10.033

a pro t = 12let dostavame
dl

dt li=12
Dvanéctiletd ryba roste rychlosti priblizné 4.4 centimetra za rok, tj. mezi dvandctym a tfindctym rokem
vyroste piiblizné o 4.4 centimetru. (Slovo pfiblizné je pouzito proto, Ze derivace je okamzita rychlost ristu a
nenf{ zarudeno, Ze tato rychlost se udrzi po celou jednotku ¢asu, tj. po cely rok.)

= 4.4 cm/rok.

e Sage vypocet
o Sage numericky odhad s ilustraci toho, ze vysledek se d4 odhadnout u pouzitim zékladnich aritmetickych
operaci, ale ze délka kroku nemuze byt ani moc kratka ani moc dlouh4.

1.3 Bazalni metabolismus

Bazélni metabolismus M (ve wattech) souvisi s hmotnosti W vztahem

M = AW™,

s x7

kde n je pro mnoho Zivocisnych druhi blizké ¢islu 0.75 a A je konstanta, kterd je specifickd pro dany druh a
v rdamci daného druhu klesd s vékem. Urcete derivaci

dm
dw
a urcete i fyzikdlni jednotku a slovni interpretaci této derivace.

Zpracovdno podle Monteith, Unsworth: Principles of Environmental Physics. Tady je opét klasickd interpretace
derivace jako rychlosti zmény. Rychlost zmeéeny ale nemusi byt jenom klasické chdpdani rychlosti jako zdvislosti
na case. Derivace vyjadruje, jak zavisld velicina reaguje na zmény nezdvislé veliciny. Pro pochopeni, co
derivace vyjadruje, hraje velkou roli i jednotka této derivace. Oznaceni je ponechdno z puvodni literatury,
mimo jiné M neni hmotnost a W neni watt. Vztah je v literature zndm jako Kleiberiv zdkon. Vysveétluje se
pomoct néj rozdilnd délka Zivota riznich Zivocisnych druhai.

Resend.
Pro vypocet si staci uvédomit, ze funkce je konstantnim nasobkem mocninné funkce a umime ji tedy zderivovat
podle pravidla pro derivaci konstantniho nasobku a pravidla pro derivaci mocninné funkce. Derivace je

dM  d

dw — dw
podle pravidla pro derivaci konstantniho nasobku a pro derivaci mocniny. Jednotka derivace je stejné, jako
bychom misto derivovani délili, tj. watt na kilogram,

W
aw | kg’

(AW™) = nAW™ 1



Derivace udava rychlost, s jakou se projevi zména hmotnosti na bazalnim metabolismu. Je to narust bazalniho
metabolismu zpusobeny nartstem hmotnosti a prepoc¢teny na jednotkovou zménu hmotnosti. Priblizné
také zména bazalniho metabolismu ve wattech pri zméné hmotnosti o kilogram u velkych zivoc¢ichii nebo
v miliwatech pfi zméné hmotnosti o gram u drobnych zivocicht. Naptiklad u malych ptackd nemé smysl
uvazovat narust hmotnosti o kilogram a pro interpretaci radéji prejdeme k jednotkdm tisickrat mensim.

1.4 Mezni naklady (marginal cost)

Néklady na produkei z letadel za rok jsou (v milionech Euro) ddny funkef
C(z) =6+ Vizx + 4, 0<z<30.
Plati C’(15) = 0.25. Urcete, jakou tato derivace mé slovni interpretaci a urcete i jednotku této derivace.

Toto je jedna z nejrozsirenéjsi aplikaci derivaci mimo prirodni védy. Zajimdme se o to, jak rychle rostou
ekonomické veliciny, protoZe ekonomika je za vsim. Veliciny, které v ekonomii ziskdvdme derivovdanim, obsahuji
zpravidla slovo “mezni”, nebo téZ “margindini”. Podle Wikipedie nastupujici technickd revoluce nazjvand
Primysl 4.0 prinese vyrobu s velmi malymi meznimi ndklady. Tedy derivace ndkladu na vyrobu podle mnozstvi
vyrobeného zbozi bude mald. To odpovidd predstavé vyroby v robotizovangch haldch, kde hlavnim ndkladem je

vybudovdni vyrobniho zarizend.

Resend.
Jednotka derivace C’(x) je milion Euro/kus, resp. milion Euro/letadlo, resp. milion Euro, podle toho, jak
nazveme jednotky v nichz méfime pocet letadel.

Derivace C'(15) vyjadfuje rychlost, s jakou rostou néklady p¥i produkei 15 letadel. Je to cena vztazend na
jednotkovy prirustek, tj. jedna se vlastné o cenu vyroby Sestnactého letadla. Sestnacté letadlo ma vyrobni
néklady 0.25 milioni euro.

Pozndmka 1: Jinou cestou jak urc¢it cenu Sestactého letadla je pouzit rozdil

C(16) — C(15) ~ 0.246.

N2

postuputm, jakmile tento vypocet vstupuje jako jedna z komponent do slozitéjstho modelu. Odhad ceny
dalstho letadla pri produkei x letadel je bez derivace roven

Clex+1)—Cx)=VA(z+1)+4—Vir +4

a s derivaci 5

Var +4

Ve druhém pifpadé méme zlomek s konstantnim ¢itatelem (vlastné se jednd o mocninnou funkci s exponentem
f%), v prvnim pripadé mame rozdil dvou odmocnin. Druhd metoda tedy vede k jednodussi funkci a tato

jednoduchost muze byt kriticky dulezitd, pokud ndmi odvozena cena dalsiho letadla vstupuje do dalsiho
vypoctu.

C'(z) =

Pozndmka 2: Mozna jste si vzpomnéli na priklady z nizsich skol tykajici se primé imeérnosti. Jsou to priklady
typu “Za vyrobu patnacti jachet rusky oligarcha zaplati ¢astku C'. Kolik zaplati za Sestnact jachet?” Takové
priklady jsou zalozeny na predpokladu, ze vyroba kazdé jachty stoji stejné a cena je nezavisla na poctu. V
takovém pripadé je mozné tesit tlohu trojclenkou, pomoci pfimé tmérnosti. V takové situaci by zavislost ceny
na mnozstvi byla linedrni. V praxi tomu tak ale ¢asto neni, zavislost je nelinedrni. Proto neni mozné pouzit
umérnost a proto maji v ekonomii misto i veli¢iny jako mezni naklady, které jsme vypocitali v tomto piikladé
pomoci derivace. Slovo “mezni” je odvozeno od skutecnosti, ze tato veli¢ina pomahé urc¢it mez mnozstvi
vyroby, kdy se zvysi cena za jednotku


https://cs.wikipedia.org/wiki/Mezn%C3%AD_n%C3%A1klady

1.5 Vzdalenost k horizontu

Vzdalenost k horizontu pro pozorovatele ve vysce h nad Zemi je dana funkeci H = v/2Rh, kde R = 6.371 x 10 m
je polomér Zemé (viz zde). Po dosazeni a vydélen{ faktorem 1000, aby H vychdzelo v kilometrech, dostédvame
vzOorec

H =357V,

kde h je v metrech a H v kilometrech. Urcete hodnotu této derivace % pro h = 5m (vetné jednotky) a
slovni interpretaci této derivace.

Tento priklad opét uddvd derivaci jako rychlost zmeny, ale nezdvislda proménnd neni cas. Sledujeme vzdjmenou
relaci dvou délek - vzddlenosti k horizontu a vysky pozorovatele. V pripadech jako je tento je rozmér veliciny
derivované stejny, jako rozmeér veliciny, podle které se derivuje. Potom je derivace vlastne bez rozmeéru. Nekdy

je vsak vhodné pro srozumitelnéjsi interpretaci jednotky nevykrdtit, obzvldst v pripadé jako zde, kdy se obé
délky uddvaji v Tddové jingch jednotkdch (metry versus kilometry).

Resent.

Pro H = 3.57vh plati

dH 1 1
a numericky i 557 . .
5 3 m m

=5
Vzdalenost k horizontu pro pozorovatele ve vysce 5 metrii roste rychlosti 0.8 kilometru na kazdy metr vysky
navic. Toto je interpretace pro praktické vyuziti. Kromé toho se jednotky daji upravit a ve skutecnosti
derivace zadny fyzikalni rozmér nema

~ 0.7983— ~ 0.8—.
m m

dd 1000 m

5) = 0.7983 x =798
dh

a kazdéa zména vysky pozorovatele se na vzdélenosti k horizontu projevi svym 800-nésobkem.

Sage vypocet

1.6 Rychlost s jakou roste obsah kruhu

Vaté pisky je bezlesy pruh podél Zelezni¢ni trati nedaleko Bzence, kde je extrémni sucho (Moravskd Sahara). V
drivéjsich dobéach byly v pruhu podél zeleznice velmi ¢asté pozary kvuli provozu parnich vlaka. Predpokladejme,
ze pozar se v této vysusené oblasti Sif{ ve tvaru kruhu. V urc¢itém okamziku je polomér 50 metra a roste
rychlosti 1.5 metri za minutu. Zapiste zadani pomoci derivaci a urcete jak rychle roste plocha zasazena
ohném.

V tomto prikladé se ucime, Ze ze znalosti vztahi mezi velicinami mizZeme odvodit vztah, mezi rychlostmi zmen,
tj. do statickych vzorci muzeme dodat dynamiku vijvoje. V praxi nékdy jde priklad tohoto typu obejit vvahou:
ted je polomer 50 metru, tomu odpovidd jakdsi plocha, za minutu bude polomér 51.5 metru, tomu odpovidd
opét jakdsi plocha a provndnim s plochou puvodni snadno zjistim pririustek. To pro nds muze byt kontrola, Ze
apardt funguje. Pro nds je ted dileZité naucit se tento apardt na malych vécech, abyste mohli pozdéji délat
véci velké.

Resend.


https://aty.sdsu.edu/explain/atmos_refr/horizon.html

Je zadén vztah mezi dvéma velicinami a pro jednu z téchto veli¢in zname jeji hodnotu derivaci podle ¢asu.
Mame za kol uréit derivaci podle ¢asu druhé z velicin.

Ze zadani zndme polomér 7 = 50m a rychlost riistu poloméru 42 = 1.5 mmin~'. Zajima nés rychlost ristu

s dt
obsahu &

Derivovanim vztahu

S = mr?
podle r ziskdvame
ds 5
—— = 4TT.
dr

Derivovanim podle ¢ dostaneme
dS dSdr 9 dr

At " drdt U dt

a numericky

d
d—f =271 x 50 x 1.5 &~ 471 m® min~'.

Sage vypocet (v tomto jednoduchém piipadé spise jako ukdzka zapisu, nez jako ndstroj pro urychlen{ vypoctu)

1.7 Sul nad zlato

V pohéadce Sul nad zlato sype Maruska z bezedné slanky sul na hromadu soli ve tvaru kuzele, ktery roste tak,
Ze objem je v kazdém okamziku svazan s vyskou vzorcem

1
V= —n’
4

Vyska je 0.5 metru a vydatnost solni¢ky 10 litra (tj. 0.01 krychlovych metrt) soli za minutu. Urcete, jak
rychle roste hromada soli do vysky.

Resend.
Je zadén vztah mezi dvéma veli¢cinami a pro jednu z téchto veli¢in zname jeji hodnotu derivaci podle ¢asu.
Mame za kol uréit derivaci podle ¢asu druhé z velicin.

Podle zadani je % = 0.01 krychlovych metri za minutu, h = 0.5 metru a chceme znat %. Derivovanim
dostavame
@V _dvdh _3,dn
dt  dhdt 4 dt’
Odsud
dh _4dV 1
dt 3 dt h2

a po dosazeni
dh 4 1
3% 0.01 x @mmin—l =0.053mmin""'.

Hromada roste do vysky rychlosti 5.3 centimetru za minutu.

Sage vypocet (v tomto jednoduchém piipadé spise jako ukdzka zdpisu, nez jako ndstroj pro urychleni vypoétu)



1.8 Rychlost s jakou roste obsah kruhu II

Meésto ma priblizné tvar kruhu o poloméru 10 km a zije v ném 300 000 obyvatel. Jak rychle musi rist polomér
kruhu (velikost mésta), pokud pocet obyvatel roste rychlosti 10000 obyvatel za rok a chceme udrzet stejnou

hustotu osidleni?

Toto je mirnd modifikace prikladu s poZdrem. ProtoZe mésto md konstantni hustotu osidleni, jsou pocet
obyvatel i rozloha primo umérné a je to podobné, jako bychom jednu velicinu vyjadrovali ve dvou riznijch

jednotkdch.
Resen.
Ze zadani: r = 10km, N = 300000, o = % je hustota osidleni a ta je konstantni, % =10000rok ', Zajims

4 4T
nas ;-

Vypocet: Pro pocet obyvatel plati N = onr? a derivovinim

v _dNdr _ _ , dr
a  dardat O ar
Odsud
dr_ 1y
dt  27ro dt
a protoze wro = %, mame
dr r dN 10

dt ~ 2N dt 2 x 300000

Vv

N

%x 10000 = 0.166 kmrok ™% ~ 170 m rok !

podil funkeci. Zderivujeme piimo defini¢ni vztah pro hustotu osidleni ¢ = =5 podle ¢asu. Vlevo je derivace

Tr2
konstanty, tj. nula, vpravo derivace podilu. Proto

AN 7p2 _ NOppdr

0= dt dt
(mr2)?
a odsud AN d
v 2 ar _
T mr N2rnr T 0.

Nyni osamostatnime derivaci poloméru a dostaneme

dN dr
gﬂ'r —N27T7’§
dr _dN 7
dt  dt 2N

a vysledek je stejny jako v predchozim postupu.



Kapitola 2

Vyuziti derivaci v matematickych
modelech

e Procvi¢ime si interpretaci derivace jako rychlosti zmény.

o Naucime se sestavovat matematické modely situaci, ve kterych se veli¢ina méni nekonstantni
rychlosti

e Prerekvizitou je schopnost chapat derivaci jako rychlost zmény a umét matematicky vyjadrit
tmeérnost mezi veli¢inami.

2.1 Tepelna vyména podle Newtonova zakona

Newtonuv zakon ochlazovani je mozné pouzit pro télesa, u nichz teplota je ve vSech mistech stejna a efekty
spojené s vedenim tepla jsou zanedbatelné. Takové objekty charakterizujeme nizkym Biotovym ¢islem (naudéite
se v navazujicich pfedmétech jako Fyzikalni vlastnosti dfeva). Pfedpokladejme, Ze nevytdpénd mistnost tyto
podminky spliuje.

Teplota v mistnosti kde se prestalo topit pri teploté T' = 23°C se méni tepelnou vyménou s okolim. Rychlost,
s jakou teplota mistnosti v zimé klesé je imérna rozdilu teplot v mistnosti a venku. Vyjadrete toto pozorovani
kvantitativné pomoci derivaci. Sestavite tim matematicky model popisujici pokles teploty v této mistnosti.

V tomto prikladu se ucime, Ze tam, kde se pracuje s rychlostmi zmén hraje pri kvantitativnim popisu roli
derivace. Ze stredni skoly zndme tvary fyzikdlnich zdkonu a vztahi v omezené platnosti, kdy se rychlost nemeni
(jako napriklad rovnomérny pohyb) nebo méni jenom velmi specidlnim zpisobem (jako napriklad rovnomérné
zrychleny pohyb). Pomoct derivaci tato omezeni stredoskolské fyziky padaji.

Resend.
Je-li T teplota a t Cas, je velicina % rychlost s jakou roste teplota a veli¢ina —% rychlost, s jakou teplota
klesa. Podle predpokladt plati

dr
—— =k(T — Tvcn u
& ( ku)
a model ma tvar
dT o
E = —k(T - Tvenku), T(O) S 23 C

kde k je konstanta tmérnosti a Tyenky teplota venku.



2.2 Veliciny z rovnice vedeni tepla

V piipadech, kdy je nutno uvazovat vedeni tepla (vysoké Biotovo ¢islo), postupujeme podle rovnice vedeni
tepla, kterou jsme na prednasce odvodili pro jednorozmérny ptipad ve tvaru

or o ( 8T)

oc— = —(A— .
ot  dx\ Ox

Typickym pripadem vedeni tepla v jedné dimenzi je vedeni tepla ve sténé.

Uvazujme jednorozmérnou tlohu s vedenim tepla. Osa x sméfuje doprava, teplota v bodé = a Case t je T'(x,t)
ve stupnich Celsia. Tok tepla v ¢ase t a v bodé x je q(x,t) v joulech za sekundu. Kladny tok je ve sméru osy

x. Podle Fourierova zakona je
_ >\8T
1= Yoz
Budeme uvazovat jednorozmeérny objekt, ty¢ nebo sténu. Pocatecni teplota je 0°C, pravy konec udrzujeme na
této teploté, levy konec ohfivdme na 20 °C a udrzujeme na této teploté. Ve zbytku tyce (stény) se postupné
nastoli rovnovaha vlivem vedeni tepla.

Vyjadrete nasledujici veli¢iny a urcete jejich znaménko.

1. Rychlost s jakou v daném misté a case roste teplota jako funkce Casu.

2. Rychlost s jakou v daném misté a Case roste teplota jako funkce polohy, tj. jak rychle roste teplota
smérem doprava.

3. Rychlost s jakou klesé teplota jako funkce polohy, tj. smérem doprava.

4. Rychlost se kterou roste (smérem doprava) tok tepla jako funkce polohy.

5. Rychlost se kterou klesd (smérem doprava) tok tepla jako funkce polohy.

Tato uloha je jednoduchd a vlastné neni na pocitani, ale jenom ma ujasnéni si toho, co derivace vyjadruji
a kdy jsou kladné a kdy zdporné. To je nutné zndt pri zaddvdni modeli do numerickych simulaci. Vypocet
za cloveéka udélaji pocitace, ale slovni interpretaci ani kontrolu, Ze je model relevantni a nemd popletend
znameénka, za cloveka nikdo neudéld. PouzZivame postup vseobecné prijimany ve fyzikdlnich modelech. To vsak
nekdy nekoresponduje s vypocetnimi nastroji. Napriklad ANSYS, nejpouzivanejsi program na vypocet modelt
typu rovnice vedend tepla, pouzZivd pro zaddni okrajoviych podminek nikoliv tok ven z télesa, ale tok dovnitr
télesa. Tedy pro fyzika a vypoctdre maji tyto podminky opacné znaménko. Proto je potreba vedét co se pocitd,
jak se systém chovd, jak se to projevi na jeho vlastnostech a potom zkontrolovat, jestli to tak vychdzi i vé
vpocetnim modelu, jestli nepocitdme néco nesmysiného.

Resend.

Shrneme si, co je mozné ocekavat béhem priubéhu déje. U studené tyce ohfejeme levy konec a teplotu
udrzujeme, pravy konec udrzujmeme na nizké teploté. Ty¢ se postupné ohieje a porad, béhem dosahovani
rovnovahy i po nastoleni rovnovahy, bude bliz k teplému konci teplota vyssi. Smérem doprava tedy teplota bude
klesat a tim smérem také potece teplo. Po dodsazeni rovnovahy bude toto teplo stejné, jako energie, kterou
musime na ohfivaném konci dodavat a na ochlazovaném konci odebirat. Nez vSak nastane rovnovaha, musi se
vSechny C¢ésti tyce prohiat na cilovou teplotu. To znamena, Ze pii predavani tepla smérem k chladnéjsimu
konci musi ¢ast tepla ztstat v daném misté jako vnitini energie a projevi se zvysenim teploty. Do dosazeni
rovnovazného stavu ty¢ vede teplo, ale kazda ¢ast tyce predava dal jenom cast tepla, protoze dalsi ¢ast pouzije
na zvyseni své teploty. Proto plati, ze ¢im vice jsme napravo, tim méné tam tece tepla.

1. Rychlost, s jakou v daném misté a Case roste teplota jako funkce c¢asu je %—f a tato derivace je v kazdém

bodé kladné, protoze ty¢ se ohtiva. Po Case se asi ustali rovnovaha a derivace bude nulové, teplota se

prestane ménit. Méfime ve stupnich Celsia za sekundu. [%—{] =°Cs!

2. Rychlost, s jakou v daném misté a case roste teplota jako funkce polohy, tj. jak rychle se roste teplota
smérem doprava, je g—g a tato derivace je zapornd, protoze vlevo je horky konec a teplota smérem

doprava klesd. Mérime ve stupnich Celsia na metr. [3—2} =°Cm!
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3. Rychlost s jakou klesd teplota jako funkce polohy, tj. smérem doprava, je —g—g a tato veli¢ina je kladn4,

protoze vlevo je horky konec a teplota smérem doprava opravdu klesa. Mérime ve stupnich Celsia na

metr. [—g—g] =°Cm~!

4. Rychlost, se kterou roste (smérem doprava) tok tepla jako funkce polohy je g—z. Teplo tece doprava a
pritom se spotiebovava, protoze se ohfiva tyc. Proto tok klesd a parcialni derivace je zaporna. Mérime
v joulech za sekundu na metr. {@] =Js 'm™!

ox
5. Rychlost, se kterou klesd (smérem doprava) tok tepla jako funkce polohy je —% a tato veli¢ina je

kladné, coz plyne z predchoziho bodu a z toho, Ze jsme zménili znaménko. Tato veli¢ina udava, kolik
tepla za jednotku casu ubude v toku na metrovém tseku tyce. Ze zakona zachovani energie se toto teplo
nemuze “ztratit”, ale pouzije se na zvysSeni teploty, coz je pravé obsahem rovnice vedeni tepla. Mérime

v joulech za sekundu na metr. {—%} =Js 'm™!

2.3 Okrajové podminky pro rovnici vedeni tepla

K modelu stény pomoci rovnice vedeni tepla je jesté nutné pridat podminky souvisejici s pocateénim stavem
(pocateéni podminky) a s chovdnim na okrajich (okrajové podminky).

Necht sténa je na intervalu = € [0, L], x = 0 je vnitini okraj a x = L je vnéjsi okraj. Vyraz _k% udéva
tok tepla ve sméru osy x. Tok ve sméru osy x ma kladné znaménko. Naformulujte okrajové podminky v
nasledujicich scénéaftich.
1. Z venku dokonale izolovana sténa. Na hranici x = L nedochézi k toku tepla.
2. Vnitfni ¢ast stény je udrzovana na konstantni teploté 7' = 23°C.
3. Sténa je zvenku osvétlena a zahfivand Sluncem. Na vnéjsi hranici je konstantni tok tepla smérem do
stény.
4. Sténa je zvenku ochlazoviana proudénim vzduchu. Tok tepla mezi sténou a okolim je timérny rozdilu
teplot stény a okoli.
5. Sténa je zevniti ohfivana proudénim vzduchu od radiatort. Tok tepla mezi sténou a okolim je imérny
rozdilu teplot stény a okoli.

Zpracovano podle Cengel: Mass and heat transfer.

Resend.

Je-li podminka na teplotu, figuruje v matematické formulaci T' vypoctend v bodé = = 0 nebo x = L podle
toho, jedna-li se o vnitini nebo vnéjsi ¢ast stény. T je funkce polohy, tj. T' = T'(x). Je-li podminka na tok,
figuruje v matematické formulaci tok ve tvaru —kg—z, opét vypoctend v jednom z krajnich bodi.

1. Nulovy tok pro z = L znamend —k2L (L) = 0, coz je ekvivalentni L (L) = 0.

2. Teplota 23 stuptiti pro = 0 znamend T'(0) = 23

3. fk‘g—z(L) = —(@Q, kde @ je teplo za jednotku ¢asu dodané ze Slunce. Jednd se o vykon Slunce dopadajici
na sténu vynasobeny koeficientem absorbce, protoze ¢ast tepelného vykonu se odrazi. Zaporné znaménko
je proto, ze teplo tece do stény, tj. proti sméru osy =x.

4. —kg—z(L) = h(T(L) — Tokoi), kde h je koeficient pfestupu tepla.

5. —kg—z(O) = h(Thistnost — 17(0)), kde h je koeficient pfestupu tepla.

Vsimnéte si, ze posledni dvé podminky se lisi znaménkem u T'. To proto, ze v jednom pripadé je kladny
smér toku tepla do materidlu a jednou z materidlu. Pokud chceme mit popis jednotny, nebo nezavisly na
zvolené souradné soustave, formulujeme podminky pro tok tepla ven z materidlu. Tento tok ziskdme tak, Ze
tok tepla vyndsobime skalarné s jednotkovym vektorem smérujicim ven z materidlu kolmo na jeho povrch. V
tomto pripadé by pro tok ze stény do mistnosti bylo k%—g(O) = h(T(0) — Tiistnost)- Tento tok by byl zdporny,
protoze ve skutecnosti teplo uniké z mistnosti sténou ven.
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2.4 Model riastu itmérného velikosti chybéjiciho mnozstvi

Mnoho zivocichii roste tak, ze mohou dorustat jisté maximalni délky a rychlost jejich rustu je imérna délce,
kterd jim do této maximdln{ délky chybi (tj. kolik jesté musi do této maximélni délky dorust). Sestavte
matematicky model popisujici takovyto rust (von Bertalanffy growth model).

Jakmile vidime, Ze v zaddni figuruje rychlost zmény veliciny, kterd nds zajimd, je jasné, Ze kvantitativni model
bude obsahovat derivaci. Zatim se ucime model zapsat, pozdéji ho budeme umét i vyresit.

Resend.
Je-li L délka a Ly, maximalni délka, potom do maximalni délky chybi Ly .x — L a model ma tvar

dL
7:kLmax_L .
il )

2.5 Kontaminace a ¢isténi

Zmecistujici latky se v kontaminované oblasti rozkladaji tak, Ze za den se samovolné rozlozi 8% aktudl-
niho znecisténi. Kromé toho pracovnici odstranuji latky rychlosti 30 galonti denné. Vyjadiete tento proces
kvantitativné pomoci vhodného modelu.

Tento priklad opét zminuje rychlost zmeény, tj. derivaci. Tentokrdt se na zmeéné podileji dva procesy a jejich
ucinek se scitd. Priklad navic pripomind, jak se pracuje se zménou vyjddrenou procenty. Toto je pouZivané
napriklad pri drocent spojitym urokem. Pokud pokles zménime na rust, tj. pokud zménime znaménka u derivace,
mdme okamzité model rustu financi na uctu, na kterém se pravidelné pripisuje drok a k tomu se priddvd fizni
tlozka.

Reseni. Je-li y znecisténi v galonech a ¢ ¢as ve dnech, ma model tvar

dy
—Z = —0.08y — 30.
at Y

2.6 Logisticka rovnice: model vyuzivani prirodnich zdroja

Pri modelovdni rustu populace o velikosti x(t) ¢asto pracujeme s populaci Zijici v prostiedi s omezenou
uzivnosti (nosnou kapacitou). Casto pouzivime model

kde r a K jsou parametry modelu (redlné konstanty). Nakreslete graf funkece f(x) = rz (1 — %) a overte,

7e pro velkd x je f(x) zadporné a velikost populace proto klesa. Pokud populaci lovime konstantni rychlosti,
snizi se prava strana o konstantu, kterou oznac¢ime h. Ukazte, Ze pro intenzivni lov bude prava strana rovnice
porad zaporna a intenzivni lov tak zptsobi vyhubeni populace. D4 se najit kriticka hodnota lovu oddélujici
vyhynuti populace a jeji trvalé prezivani?

Toto je asi nejdulezitéjsi rovnice pro modelovani biologickijch jevi. PouZivd se pri modelovdani vjvoje obnovi-
telnyjch zdroji a byvd modifikovana pro konkrétni pripady podle toho, jak populace interaguje s okolim.

Resent.
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Funkece f(z) =rz (1 — %) je kvadratickd funkce s nulovymi body x = 0 a x = K, vrcholem uprostied mezi
nulovymi body (tj. pro x = %) a parabola je otoCend vrcholem nahoru. Proto je napravo od x = K zaporna.
To odpovida tomu, ze populace s velikosti presahujici nosnou kapacitu v dlouhodobém horizontu vymira.

Funkce f,(z) = rz (1 — &) — h vznikne posunutim funkce f(z) = rz (1 — %) o h doli. Pokud posuneme

hodné, dostane se celd parabola pod osu x a funkce bude porad zaporna. Kritickd hodnota je v situaci, kdy
miz{ moznost, ze fr(xz) ma body kde je kladnd a populace se mtize rozvijet. To nastane, pokud se vrchol
K

paraboly dostane na osu z, tj. h je rovno funkéni hodnoté funkce f(z) v bodé z = 5.

2.7 Populace jelent

Populace jelent v nadrodnim parku pribyva rychlosti 10% za rok. Sprava parku kazdy rok odebere 50 jedinct.
Napiste matematicky model pro velikost populace jelent v tomto parku.

Resend.

Je-li x velikost populace jelenu, plati

dzx
— =0.10x — 50
dt v ’

kde t je cas v letech.

2.8 Hruby model chripkové epidemie

Rychlost s jakou roste poc¢et nemocnych chiipkou je imérny soucasné poctu nemocnych a poctu zdravych
jedincii. Sestavte model takového siteni chiipky.

v

Toto je soucasné model popisujici sireni informace v populaci, staci si misto chiipky predstavit néjakou
informaci preddvanou mezi lidmi (socidlni difuze).

Resend.
Je-li M velikost populace a y pocet nemocnych, je v populaci M — y zdravych a model méa tvar

d
o = ky(M —y).
2.9 Ropna skvrna

Kruhova ropné skvrna na hladiné se rozsiruje tak, ze jeji polomér jako funkce Casu roste rychlosti, ktera je
nepiimo tmérna druhé mocniné poloméru. Vyjadrete proces kvantitativné pomoci derivaci.

Resend.
Je-li r polomér, je r? druh4 mocnina a protoze se jedna o nepifmou imérnost, plati

dr k

Fr=
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2.10

Rychlost

Model ucéeni

uceni (tj. Casovd zména objemu osvojené ldtky nebo procento z maximélni manudlni zruénosti) je

umeérné objemu dosud nenaucené latky. Vyjadrete proces kvantitativné pomoci derivaci.

Resent.

Je-li L objem naucené latky a L,,x maximalni objem latky kterou je mozné se naucit, je objem dosud
nenaucené latky Lyax — L a model ma tvar

2.11

dL

5 = MLumax — L),

Vypocet derivace

Urcete derivace nasledujicich funkei jedné proménné. Ostatni veliciny jsou parametry. Pokud v zadaném vzorci
odhalite vztah mezi veli¢inami zndmy ze stfedoskolské geometrie, pokuste se najit odpovidajici interpretaci

derivace.

L V(r)=3gmr?

2. S(r) = 4nr?

3. A(r) = mr?

4. V(h) = $mr?h

5. S(a) = 6a®

6. U(v) = +mo?

T.V(r)=%

8. f(y) = ae”

9. S(r) = 2mr? + 2mwrh
10. S(h) = 2mr? + 27rh
11. S(a) = 3(a+c)v
12. L(r) = 27r

V tomto priklade se ucime mimo jiné derivovat i podle jiné proménné nez podle x. To je nezbytné pro aplikace.
Abychom nebyli fixrovani na proménnou x, je vhodné se ucit vzorce pro derivovani vyjadrovat slovné a bez
jména konkrétni promenné.

Resend.
dav

L. dr

= 47r?, rychlost zmény objemu koule pii zménich poloméru, tj. zména objemu koule vztazens k

jednotkové zméné poloméru

ds

dr

= 8nr, rychlost zmény povrchu koule pfi zménach poloméru, tj. zména povrchu koule vztazena k

jednotkové zméné poloméru

dA

dr

= 271, rychlost zmény obsahu kruhu pii zménédch poloméru, tj. zména obsahu kruhu vztazena k

jednotkové zméné poloméru

v
dh

1 2

= g7r®, rychlost zmény objemu kuzele pti zméndch vysky, tj. zména objemu kuzele vztazena k

jednotkové zméné vysky pri zachovaném poloméru podstavy

© XN

£2 = 12a, zména povrchu krychle vyvolana jednotkovou zménou délky hrany krychle

=mu
= abeb¥

= 4nr + 2wh, ...
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15



Kapitola 3
Vypocet derivaci, linearni aproximace

o Naucime se derivovat soucin a podil funkci. Jedna se o pouziti vzorcli, nejsou nutné predchozi
znalosti, je nutné mit pouze k dispozici vzorce.

o Naucime se pouzivat vzorec pro linearni aproximaci funkce. Nauc¢ime se nahrazovat kompli-
kované funkéni zavislosti zavislostmi jednodussimi.

o Naucime se dalsi triky ziskané diky linedrni a polynomidlni aproximaci: numerické derivovani
a numerické feSeni rovnic.

3.1 Vypocet derivace soucinu a podilu

Urcete derivace nasledujicich funkci, kde a,b, u € R.

1. f(z)=azlnz

2. f(z) =avaZ+1
3. /(@) = 35
4. f(t) = t2t+6
5. flz) = %5
6. fla) =
7. f(z) = (wafl)g
Reseni
L f(z)=1-lnz+zl=1+hse
2. fl(2) =Valta+ 1A
3. fl(z) = 1(?§;f2;)_2m = Gt
T
5. f'(a) = 2R — e,
6. f'(x) = St et
7. f) = Ao oenesl) _ aleologer
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3.2 Zakladni linearni aproximace

Najdéte linearn{ aproximace funkef sinz, cosx a (1 + )™ v okoli nuly. Tim dokazete platnost nasledujicich
pribliznych vzorcii platnych pro x blizko nuly.
sinx ~ x
cosz ~ 1
14+x)"~1+nz

Proni dvé aproximace vyuzZijeme pozdeji pro odvozeni tvaru matice malych rotact, coz je dulezité pri studiu
deformace materidlu. Posledni muzeme vyuZit napriklad pro to, abychom z relativistického vzorce pro celkovou
energii extrahovali édst zdvislou na rychlosti, tj. kinetickou energii (na predndsce).

Resen.
f(x) = f(zo) + ['(wo)(x — z0)
1. f(z) =sinz, 2o =0, f(0) =sin0 =0, f'(x) = (sin(x)) = cosz, f'(0) = cos(0) =1

sin(z) ~0+1-(z—0) =2
2. f(z) = cosz, zo = 0, £(0) = cos0 = 1, f/(z) = (cos(x))’ = —sinz, f(0) = —sin(0) = 0

cos(z) 140 (z—0) =1
3. f(z) = (1+2)", 20 = 0, £(0) = (1+0)" =1, f/(z) = (1+2)") = n(1+z)""L, f'(0) = n(1+0)" ' =n

lI4+z2)"=1+n-(z—0)=1+nx

3.3 Linearni aproximace

Veli¢ina y je funkce proménné x. Najdéte jeji linedrni aproximaci v okoli zadaného bodu.

y = ze® v okoli bodu z =0
y:rx(l—%)vokoliboduxzo
y:rx(l—%)vokolibodule(
y = +/x v okoli bodu z =1
9. y:ﬁvokolibodule

Ll

Ve druhém a tretim prikladé aproximujeme funkci modelujici rist populace v prostredi s nosnou kapacitou
K. Aproximace v okoli bodu x = 0 odpovidd velmi malé populaci. Proto se konstanta umérnosti ze ziskané
linedrni aproximace nazyvd invazni parametr.

Resend.
1. f(z) =ze®, 29 =0, £(0) =0e° =0, f'(x) = (we®) = e + ze®, f'(0) =e® +0e’ =€ =1
e =0+1-(z—-0)==x
2. fl@)=rz(1—%),20=0,f0)=r0(1—-2) =0, f(z) = (mc—r%xQ)/ =r—2g, f(0)=r—2.0=

r

rx(lf%)zOJrr(xfO):rx
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rx(l—%)%O—r(aj—K):—r(:c—K):T(K—x)

Posledni aproximaci je mozno prepsat do tvaru

rx(l—%)zrl((l—%)

3.4 Kinetika chemickych reakcich pro malé koncentrace

Rychlost mnoha chemickych reakci je ddna vzorcem

_ax
T b+’

f(x)

kde x je koncentrace substratu a a, b jsou parametry (konstanty). Tento vzorec se nazyva kinetika Michaelise
a Mentenové. Ukazte, ze plati

df  ab
dr  (b+z)?’
Pouzijte tento vypocet k linedrni aproximaci funkce
ax
pro mald x.
Resend.
Piimym dosazenim dostédvame f(0) = b(fo =0, f'(0) = (bil()))2 =40 = % 4 odsud
ax a a
~0+ —(z—-0) = -z
bro S0ty =g

3.5 Linearni aproximace kvalifikovanym odhadem

Pokud je v souc¢inu vyraz, ktery je blizky nule, ovlivni tento vyraz vysledny soucin vice, nez zbylé soucinitele.
Postavime toto pozorovani na solidnéjsi zaklady.

Ukazte, ze pokud plati f(x) = g(x)h(z) a g(zo) = 0 # h(zo), ma linedrni aproximace funkce g tvar

g(x) = g (w0)(x — x0)
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a linearni aproximace funkce f tvar

kde v

f(@) ~ [ (w0) @ = 20)| Alwo),

hranaté zavorce je linearni aproximace funkce g a tato aproximace je vynasobena hodnotou funkce h v

bodé zg.

Situace je jednoduchd zejména v piipadé, kdy funkce g je linearni a je sama svoji linedrni aproximaci. Ukazte,
ze s uvedenou vybavou je mozno napsat linedrni aproximace prvnich tii funkci z prikladu ?? primo a bez
vypoctu. Ukazte, ze vypocet neni nutny a vysledek se da kvalifikované odhadnout i v predchozim ptikladé s
kinetikou Michaelise a Mentenové. Pro tyto ucely pouzijte trividlni identitu

ar a
=x- .
b+ b+x

Resent.

Obecny vzorec je

Vztah

f@@) = f(zo) + f' (o) (x — o).

g(x) = g'(x0)(z — x0)

z néj plyne okamzité pouzitim funkce g a podminky g(xg) = 0.

Pro funkei f(z) = g(z)h(z) v nasem piipadé mame

I

) = g(xo)h(xo) =0 h(xo) =0
f(xo) =g

o
z0) = ¢'(zo)h(x0) + g(xo)h (x0) = g’ (x0)h(x0) + 0 - W' (x0) = g'(x0)h(x0)

a primym dosazenim

f(@) = 0+ ¢/ (w0)h(zo)(x — 7o) = |g'(w0)(x — o) | h(o)

. Funkce f(z) = ze® ma v 2 = 0 prvn{ souéinitel nulovy a druhy souéinitel nenulovy a plati e = 1. V

okoli x = 0 je prvni soucinitel linedrni. Proto v okoli x = 0 plati

ze® ~xel =1 =z

. Funkce f(z) =rz (1 — %) ma v = 0 prvni soucinitel rz nulovy a
1

druhy soucinitel ( — %) nenulovy a plati (1 — %) = 1. V okoli z = 0 je prvni soudinitel linedrni a v

okoli x = 0 plati
r:v(l—%) SR (1—?{) =rx.

Funkce f(x) =rax (1 — %) mé v bodé x = K prvni soucinitel rx nenulovy roven r K a druhy soucinitel
(1 - %) nulovy. Druhy soucinitel je linedrni. Proto v okoli z = K plati

mc(l—%)erO—%):r(K—x).

o a [ o . v , . - a .
Funkce f(z) = Tz MAV bodé x = 0 prvni soucinitel z nulovy a druhy soucinitel s nenulovy a

roven . Prvnf soucinitel je linearni. Proto v okoli x = 0 plati

~ X

a
b+ b’
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3.6 Numerické derivovani a zavislost tepelné vodivosti médi na
teploté

Tabulka udava zavislost koeficientu tepelné vodivosti médi na teploté, A = A\(T"). Odhadnéte pomoci centralni

diference derivaci funkce A pro T = 400K (cca 127°C). Uréete i fyzikalni jednotku derivace 92 a slovni

aT
interpretaci vypoctené hodnoty.

Pozndmka: Teplota v Kelvinech (termodynamickd teplota) je teplota ve stupnich Celsia posunutd tak, aby
teplota —273,15°C odpovidala 0 K. Dilky a tedy i zmény teploty jsou na obou stupnicich identické.

Tabulka 3.1: Zdroj: Cengel, Mass and heat transfer.

T/K )\/W/(mK)

200 413
400 393
600 379
800 366

Resend.
Teploty jsou v ekvidistantnich krocich po 200 kelvinech. Vezmeme od vychozi hodnoty 400 kelvint nejblizsi

nizsi (200K) a nejblizsi vyssi (600 K) teplotu, najdeme v tabulce odpovidajici koeficienty tepelné vodivosti,
rozdilem uréime zménu v tomto koeficientu a podilem prepocteme zménu na jeden Kelvin.

dx (379 — 413)W/(m K)

—(400) =~
(400) 2- 200K

=—-0.085Wm ' K2
a7 m

Pri teploté T = 400K hodnota koeficientu tepelné vodivosti s rostouci teplotou klesa. S kazdym stupném
Celsia (s kazdym Kelvinem) nad danou teplotu klesne koeficient tepelné vodivosti o 0.085 Wm™t K~

Pokusime se trosku slovné ilustrovat, co ndm vlastné vyslo. Pti teploté 400 K a teplotnim gradientu jeden
stupen Celsia na metr délky prochazi médi tepelny vykon 393 wattt na metr ¢tverecni, tj. za sekundu se
plochou metru ¢tvereéniho prenese 393 jould. S kazdym stupném Celsia navic tato hodnota malinko poklesne:
0 0.085 joulu. Odsud je patrné, ze pri zméné teploty radové o desitky stupni se koeficent zméni o malé
jednotky procent a v téchto situacich nebude zavislost na teploté vyznamna.

3.7 Iterac¢ni metoda

Ulohy s tepelnou bilanci (napf. oslunénd sténa) ¢asto vedou na rovnice obsahujici ¢tvrtou mocninu a prvnf
mocninu neznamé veli¢iny. Toto je ddno tim, ze vyzatfovani tepla souvisi podle Stefanova-Bolzmannova
zékona se ¢tvrtou mocninou teploty a prenos tepla proudénim nebo vedenim souvisi s prvni mocninou teploty.
Koeficient u prvni mocniny byva vétsi nez u ¢tvrté mocniny, protoze konstanta ze Stefanova-Bolzmannova
zékona je velmi mald. Typickym predstavitelem by mohla byt rovnice

2t — 8z +6=0.

Napiste iteracni vzorec pro reseni této rovnice Newtonovou metodou a provedte nékolik iteraci s vhodnou
celoc¢iselnou pocatecni aproximaci. Poté porovnejte s postupem, kdy v rovnici osamostatnite x z linedrni ¢asti
a z takové rovnice sestavite iteracni vzorec.
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Resent.
Newtonova metoda: Vyuzitim funkéniho piedpisu f(z) = 2% — 8z + 6 a derivace f’(z) = 423 — 8 dostdvame

iteracni vzorec
zh —8x, + 6

Tp4+1 = Tp — 3 —8
n

ktery konverguje velmi rychle.

Iterace Hodnota

o 1.000000000000000
1 0.750000000000000
To 0.800123762376238
T3 0.801613150991155
Ty 0.801614587354561
s 0.801614587355901
Te 0.801614587355901
Sage.
Ad hoc iterace: Rovnici prevedeme na tvar
_ 2t +6
-8
a zkusime iterace
_ah+6
Tn4+1 = 3 .

Konergenci pozorujeme, ale je pomala.

Iterace Hodnota

T 1.000000000000000
1 0.875000000000000
T2 0.823272705078125
x3 0.807422868167514
T4 0.803126865733812
Ts5 0.802005182967586
Zg 0.801715260030858

Sage.
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Kapitola 4

Lokalni extrémy

e Naucime se hledat lokalni extrémy funkce

4.1 Lokalni extrémy bez slovniho zadani

V tlohach z praxe Casto vime, Ze existuje optimalni feseni a studovana funkce ma jediny bod s nulovou
derivaci. Pokud studujeme funkci bez jakéhokoliv kontextu, musime posuzovat to, zda v daném bodé opravdu
extrém je a jaky. Nejlépe tak, ze soucasné uréime i intervaly monotonie. Za povsimnuti stoji, ze pii hledani
bodu, kde jsou lokdlni extrémy, vlastné ani nemusime znat puvodni funkci. Sta¢i ndm o ni informace tykajici
se spojitosti a poté staci znat derivaci. I s takovym pripadem se v praxi setkdvame.

Najdéte lokalni extrémy a intervaly monotonie nasledujicich funkei. Spolu s funkci je zadéna i jeji derivace.

Ly= i = i

2.y= ;il’ y = ?iﬁ)i)

Sy=gmy = (1-22&)2

4. y=((B-z)/z,y = ﬁ@ —3x)

5. y=a%e" y = —(z — 2)we™ "

6. y je spojitd na R\ {2},\ v/ = %
Resend.

'Z' Yy = (Ifl)Q’ y/ - (m+1$)3

Nulové body derivace jsou feseni rovnice

1—2=0.
Tato rovnice ma jediné feSeni
r=1
Body nespojitosti derivace jsou feseni rovnice
(x+1)*=0.
Tato rovnice mé jediné reseni
x=—1

Body nespojitosti a nulové body rozdéli realnou osu na tfi podintervaly.
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o Interval (—oo, —1). Dosazenim reprezentanta x = —2 z tohoto intervalu mame

1-(=2)

—2+1p <0

y'(=2) =

a proto je derivace na tomto intervalu zdporna a funkce klesa.
o Interval (—1,1). Dosazenim reprezentanta z = 0 z tohoto intervalu mame

y’<0>:ﬁ>o

a proto je derivace na tomto intervalu kladna a funkce roste.
o Interval (1, 00). Dosazenim reprezentanta x = 2 z tohoto intervalu mame
1-2
/
2)=—= <0
v'(2) 2+1)3
a proto je derivace na tomto intervalu zdporna a funkce klesa.

V bodé = = 1 se monotonie funkce méni spojité z klesajici na rostouci (nakreslete si schema) a funkce
mé lokalni minimum.

V bodé x = —1 se monotonie funkce méni z rostouci na klesajici, ale lokalni extrém zde neni, protoze
funkce ani jeji derivace v tomto bodé nejsou definovany.

— = — z(z+2)
2. Y= ;7“7 :l/ - ?111)2

Nulové body derivace jsou feseni rovnice

x(x+2)=0.
Tato rovnice méa dvé feseni
T = 0, To = —2.
Body nespojitosti derivace jsou feseni rovnice
(x+1)*=0.
Tato rovnice mé jediné feseni
r=-—1

Body nespojitosti a nulové body rozdéli redlnou osu na ¢tyti podintervaly.

o Interval (—oo, —2). Dosazenim reprezentanta x = —10 z tohoto intervalu mame
(—10)(—10+2)
(...)2

a proto je derivace na tomto intervalu kladna a funkce roste. VSimneéte si, Ze jmenovatel je stile kladny
a znaménko podilu nijak neovlivni.

y'(—10) = >0

o Interval (—2,—1). Dosazenim reprezentanta x = —1.5 z tohoto intervalu mame
—1.5(=1.5+2
a proto je derivace na tomto intervalu zaporna a funkce klesa.
o Interval (—1,0). Dosazenim reprezentanta x = —0.5 z tohoto intervalu mame
—0.5(-0.5+2

()2

a proto je derivace na tomto intervalu zaporna a funkce klesa.
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o Interval (0, 00). Dosazenim reprezentanta x = 1 z tohoto intervalu mame

y'(1) = 184‘_)22) >0

a proto je derivace na tomto intervalu kladné a funkce roste.

V bodé = —2 se monotonie funkce méni spojité z rostouci na klesajici (nakreslete si schema) a funkce ma v
tomto bodé lokalni maximum.

V bodé x = 0 se monotonie funkce méni spojité z klesajici na rostouci (nakreslete si schema) a funkce mé v
tomto bodé lokalni minimum.

V bodé x = —1 se monotonie funkce neméni. Navic funkce v tomto bodé ani nen{ definovdna a existenci
lokédlniho extrému tedy ani neuvazujeme

2
_ _z r__ 2z

3' y - I2+1’ y - (124’,1)2
Nulové body derivace jsou feseni rovnice

20 =0
Tato rovnice ma jediné feSeni

xz=0.
Body nespojitosti derivace jsou feseni rovnice

2 2
(z*+1)°=0.

Tato rovnice nema v oboru redlnych ¢isel zadné feseni.

Body nespojitosti nejsou a jeden nulovy bod rozdéli redlnou osu na dva podintervaly. Z derivace je zfejmé, ze
derivace ma stejné znaménko jako x, tj. derivace je zaporna nalevo od nuly a kladna napravo od nuly. To
znamend, ze v nule se funkce méni z klesajici na rostouci a funkce ma v tomto bodé lokalni minimum.

4.2 Krabicka z papiru

V kazdém rohu papiru A4 vystiihneme ¢tverec a zbyly papir podél stran poohybame nahoru, aby vznikla
(az se to slepi) krabicka bez horniho vika. Jak velké ¢tverce musime odstiihat, pokud chceme, aby vysledna
krabicka méla co nejvétsi objem?

Toto je klasicky priklad pritomny snad v kazdé ucebnici diferencidlniho poctu. Zajimavy je tim, Ze A4 md ve
vjuce zpravidla kazdy pred sebou a muze st tipnout, jaky ocekdavd vysledek a kolik maximdlni objem bude. Pro
odhad objemu si muzZeme predstavit treba litrovou krabici mléka a porovndvat s timto referencnim kvadrem.

Resend. Papir A4 ma rozméry 210 x 297 mm a je-li vystiizeny ¢tverec o strané z, mé krabicka rozméry
(210 — 2x) x (297 — 2x) X x a objem

V(z) = (210 — 22)(297 — 22)x = 42> — 101422 + 62370z

Derivovanim dostaneme
dVv
dx

a nulové body derivace jsou Tresenimi rovnice

1227 — 2028z + 62370

1222 — 2028z + 62370 = 0.

Tato rovnice ma pro nasi tlohu jediné smysluplné feseni x = 40.4 (dalsi feseni z = 128.5 neodpovida
realizovatelnému vyrobku). Optimdlni krabicka vznikne vyst¥iZzenim ¢tverca o strandch 40.4 mm. Objem je

V(40.4) = 1.12 x 10° mm? = 1.121.
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4.3 Plot ze tri stran pozemku

Chceme oplotit pozemek obdélnikového tvaru, jehoz jedna strana je rovnd prirozend hranice. Stavime plot
tedy jenom na zbylych tfech stranéch.

1. Jaky tvar pozemku zvolit, pokud je ddna délka pletiva a chceme mit plochu pozemku co nejvétsi?
2. Jaky tvar pozemku zvolit, pokud je ddna plocha pozemku a chceme mit co nejmensi spotiebu pletiva?

Nez zacnete Tesit, tak si zkuste tipnout jestli optimdlni je ctverec nebo obdélnik. Pokud obdéinik, tak zda podél
prirozené hranice nebo kolmo na ni. Také si zkuste tipnout, zda je Teseni obou iloh stejné (tj. stejny tvar
obdélniku, napriklad stejng pomér stran). Ulohy teste s co nejmendim mnoistvim parametri. UvaZujte tedy, e
mdte jednu délkovou jednotku pletiva v pronim pripadé a Ze chcete oplotit pozemek o jednotkovém obsahu v
pripadé druhém.

Resend.
Obsah obdélnika o stranach x a y je soucin délek dvou sousednich stran
S=uxy
délka plotu bude délka strany podél hranice (napf x) a dvojndsobek délky strany kolmé na hranici (napt. y)
L=x+2y
Maximalni plocha pfi daném obvodu. Méfeno v nasobcich délky plotu je L = 1 a ze vztahu
r+2y=1

dostaneme
r=1-2y.
Potom plati
S=mzy=(1-2y)y=y—2y"

Derivaci obdrzime

ds

dy
a derivace je rovna nule pro y = %, tedy kratsi strana je ¢tvrtina celkové délky plotu. Na delsi strana tedy
zbude polovina (dvakrat odkrojim ¢tvrtinu) a obdélnik mé pomér stran 2 : 1.

1 -4y

Minimdlni obvod pri daném obsahu. Méfeno v jednotkéch, ve kterych je obsah S roven jedné (tj. v ndsobcich
délky strany Ctverce o stejném obsahu jako nds obdélnik) dostavdme ze vztahu

zy =1
vztah
1
y=—.
x
Potom plati
2
L=x+2y=o+=-=x+22""
x
Derivaci obdrzime dL 9
— =142(-Dz 2 =1-=
dz (=L)z x?
a derivace je rovna nule pro 22 = 2, tj. pro x = v/2 (uvazujeme jenom kladné hodnoty z). Ze vztahu y = 1
dostavame
1 V2 oz

YR T 2 T2

a kratsi strana je polovinou délky delsi strany. Jako v predchozim ptipadé, obdélnik ma pomér stran 2 : 1.
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4.4 Optimalni tram vyrezany z kulatiny

Ukazte, Ze pro vyrezani nebo vytesani tramu o maximalnim objemu z kulatiny valcového tvaru je nutné
vyTezat tradm se ¢tvercovym prurezem. Navod: Uvazujte valec, ze kterého chceme vytiznout hranol. Zvolte
jako jednotku délky priameér kulatiny a hledejte maximum druhé mocniny obsahu prifezu. Zdivodnéte, ze
tento postup je korektni. Maximum paraboly najdéte ze znalosti toho, ze vrchol paraboly lezi v poloviné mezi
koteny.

Poté zopakujte predchozi tlohu pro maximum veli¢in bh? a bh3, kde h je vyska a b Sitka prifezu trdmu. V
prvnim pripadé maximalizujeme nosnost a ve druhém tuhost nosniku. Pouzijte stejny postup jako v minulé
tloze, ale uz nebude stacit najit vrchol paraboly. (Pozndmka: Jedna z téchto funkei se maximalizovala na
predndsce a proto tento pfipad nemusite dopodcitévat.)

Tento priklad je zajimavy spise z aplikacniho hlediska: nejvice dreva neznamend nejvétsi nosnost a nosnik,
ktery nejvice unese, vychdzi jinak, nez nosnik, ktery se nejméné prohybd.

Resend.
V jednotkach priiméru plati h? + b% = 1 a maji se postupné maximalizovat funkce obsah S = bh, nosnost
N = bh? a tuhost T = bh3. Protoze b se pomoci h vyjadiuje pomoci druhé odmocniny a naopak, bude

vyhodnéjsi maximalizovat funkce, kde aspon jedna mocnina je suda. To je jenom u nosnosti, u obsahu a
tuhosti si sudé mocniny vyrobime umocnénim na druhou a budeme dosazovat

b2 =1-h?,
tj.
S%(h) = b?h? = (1 — h*)R?,
N(b) =b(1—b*) =b-1>,
T2(h) = b?h8 = (1 — h?)h® = b — n®.

Postup je korektni, protoze veli¢iny jsou kladné a funkce y = 2 je pro kladné z rostouci. Proto bude veli¢ina
maximalni tam, kde je maximéalni jeji druhd mocnina.

Obsah: Funkce f(h) = (1 — h?)h? je parabola v proménné h? a proto ma maximum pro h? =

11
b=V1-h2=/1--=—
2 V2

a trdm mé v tomto pfipadé (maximalizujeme objem) prifez Gtverce.

Nosnost: Funkce f(b) = b — b® ma derivaci % =1 — 3b? a derivace je pro b > 0 nulov, jestlize b* = %, tj.

b= -L. Druhy rozmér vychazi
1 V2
h=v1-02=4/1—-=—
V' "3 B

V3
a trdm md v tomto piipadé (maximalizujeme nosnost) priifez obdélnika s pomérem stran h: b= /2 : 1.

1
2
Druhy rozmér vychazi

Tuhost: Funkci f(h) = h% — h® jsme maximalizovali na piednasce a trdm m4 v tomto pifpadé priifez obdélnika

s pomérem stran /3 : 1. Vskutku. Funkce f(h) = h% — h® m4 derivaci % = 6h° — 8h" = 2h°(3 — 4h?) a

derivace je pro h > 0 nulova, jestlize h? = %, tj. h = @ Druhy rozmeér vychazi

b=VI-R=y[1-2 =2

a tram mé v tomto pifpadé prifez obdélnika s pomérem stran h: b= /3 : 1.
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4.5 Ryba migrujici proti proudu

Ryba ve vodé vydava za Casovou jednotku energii imérnou treti mocniné rychlosti vzhledem k vodé. Pro
prekonani urcité vzdalenosti proti proudu o rychlosti v je proto potieba energie

1
E=k= 3
kx(a:—&—v) ,

kde z je rychlost ryby vzhledem ke biehu a x + v rychlost vzhledem k vodé. Najdéte pro rybu optiméalni
cestovni rychlost pfi migraci na dlouhé vzdalenosti, tj. rychlost, pti které je minimalizovan nutny energeticky
vydaj.
Nez zacnete resit, uvedomte si, Ze pokud mérime rychlosti v jednotkdch rychlosti vody v Tece, plati v =1 a
po vynechdni konstanty k, kterd nemd vliv na polohu a kvalitu lokdlnich extrémau, hleddme lokdlni minimum
funkce
(r+1)3
x

Podle Stewart, Day: Biocalculus. Calculus for the life siences.

Resend.

Meéfteno v nasobcich rychlosti vody mame minimalizovat funkci

T+1)3
S
x
Plat{
dy 3@+1)?-1-2—(@+1)>% 1 (z+1)2Bz—(z+1) (z+1)*(2z—1)
de x? N x? - x?
Derivace je rovna nule pro = —1 (ryba plave rychlosti stejnou jako voda, ale po proudu) a x = % (ryba plave

proti proudu takovou rychlosti, Ze jeji rychlost vzhledem k biehu je poloviéni ve srovnani s rychlosti vody v
protiproudu). Smysluplné je pouze fesen{ x = % tj polovina rychlosti proudu. Napiiklad v proudu o rychlosti
20 km hod ™! ryba plave tak, Ze vzhledem k nehybnému pozorovateli na biehu plave rychlosti 10 km hod ™!, Ve
vodé tedy plave rychlosti 30 km hod ™!, proud 20 kmhod ™! ji strhava zpét a vysledns rychlost je 10 kmhod ™!

Pozorovdni poturdila, zZe migrujici ryby “znaji” teseni predchoziho prikladu a proto plavou proti proudu
rychlosti o polovinu vétsi nez rychlost proudu. Vzhledem ke brehu je tedy jejich “cestovni rychlost proti proudu”
polovicnt jako je rychlost proudu. Mimo jiné, v rychlé vodé plavou rychle a v pomalejsi pomaleji.

Priklad typu jaky jsme resili u migrace ryb se ale ve skutecnosti casto objevuje naopak. Napriklad ndsledovne.

e Pozorujeme specifické chovdni ryb. Nekdo si to toho nevsimd, nékdo to bere jako fakt, ale nékomu to
vrtd hlavou. Proc to tak je? Asi si prirozené minimalizuji energii.

e Jakou musime ucinit hypotézu aby tato hypotéza vedla k pozorovanému jevu? Jakd musi byt souvislost
energie s rychlosti, aby minimalizace energie vedla k tomu, co pozorujeme?

e Po nalezeni odpovédi na predchozi otdzku je prirozené predpoklddat, Ze jsme nasli podstatu jevu. Tedy
treba, Ze energie je umérnd treti mocniné rychlosti. V tomto smyslu matematika zviditelnila neviditelné.

e Nekdy je potreba pri konfrontaci s jingmi pozorovanimi hypotézu poopravit, zpresnit nebo bohuZel
zamitnout. To vsak je prirozené pri pozndvdni svéta.
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Kapitola 5
Integraly I

¢ Naucime se hledat neurcity integral funkce. Stac¢i mit po ruce vzorce.

e Naucime se hledat urcity integral funkce.

e Procvicime si interpretaci integrdlu v kontextu zmény veli¢iny, ktera se méni nekonstantni
rychlosti.

5.1 Vypocet integralu

Najdéte nasledujici integraly.
[ 2?4 2zdx

Ik ﬁ(x + \/5) dz

J ﬁ + Vadx
[E==e

i e + €20 da

[sin(z+ %) dx

T ks

J ﬁdx

—_

© XN WD

[
= 9
—
|~
\
‘)—‘
(o
3

) fog cos zdz
. fol(:c —1)3dz
) fil 322 4 2%dx

10 _
0 e O.ltdt

. ffa uwddu

—_ =
w N

—_ =
o

Resend.
Pouzivdme vzorce [z"dz = %Hx"“‘l +c [e"dr =e" + ¢, [e®dr = Le™ + ¢ a déle linearitu (integral
zachovavd soucet a konstantni ndsobek)

1. fx2+2xdx:%x3+2%x2:%x?’—i—x?—i—c

2. f\/f(x—i—\/f)dx:fm\/:?—l—ﬁﬁdx:fm%+xdx:%m%—i—%ﬁ—i—c
3. fﬁ—l—\/ﬁdm:fx_%+x%dx=2x%+§x%+c
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4 [EHdr= fz—Ldz=% —Infa| +C

5. [e®+e*da=e"+ 1e* + ¢

6. fSiln(:E—i—%):—;os(x—il—%)—kCl 1

7 dr =4 fotde = 2(C0e =~k e

8. 4+%dx:%arctg%—i—C’

9. fﬁdxzfmdxzéarcthx—kC
e N

11. fog cos(z)dx = [singj}og =sing —sin0 =1

12. [He—1pPde=[La—1)1, =11 -1)' = 10-1)t= -1

13. f—ll 322 + 25dx = [1;3 4 %xG]l—l — (13 + %16) _ ((71)3 + %(71)6) —9

14. folo =01t g4 — [710670.115](1)0 — _10e—0-1x10 _ (710670.1><0) = —10e~1 +10
15, du= 1), = kot — H(-a)' =0

5.2 Vytékani oleje

Najdéte slovni interpretaci integralu

/0 (.

kde r(t) je rychlost s jakou vytéka olej z déravé nadrze (v litrech za hodinu) a ¢ je ¢as v hodindch. Vypoctéte
integral pro r(t) = 200 — 4t.

Toto a dalsi priklady jsou klasické aplikace integrdlu, kdy integrdlem rychlosti, s jakou se méeni néjakd velicina,
je zména této veliciny.

Reseni. Integral udava objem oleje, ktery vytece za prvnich 10 hodin. Pro zadanou funkci dostévime
10 10 0
/ r(t)dt = / (200 — 4t)dt = [200t — 2¢*]° = 2000 — 200 — (0 — 0) = 1800.
0 0

Za 10 hodin vytece 1800 litrii oleje.

5.3 Populace vcel

Populace véel o pocatecni velikosti 100 véel se rozmnozuje rychlosti r(t). Najdéte slovni interpretaci vyrazt

/O K r(t)dt,

15
100+/ r(t)dt.
0

Resend. Prvni integral znadi pifriistek populace véel za patnact jednotek ¢asu, druhy integral znaéi celkovou
velikost populace véel po uplynuti patnécti jednotek ¢asu. (Jednotky ¢asu nejsou v zadani specifikovany.)
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5.4 Napousténi nadrze

Chemikalie te¢e do nadrze rychlost{ 180 + 3¢ litrtt za minutu, kde ¢ € [0,60] je ¢as v minutéch. Urcete, kolik
chemikélie natece do nadrze béhem prvnich 20 minut.

(Podle Stewart: Calculus.)

Resent.
Zména mnozstvi v nadrzi je integral rychlosti, tj.

20

20
3
/ (180 + 3t) dt = 180 x 20 + Lt?} =42001
0 0

5.5 Praskla kanalizace

Praskld kanalizace zpusobila zne€isténi jezera v rekrea¢ni oblasti. Koncentrace bakterii C(¢) (v bakteriich na
kubicky centimetr, t je ¢as ve dnech) se po oSetfeni tiniku pro ¢ € [0, 6] vyviji rychlosti

C'(t) = 103(t — 7).
Jaka je zména koncentrace bakterii mezi ctvrtym a Sestym dnem?

(Podle Mardsen, Weinstein: Calculus I.)

Resent.

Zména koncentrace je integral z rychlosti s jakou se koncentrace méni, tj.

6 1 6
/ 10%(t — 7)dt = [103 <t2 - 7t>] = —4000
4 2 4

a koncentrace poklesne o 4000 jednotek (bakterii na kubicky centimetr).

5.6 Rychlost uceni

Necht W (t) je pocet francouzskych slovicek, které se nau¢ime po ¢ minutach. Typicky muze byt (pro prvni
dvé hodiny udenf)

2
41 t
p— / —_——_— R
WO0)=0 a W'(t)= 100 3(100) .
Najdéte pomoci integrélu funkci W (t).
(Podle Mardsen, Weinstein: Calculus I.)

Resend. Vysledné funkce integralem rychlosti uéen, tj.

4t t\? 212 3
Wit)= | Wt)dt= | — -3 — | dt=— — C
(*) / (*) 100 <100> 100 10000 T
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kde C je integra¢ni konstanta. Protoze musi platit W(0) = 0, je C = 0 a proto

(-2t L
© 100 10000°

Jiné feseni je pomoci urcitého integralu najit zménu a poté pri¢ist k pocateéni hodnoté. Aby nedoslo ke
kolizi mezi oznacenim integrac¢ni proménné ¢ a mezi koncem casového intervalu, budeme tento konec casového
intervalu oznacovat T'. Tedy plati

T T 2 2 3

4t t 2T T
T) = w(0 "t)dt =0 =3 ) dt=—— :
w(T) w()JF/O w'(t) +/0 100 (100) 100 10000

Tedy

B 272 T3

~ 100 10000

a po preznacni proménné mame stejny vysledek jako predeslym postupem.

w(T)

5.7 Urceni parametru tak, aby integral mél zadanou hodnotu

V praktickych tlohach je nékdy situace, kdy integrujeme funkci s parametrem a hodnotu parametru je nutno
doladit tak, aby integral mél predem stanovenou hodnotu. Uréete hodnotu realného parametru a tak, aby byl
integral

10
/ av/z dz
0

roven hodnoté 2019.

Resent.

/Owa\/iz [a2 3]10 = 2(10)

37, T3
2 p
2019 = g(lo)%

a= ;2019(10)*%

5.8 Prace na pruziné

Sila ptisobici na pruzinu je tmérnd deformaci pruziny. Natdhneme-li pruzinu z rovnovazného stavu o hodnotu
x, je nutno pusobit silou kz, kde k je konstanta (tuhost pruziny). Vypoctéte praci nutnou k natazeni pruziny
z nedeformovaného stavu o jednotkovou délku a poté o délku I.

Po obecném vypoctu vypoctéte praci pro pruzinu o zadané tuhosti k a deformaci Az. Vypocet provedte
urd¢itym integralem tiikrat, postupné pro jednotku délky centimetr, decimetr a metr. Az po dokonceni vypocétu
prevedte na joule (newton krat metr).

k=10N/cm = 100 N/dm = 1000 N/m, Az =10cm=1dm =0.1m

Vsimnete si, Ze v kazdém pripadé se integruje jind funkce a v jingch mezich. ProtoZe vsak vsechny vypocty
charakterizuji stejnou situaci, vysledky jsou po prevedeni na stejné jednotky stejné, coz je ocekdvané. Zména
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jednotek je specidlni pripad substituce, kdy proménnou podle které integrujeme nahradime promeénnou jinou.
Tuto metodu si pro integrdl predstavime na predndsce.

Resend.

Jednotkové délka:

1 ! 1,1t 1 1
Wz/ Fdx:/ krdx = [ka:ﬂ =-k—-0=-k
0 0 2 o 2 2

! ! 1,10 1 1
W:/ Fdx:/ kxda = [k:ﬁ] =—kiI?—0==kl?
0 0 27 |, 2 2

Délka I:

Vypocet v centimetrech:

10
W= / 10z dz = [52%]," =5 x 100 = 500 Nem = 5Nm
0

Vypocet v decimetrech:

1
W= / 100z dz = [502], = 50Ndm = 5 Nm
0

Vypocet v metrech:

0.1
W= / 1000z dz = [5002%]," = 500 x 0.01 Nm = 5Nm
0
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Kapitola 6

Integraly 11

6.1 Vypocet integralu substituci

Najdéte nasledujici integraly integrovanim substitu¢ni metodou.
1 [ ze® dx
. Jerdx

T
f z2+1 dz
. =
. [sinz cos® zdx

. [coszy/sinzdx

SN\

Resend.

V integrované funkci se snazime “rozsifrovat” soucin slozené funkce a derivace vnitini slozky. Pokud se to
podari, ddvame substituci takovou, zZe vnitini slozka slozené funkce bude novou proménnou. V prvnim pripadé
je slozenou funkei exponencidlni funkce, kterd mé vnitini slozku x2. Derivace funkce 22 je 2z a toto hleddme
v soudinu se sloZenou funkci. Cést s proménnou x vidime na za¢étku integrované funkce. Dvojku ve funkci
nemame, ale to je nastésti jenom multiplikativni konstanta s takovou konstantou si dokazeme poradit. Viz
nize.

1. Integral vypocteme substituci

xr° =1t,
odkud plyne
2¢dx = dt
¢ 1
rdxr = =dt.
2

S touto substituci dostavame

1
/xexzdx = g/etdt.

Nyni vypocitame integral v proménné ¢ a odsud
2 1 1 -
ze® dz = —e' = —¢* +C.
/ 2 2

2. Integral vypocteme substituci
—ar =1,
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odkud plyne
—adx = dt

1
dx = ——dt.
a

1
/ef‘wdxz —f/etdt.
a

Nyni vypocitame integral v proménné ¢ a odsud

S touto substituci dostdvame

1 1
/e‘”dx = _—el=_—Ze 4 (.
a a

3. Integrédl vypocteme substituci

22 +1=t,
odkud plyne
2xdx = dt
& 1
dx = =dt.
zdr = 3

S touto substituci dostavame

1 1
/de:f/fdt.
2 +1 2/t

Nyni vypocitame integral v proménné ¢ a odsud

1 1

4. Integréal vypocteme substituci
cosx =1,

odkud plyne
—sinxdx = dt

sinzdz = —dt.

/sinaccossmdx = —/tsdt.

Nyni vypocitame integral v proménné ¢ a odsud

S touto substituci dostdvame

1 1
/sinxcos5 rdx = 76t6 =% cosSz + C.
5. Integral vypocteme substituci
sinz =t,

odkud plyne
cosrdx = dt.

S touto substituci dostavame

/cosz\/sin:cdx:/\/{tdt.

Nyni vypocitame integral v proménné ¢ a odsud

2 2
/cosx\/sin:vdx = §t3/2 = gsin?’/Q;v + C.

Kontrola zde.
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6.2 Stredni hodnota funkce

Urcete stfedni hodnotu funkce na zadaném intervalu.

1. funkce /z na intervalu [1,4]

2. funkce sin z na intervalu [0, 7]
3. funkce sin z na intervalu [0, 27]
4. funkce az? na intervalu [0, 1]

V poslednim prikladé urcete hodnotu konstanty a tak, aby stfedni hodnota byla rovna jedné.

6.3 Vedeni tepla sténou, linearni materialové vztahy

Tok tepla v jedné dimenzi je dan Fourierovym zakonem

Pro ustalené proudéni je @ konstantni. Pro homogenni material s linearni odezvou je vysSe uvedeny vztah
presné linedrni, tj. k je konstanta. Urcete tok tepla sténou sitky d oddélujici prostory o teploté T7 a T5.

Resend.
Vztah T
e —kji
@ dz
udéava derivaci teploty podle polohy ve tvaru
ar _ @
de &k

a integraci na intervalu = € [0, d] dostavame

d d
T(d)—T(O):/O —%dx:—Q/o dr = —%a.

Pro T(0) = T1 a T(d) = T dostédvame
T, -1 = f%d

a odsud

6.4 Vedeni tepla sténou, nelinearni materialové vztahy

Zopakujte predchozi vypocet pro material s nelinearni materidlovou odezvou, kdy Fourieriv zdkon neni
linedrni, tj. k zdvisi na teploté. Nejjednodussi zobecnéni je pripad, kdy k(7T') je linedrni, tj. plati

E(T) =a+bT.

Pouzijte substitu¢ni metodu prevadéjici integrdl [ k(T (z))4E dz na integral [ k(T) dT. PouZijte déle skuteé-
nost, ze stfedni hodnota linearni funkce je aritmetickym priimérem hodnot v krajnich bodech intervalu.

Na tomto prikladé jsou zajimavé tii véci.
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¢ Odvodime vzorec pouzivany pii posuzovani tepelnych ztrat.

o Pfirozené vychézi vzorec, ktery po zavedeni stfedni hodnoty funkce k(T) splyvé se vzorcem z predchoziho
prikladu, odvozeného pro konstantni vodivost.

o Nejzajimavéjsi je fakt, ze jsme substituéni metodou vypocitali integral funkce, kterou vlastné viibec
nezname. Vskutku, nezndme teplotni profil T'(x) ve sténé a tim pddem nezndme ani zavislost vodivosti
k(T'(z)) na poloze a ani gradient teploty. Pfesto se podarilo integral vypocitat. Teplotni profil se nau¢ime
hledat jako feSeni rovnice vedeni tepla.

Resend.

Stejné jako v predchozim prikladé, mame

a integraci na intervalu [0, d] dostdvame

T
E(T)dT = —Qd
T
S vyuzitim stfedni hodnoty dostdvame
k(T k(T:
(@ -y M) g

2

a po vypoctu
ET)+ k(o) Th — Ty

2 d

Q=

6.5 Stredni hodnota funkce dané tabulkou

Urcete stredni hodnotu koeficientu tepelné vodivosti A médi na teplotnim intervalu od 100 do 400 Kelvini.
Porovnejte vysledek s aritmetickym prameérem.

Pro vypocet na intervalu od 100 do 800 Kelvini bychom museli integrovat na intervalu, na kterém nemame
rovnomérné rozlozené uzlové body. Navrhnéte, jak v takovém piipadé postupovat a jak vypoéitat || 180000 AT)dT

Tabulka 6.1: Zdroj: Cengel, Mass and heat transfer.

T/K  A/(W/(nK))

100 482
200 413
300 401
400 393
600 379
800 366

Resent.
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Integral vypocéteme lichobéznikovym pravidlem

/ A(T)dT = == (482 + 2 x 413 +2 x 401 + 393) = 125150
100
St¥edn{ hodnota na intervalu [100, 400] je

1 400

— ANT)dT ~ 417
300 J100 (T)

Aritmeticky prameér je
482 4 413 + 401 + 393
4

= 422.

Stfedni hodnota je vlastné (po dosazeni lichobéznikového pravidla)

482 + 2 x 413 + 2 x 401 + 393
6

a jednd se tedy o vazeny prumér, kdy vnitini body jsou zapocteny dvojnasobnou vahou.
Integral na intervalu [100, 800] vypoc¢teme diky aditivité vzhledem k integraénimu oboru
800 400 800
/ AT)dT :/ A(T) dT+/ AT)dT
100 100 400

a pro kazdy integral mame data v ekvidistantnich krocich a mizeme pouzit prfimo lichobéznikové pravidlo.

6.6 Riust populace a prezivani jedincu

Populace zivocisného druhu ¢ini 5600 jedinct a tato populace roste rychlosti
R(t) = 720e%

jedincti za rok. (V tomto éisle je zahrnuta pfirozend natalita, mortalita a povoleny lov.) Vlivem znedisténi
zivotniho prostredi se vSak jedinci dozivaji kratstho véku, nez je zahrnuto v popsaném modelu. Zlomek
populace, ktery prezije casovy interval délky ¢, je

S(t) = e 0%,
Odhadnéte pocet zivocichu za 10 let a odhadnéte, jaky by tento pocet byl, kdyby k Zadnému znecisténi
nedochézelo, tj. kdyby bylo S(t) = 1.

Napiste jenom prislusné integraly a okomentujte, jakymi metodami bychom je pocitali. Vlastni vypocet
provadét nemusite.

(Podle J. Stewart, T. Day: Biocalculus, Calculus for Life Sciences.)

Resend.
Necht vychozi stav je rok t = 0.

Bez znecisténi: Pokud je N(t) pocet jedinct po roce ¢, plati

10 10
N(10) = N(0) + / R(t) dt = 5600 + / 720" dt = 5600 + [7200¢%1] * & 18000,
0 0
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kde integral se d4 vypocitat pfimou integraci pomoci vzorce.

Se znecisténim: Jedinci, ktef{ jsou v populaci na zac¢atku, musi prezit 10 let, to znamena, Ze se jejich pocet
snfzi na S(10)-ndsobek. Jedinci, ktef{ se narodi v roce ¢ musi prezit 10 — ¢ let a to znamend, Ze jejich pocet se
snizi na S(10 — t)-ndsobek. Toto snizeni musime zapoéitat do pfedchoziho modelu bez zneéisténi a dostaneme

N(10) = N(0)S(10) + B R(H)S(10 — t)dt =
0

10
= 56006724_/ 790601t —0-2(10-1) 44
0

10
= 5600e "2 + 7202 / O3t dt = .. = 7000,
0

kde i tento integrél se da vypocitat primou integraci pomoci vzorce.

6.7 Rodicovské stromy

P1i obnové lesti je nutné velké mnozstvi sadebniho materialu. Kromé skolek hraji pii obnovée lesa dilezitou
roli rodicovské stromy. Plosnd hustota semen (napiiklad v po¢tu semen na metr ¢tverecni) ve vzdélenosti r
od stromu je déna funkci
2 2

D(r) = Doe™ 7 /.

Pro vhodnou volbu jednotek dosdhneme toho, ze plati a = 1. Pracujme proto s funkci
D(r) = Doe™"".

Urcete mnozstvi semen uvnitt kruhu o poloméru R.

Napiste jenom prislusny integral a okomentujte, jakou metodou bychom ho pocitali. Vlastni vypocet provadét
nemusite.

(Volné preformulovdno podle L. Edestein—Keshet: Differential calculus for the life sciences. Priklad je pouZitelny
pro stromy s velkymi semeny, napriklad dub. Pro jiné stromy musi semena sbirat stromolezci.)

Resend. Mnozstvi semen na metr ¢tvereén{ zavisi na vzdélenosti od stromu, je to tedy podobna tloha jako
tloha s proudénim tekutiny potrubim v pfednasce. Postupujeme analogicky, jenom misto rychlosti tekutiny
mame hustotu semen. Mnozstvi je soucin hustoty a obsahu, N = S - D. Protoze D neni na celém obsahu
konstantni, rozdélime na casti, kde konstantni je, a prispévky seCteme, tj.

N:ZD-AS.

kruh

Protoze D je funkce r, potfebujeme séitat (integrovat) ptres r. Proto kruh délime na mezikruzi a pres tato
mezikruzi s¢itame, tj.
AS
N = D—Ar.
Z Ar
kruh

Limitnim prechodem udéldme skok v souc¢tu nekonec¢né maly a soucet prejde na integral, podil zmén prejde

na derivaci, tj. dostaneme

N = Dﬁdr.
kruh dr

Obsah S = 7r? roste s polomérem, % = 27r. Po dosazeni této derivace a po dosazeni za D a vyjadieni toho,
co znamena integral pres kruh o poloméru R ziskdme integral

R 2
N :/ Doe™" 2xrdr,
0

ktery mtizeme vypoéitat pomoci substituce —r? = t.
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Kapitola 7

Diferencialni rovnice

Uméni najit esent diferencidlni rovnice je sympatické a naucime se v dvodnim prikladé. Neni to vsak nic proti
uménd sestavit model (naudcili jsme se jiz ve druhém tgdnu a pripomeneme si v ndsledujicim prikladé s tloustkou
ledu), umeéni posoudit jednoznacnost reseni (vétsina modeli se Tesi numericky a musime byt presvédceni o
smysluplnosti takové dinnosti) a stabilitu TeSeni (Tesend, kterd nejsou stabilnd, jsou sice v souladu s prirodnimi
zdkony, ale pravdépodobnost jejich spontdnniho viskytu je nulovd). Jednoznacnost a zjednodusenou verzi
stability resent (stabilita konstantnich resent) jsme vidéli na predndsce a pripomeneme v dalsich prikladech.

7.1 ReSeni ODE a IVP

1. 2= xy?
2. % = teY
d
3. g—f /Y
4 F=zyy, y0)=1
5. & =kr®, r(0)=ro>0
6. 9 =m+2, m(0)=0
7.9 —m 42, m(0) = -2
Resent
LW =g y?
¢ Konstantni feseni jsou feseni rovnice
y* =0,
tj. je jediné konstantni reseni
y=0.

¢ Pro nekonstantni feseni dostaneme po separaci

y 2dy = zdx
a integrovanim
1 1,
- C
” 2:10 +

dy _ 1. .y
2. o =t-e
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o Konstantni feseni jsou feseni rovnice
e¥ =0.

Protoze tato rovnice nemé reSeni, zadana diferencialni rovnice neméa konstantni reseni.
e Pro nekonstantni reseni dostaneme po separaci

e Ydy = tdt

a integrovanim

1
—e V= _t2 4 C.
e 5 +

3. %zx-\/ﬂ

¢ Konstantni feseni jsou feseni rovnice
vy =0,
tj. jediné Teseni
y=0.

e Pro nekonstantni reseni dostaneme po separaci

1
—dy = adzx
VY
a integrovanim
1
2,y = §x2 +C.
4. ¥ =ayy, y0)=1
o Konstantni feseni
y=0

(viz predchozi piiklad) nespliiuje pocateéni podminku a proto jej nemusime uvazovat
e Obecné feseni

1
2y = 59:2 +C
dava po dosazeni x = 0 a y = 1 rovnici

2V/1=0+C.

Odsud dostavame C' = 2 a feSeni zadané pocatecni ulohy je

1
2\/y = §x2 +2.
5.4 =k-r3, r(0)=r>0
o Konstantni feseni jsou feseni rovnice
r3 =0,
tj. jediné konstantni reseni je
r=20

a toto Teseni nesplnuje pocatecni podminku.
e Pro nekonstantni feseni dostaneme po separaci

r=3dr = kdt

a integrovanim

1
—57'_2 = kt + C

40



Dosazenim pocatecni podminky ¢ = 0, » = r¢ dostavame
1
-2
—57‘0 =C.

Tim je dana konstanta C' a po pouziti této konstanty v obecném reseni dostavame Feseni pocatecni
tlohy ve tvaru

1 _ 1 _

757' 2 =kt — 57’0 2.
6. 9 =m+2,m(0)=0
o Konstantni feseni jsou feseni rovnice

tj.

a toto Teseni nespliuje pocatecni podminku.

¢ Pro nekonstantni feseni dostaneme po separaci
1
——dm =dt
m+ 2
a integrovanim
Inm+2|=t+C.
Po dosazeni pocateéni podminky ¢ = m = 0 dostavame
C=In2
a pocatecni tloha ma feseni
In(m + 2) =t + In(2).
(Vzhledem k pocéteéni podmince je m kladné a nemusime psat absolutni hodnotu.)
7.9 —m 42, m(0) = -2
o Konstantni reseni jsou feseni rovnice
m+2=0,
tj.
m = —2.

Toto teseni spliuje pocateéni podminku.
o Pravd strana mé ohrani¢enou (dokonce konstantni) derivaci podle m. Proto je FeSeni kazdé

pocatecni tulohy uréeno jednoznacné. Reseni z predchoziho bodu je jediné a dalsi nemusime hledat.

7.2 Tloustka ledu

Takzvany Stefantv zakon (J. Stefan, "Uber die Theorie der Eisbildung, insbesondere "uber die Eisbildung
im Polarmeere, 1891) vyjadiuje Ze tloustka ledu na hladiné more roste ve stabilnich podminkach rychlosti
neprimo tmérnou této tloustce. Zapiste tento fakt pomoci vhodného matematického modelu a najdéte reseni
vzniklé diferencialni rovnice.

Resen.
dh _k
dt  h
hdh = Ekdt
/hdh:/kdt
h2
?—kt—&-C’
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7.3 Model vypousténi nadrze

7 fyziky je zndmo, Ze rychlost s jakou vytéka tekutina otvorem u dna nadoby je imérnd odmocniné vysky
hladiny (protoZe se méni potencidln{ energie Gmérna vysce na kinetickou energii imérnou druhé mocniné
rychlosti). Proto je i rychlost s jakou se zmensuje objem vody v nddrzi tmérnd odmocniné vysky hladiny.

Ukazte, ze matematickym popisem procesu je diferencidlni rovnice. Napiste rovnici pro vysku hladiny vody v
nadrzi jako funkei ¢asu. Uvazujte t¥i pripady: nddrz cylindrického tvaru (vélec postaveny na podstavu), nadrz
ve tvaru kvddru a nadrz ve tvaru kuZele otoeného vrcholem dolu (trychtyf).

V tomto prikladé vystupuje derivace jak rychlost, ale po prepisu zaddni do modelu mdme v rovnici dve ruzné
veliciny, které se meni: objem vody a vysku hladiny. Musime jesté najit a pouZzit vztah mezi rychlostmi zmén
téchto velicin. Fyzikdlni zakon je formulovdn pro derivaci objemu a nds zajimd derivace vysky.

Resent.

Bud V objem vody a h vyska hladiny od dna. Podle zadéni ve vsech piipadech plati

dv
o = ki

; . . dv s o Tve . dh
a musime derivaci G vyjadfit pomoci 3.

Pro cylindr, kvadr nebo jakoukoliv nddrz se svislymi sténami je objem timérny vysce hladiny, V = ksh, a
proto % = kg%. Odsud

dh dVv
kogy = g = “haVh

tj.
dh k1
——_/
dt ko vh
a pro k= % mé model tvar

dh
— = —kVh.
dt vh

Pro kuzel plati diky konstantnimu thlu u vrcholu vztah V = k3h? (diky podobnosti je objem pifmo imérny

tfet{ mocniné libovolného délkového parametru) a proto %—‘t/ = k3 X 3h2%' Odsud

3k3h2@ = ﬂ = 71{31\/57

dt  dt
tj.
% — _ﬁ h3/2
dt 3ks
a po preznaceni konstanty ma model pro kuzelovou nadrz tvar
dh
— = —kh73/2.
dt

7.4 Problematika jednoznacnosti v modelu vypousténi nadrze

Drive jsme odvodili rovnici

dh
— =—kVh
dt
popisujici ibytek hladiny vody v nadrzi tvaru kvadru, ze které vypoustime vodu.
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1. Zkontrolujte, ze pro h > 0 mé kazda pocatecni tiloha jediné feSeni. Interpretujte tento vysledek prakticky.
2. Pro h = 0 by feSen{ nemuselo byt uréeno jednoznatné. A opravdu neni. ReSenim je napiiklad h(t) =0

nebo
17.242
k77 t<0
h(t) =17
0 t>0.
Zkontrolujte dosazenim (pozor: pro t < 0 plati V2 = [t| = —t) a rozmyslete, jestli nejednoznacnost je

jenom matematicky trik, nebo jestli méa fyzikalni interpretaci.

Resen.
Ad 1: Nabidneme dvé varianty, pro argumentaci je mozno pouzit kteroukoliv z nich.

e Podle obecné véty o jednoznacnosti: Stac¢i ovérit, ze prava strana ma ohranicenou parcialni derivaci
podle h. Protoze plati
9] k
oh 2vh

a tato derivace je definovana a ohranicena v néjakém okoli libovolného bodu splnujictho A > 0. Podle
véty o existenci a jednoznacnosti feseni obecné diferencialni rovnice méa pocatecéni tloha pravé jedno
reseni.

e Podle véty o jednoznacnosti pro rovnici se separovanymi proménnymi: Staci overit, ze ¢ast zavisla na h
je nenulova. Toto jisté plati, protoze pro h > 0 je vh # 0.

(kVh) = k%h*w =

Pokud je tedy v nadrzi néjakd voda, je jednoznacéné dano, jak bude vytékat a je mozné vypocitat, jaka bude
v libovolném okamziku hladina.

Ad 2: Pro h = %thQ a t < 0 dostavame

dh 1 1
— = k%2t = k%t
dt 4 2

1 1 1 1
— = — —k2 2:— — . = —K— — = — 2
kvVh k1/4k‘t gl - [t = =k k(1) = Sk%t

a obé strany rovnice jsou stejné. Pro h = 0 je dosazeni trividlni.

Je-li h(ty) = 0, muZe to byt proto, Ze voda v Case t, pravé vytekla, nebo proto, ze vytekla pred hodinou
nebo proto, Ze v nddrzi nikdy voda nebyla. Proto je nejednoznacnost pfirozend. Napiiklad h(t) = 0 je FeSeni
odpovidajici tomu, Ze voda v nédrzi nikdy nebyla. Funkce h(t) = 1k*t? pro t < 0 odpovid4 tomu, Ze pro

t < 0 v nadrzi voda byla a vytekla v case t = 0.

7.5 Stavebniny vedle cebinského nadrazi: model

Hromada sypkého materialu mé tvar kuzele. Uhel u vrcholu je konstantni, dany mechanickymi vlastnostmi
materidlu a je nezavisly na objemu. Predpokladejme, Ze persondl stavebnin prisypava na hromadu material
konstantni rychlosti (v jednotkéch objemu za jednotku ¢asu). Tato hromada je vSak v pomérné oteviené krajiné
a vitr rozfoukdva material po okoli. Je rozumné piedpoklddat, ze rozfoukavani (opét v jednotkéch objemu za
jednotku ¢asu) se déje rychlosti imérnou povrchu navétrné strany plasté. Vyjadiete proces kvantitativné
pomoci derivaci. Napiste rovnici pro derivaci objemu hromady podle casu.

Toto je podobny model jako model vypousténi nddrze, ale kratsi. Opéet mdame po prepisu zadani do matematického
modelu dvé veliciny ménici se s casem v jedné rovnici. Derivace objemu, kterd nds zajimd, jiz v rovnici
pritomna nastésti je. Staci vyjadrit obsah pomoci objemu, nejlépe pomoci rozmeérové analijzy.
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Resen.
Rychlost s jakou se méni objem je %, rychlost prisypavani ozna¢me R, povrch navétrné strany S. Podle

zadani plati

av
= = R—kS.
o = RS

Protoze kuzel mé stile stejny tvar, objem jednoznacné determinuje rozmeéry, povrch kuzele, nebo i povrch
poloviny plasté, tj. povrch navétrné strany. Z rozmérové analyzy na zakladé Buckinghamova Pi-teorému z
prednasky je ziejmé, ze musi platit imérnost mezi takovymi mocninami téchto velic¢in, pro které jednotky
“pasuji”, Existuje tedy konstanta takova, ze )
S =KVs.
Spojenim téchto dvou vztaht dostavame
dVv
— —R-kV3,
dt

kde r a k = kgk; jsou konstanty.

7.6 Stavebniny vedle ¢ebinského nadrazi: stabilita reSeni

Hromada sypkého materidlu méd tvar kuzele. Uhel u vrcholu je konstantn{, dany mechanickymi vlastnostmi
materidlu a je nezavisly na objemu. V predchozim piikladé jsme sestavili diferencialni rovnici popisujici rust

hromady ve tvaru
Y r_wv,
dt

kde R je rychlost prisypavani a k konstanta.

1. Existuje konstantni feseni? Pokud ano, je stabilni nebo nestabilni? Zduvodnéte.

2. Muze hromada skoncit i pfi neustalém prisypavani celd rozfoukand?

3. Mohou pracovnici navrsit hromadu do libovolné vysky anebo pro velkou hromadu je jiz rozfoukavani
rychlejsi nez prisypavani?

Resend.
Ozna¢me f(V) = R — kV'i. Konstantni feenf je FeSenim rovnice f(V) = 0, tj.

R—kVi=0.

R\ 32
(%) -

Protoze f klesa v bodé 1, je toto feSeni stabilni.

Odsud

Protoze f(0) > 0, mald hromada vzdy roste a proto nemuze skoncit celd rozfoukand. Pro maly objem je
prisypavani intenzivnéjsi nez rozfoukavani.

Protoze f je pro velké V' zapornd, pro velkou hromadu objem ubyva (vice se rozfoukd nez prisype) a hromadu
neni mozné navrsit libovolné velkou.
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Kapitola 8

Matice

8.1 Nasobeni matic

Vynésobte matice A a B pro obé poradi ndsobeni.

1 -2 3 2 -2 2
A=lo 1 o, B=[-1 2 -1
1 2 -2 0 1 3

Vynésobte matice B a C' pro obé poradi nasobeni, je-li
1 00
c=10 3 0
0 0 4

V tomto prikladé si vyzkousime ndsobeni matic a krome toho wvidime, Ze ndsobeni diagondlni matici je v
jistém smyslu jednoduché. Podle toho, v jakém poradi ndsobime matice, se diagondlnimi prvky se ndsobi radky
nebo sloupce druhé matice.

Resent.

S rozepsdanim pomoci linedrnich kombinaci vektoru tvorenych sloupci matice A dostavame

1 2 3 4
2-10] -1 1140 0]=1-1
1 2 -2 0
1 -2 3 -3
—-2-10] +2 1 ]+1 0]l=1 2
1 2 -2 0
1 —2 3 13
2-10] -1 1 ]1+3 0]=1-1
1 2 -2 —6
Odsud dostévame
4 -3 13
AB=|-1 2 -1
0 0 -6
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Jinou metodou, s podrobnym rozepsanim pomoci skaldrniho souc¢inu radka prvni matice a sloupctu druhé
matice dostédvame

2
AB = ~1
R

(=

(=

1x2-2x(-1)+3x0 1x(-2)—2x2+3x1 1x2—-2x(-1)+3x3

=|0x2+1x 1)+0><0 0x(—2)+1x240x1 0x2+1x(—1)+0x3
1x242x(-1)—2x0 1x(-2)+2x2—-2x1 1x242x(-1)—2x3
4 -3 13

=1-1 2 -1
0 0 -6

Poté jiz struéndji (rozepiste si sami)

4 -2 2 2 -6 8 2 -2 2
BA=|-2 2 -1 BC=(-1 6 -4 CB=(-3 6 -3
3 7T -6 0 3 12 0 4 12

V pripadé soucinu s diagonalni matici se diagonalnimi prvky nasobi odpovidajici radky nebo sloupce matice,
podle toho, v jakém poradi soucin uvazujeme.

8.2 Soustava rovnic jako nasobeni matic

Zapiste soustavu rovnic pomoci maticového nasobeni

201 — 3x9 + 223 =12
21’1 + T2 —+ T3 — 2].
—x1+ 324+ xz3=0

Resend.

2 -3 2\ /m 12
2 1 1) (2] =121
-1 3 1/ \as 0

8.3 Timmyho transformace

Figurka na obrazku je Timmy ve tfech situacich. Jednou se pozoruje sviij obraz ve vodé, jednou spadl na
zdda, a jednou vrha stin. Vyjadrete pomoci matice transformaci, kterd vzor (¢ernd malivka) prevadi na obraz
(barevnd malivka).
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Poznamka: Staci si vsimat, kam se zobrazuji jednotkové vektory ve sméru os, tj. kam se zobrazi Timmiho
nakroc¢end noha a Timyho ruka, kterd je natazena dozadu. Pripadné necelociselné slozky matice jenom
odhadnéte. Podle LAFF Linear Algebra - Foundations to Frontiers (www.ulaff.net)

Regend.
Nakroc¢end noha je v bodé (1,0) a tento bod se transformuje sim na sebe pro krajni obrézky a na bod (0,1)
pro prostfedn{ obrdzek. Tim je dén prvni sloupec matice zobrazeni. Ruka natazend dozadu je v bodé (0,1) a

u modrého Timmyho se transformuje (odhadem) na (0, —0.8), u éerveného Timmyho na (—1,0) a u Sedého
Timmyho (odhadem) na (1,0.8). Matice jsou postupné

1 0 0 -1 11
Minodrs = (0 _08> » Megervens = (1 0 ) » Mseas = <0 08) ’

8.4 Matice rotace

Matice rotace o thel 8 v kladném smyslu je
cosf —sinf
Fo = <sin0 cos > '
Nasobenim ovéite, ze matice otoceni o ihel —6 je k této matici inverzni.
Ndvod: Funkce kosinus je suda funkce a funkce sinus je licha funkce. Proto plati
cos(—0) = cos b a sin(—6) = —sin 6.

Matice rotace je duleZitd v aplikacich zabyvajicich se deformacemi, protoze umozni odfiltrovat tu ¢dst zmény
polohy referencnich bodu, kterd je zpusobena rotaci a neprispivd tedy ke zméné tvaru télesa.

Resend.

Pri zkratce S = sinf a C' = cos 6 plati
R cos(—0) —sin(—60)\ [ cos® sinf\ [(C S
07 \sin(=0) cos(—0) ) ~ \—sinh cosf)  \-S C

rp . _(C =S C S\ [(C*+8 CcS-SC\ (1 0
0-0=\s ¢ )\-s ¢) " \sc-cs s2+c2) " \o 1)’

kde jsme vyuzili identitu

a potom

sin? 6 + cos? 6 = 1.

8.5 Matice posunuti

Transformace pomoci nasobeni matic zachovava pocatek a nemiize proto charakterizovat napriklad posunuti
roviny. Pokud chceme mit pomoci maticového nasobeni realizovano i posunuti, musime zavést homogenni
soufadnice a ztotoznit bod (z,y) s vektorem (x,y,1)T. Ukazte, Ze matice

10
Poy=10 1
0 0

— o Q
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je matice posunuti o a doprava a b nahoru. Odhadnéte, jak bude vypadat matice popisujici opa¢nou
transformaci a pro jedno néjaké poradi soucinu ovérte, ze soucin téchto matic je jednotkova matice.

Resend.

Plati
1 0 a x r+a
01 b yl=1y+b
0 0 1 1 1

a vidime, ze k souradnici x se pric¢itd a a k soutadnici y se pri¢ita b. Inverzni zobrazeni bude posunuti o a
doleva a o b dolu, tj.

1 0 —a
0 1 —b
0 0 1
Primym vypoctem vidime, ze plati
1 0 a 1 0 —a 1 0 0
01 b 01 =b]=(0 10
0 0 1 0 0 1 0 0 1

8.6 Matice, zachovavajici vyznacné smeéry

Drevo ma tfi vyrazné sméry a pokud mame moznost zvolit souradnou soustavu tak, aby tyto sméry byly
dény vektory (1,0,0)7, (0,1,0)" a (0,0,1)7, formulace fyzikalnich zakont se zjednodusi. Nynf si ukdzeme
proc¢. Najdéte

1. nejobecné&jsi matici 3 x 3, kterd zachovava smér vektoru (1,0,0)7,
2. nejobecnéjsi symetrickou matici 3 x 3, ktera zachovava smér vektoru (1,0,0)7,
3. nejobecnéjsi symetrickou matici 3 x 3, kterd zachovava smér vektori (1,0,0)7, (0,1,0)7, (0,0,1)7.

V tomto priklade uvidime, Ze matice zachovdvajici smer os souradnic jsou v urcitém smyslu pekné.

Resent.

a b c 1 a
d e f 0] =1d
g h 1 0 g

a vektory (1,0,0)7 a (a,d, g)T musi mit stejny smér. Proto d = g = 0 a nejobecnéjsf matice s danou vlastnosti
je matice, kterd ve druhém a tfetim radku zacina nulou.

b
e
h

S o e
SR 0

ad 2. Jako minuly pripad, ale aby byla matice symetrickd, musi byt také b =c¢ =0, a h = f tj.

o O e
= O

0
e
f
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ad 3. Jako minuly pifpad, ale jesté se musi zachovavat sméry vektori (0,1,0)7 a (0,0,1)7. Plati

a 0 0 0 0 a 0 0 0 0
0 e f 11=1e], 0 e f 0)1=17f
0 f ¢ 0 f 0 f i 1 i

a aby vzor a obraz mély stejny smér, musi byt f = 0. Nejobecnéjsi symetrickd matice, ktera zachovava smér
vsech tii zakladnich bazovych vektoru je matice, kterd ma mimo hlavni diagonalu nuly.

8.7 Matice derivovani

0 0 0
Ukazte, ze matice A = [2 0 0| je matice derivovani polynomu stupné nejvyse 2, pokud polynom
01 0
a
ax? + bx + ¢ ztotoznime s vektorem | b |. Vysvétlete, jak bychom interpretovali matici A% a A3 a tyto matice
c
vypoctéte.

Ndvod: je mozné ukdzat bud pro obecnyj polynom ax? + bx + ¢, nebo samostatné pro polynomy x2, z a 1 a
poté si vsimnout, Ze ostatni polynomy mizZeme dostat linedrnimi kombinacemsi a maticovd ndsobeni tyto |
inedrni kombinace nepokazi diky tomu, Ze je distributivni a komutuje pri ndsobeni s konstantou. V tomto
prikladé mimo jiné vidime, Ze mocnina nenulové matice mize byt nula. To je efekt, ktery nemd obdobu u
ndsobeni redlnych cisel.

Reseni. Polynom x? mé derivaci 2z, tj. v oznaceni pomoci vektorti se musi vektor (1,0,0)7 zobrazit na

(0,2,0)T. Toto snadno ukézeme, ze plati, protoze se vlastné jedna o prvni sloupec matice A. Podobné, polynom
2 mé derivaci 1 a polynom 1 m4 derivaci 0, tj. v oznaceni pomoci vektorii se musi vektory (0,1,0)% a (0,0,1)T
zobrazit na (0,0,1)7 a (0,0,0)7. Opét vidime snadno, Ze pro nasi matici A plati (dostdvame vlastné druhy a
tfeti sloupec matice A).

Protoze libovolny polynom druhého stupné dostaneme pomoci linearnich kombinaci vyse uvedenych vektori
a protoze tyto linedarni kombinace zlistanou pfi maticovém néasobeni zachovany, je pri vysSe definovaném
zobrazeni obrazem libovolného polynomu druhého stupné jeho derivace.

Pro obecny polynom ax? + bx + ¢ s derivaci 2az + b vidime, Ze obrazem vektoru (a, b,c)” musf byt (0,2a,b)7,
coz matice A opét (po kratkém vypoctu) spliuje.

Matice A2 je druhé derivace a A® tiet{ derivace a maji tvar

0 0 O 0 0 O
A2=10 0 0}, A=10 0 o0
2 0 0 0 0 O
8.8 Matice projekce
2 .
Matice P = cos .oz coslazs 1 a> reprezentuje kolmou projekci na piimku, kterd jde pocatkem soustavy
cos o sin «v sin” «

soutadnic a svira s kladnou ¢éasti osy x tihel a.

1. Ukaizte, ze plati P? = P.

2. Ukazte, (nemusite vypoc¢tem, napiiklad graficky, nebo vyuzitim toho, ze kazdy bod pfimky se zobrazi
sdm na sebe) Ze dva rizné body se projekei mohou zobrazit na stejny bod a proto nenf nadéje na to
mit inverzni zobrazeni. Proto neexistuje inverzni matice.
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Resent.

Pro C = cosa a S = sin o dostavame

p2_ (C° CS\ (C? CS\ _ (C'4CS8* (S +CS?
“\os s2)\cs s2) " \c3s+os8 0292+ 51
_(CAC*+ 57 CS(C*+ 52 _ (C* O\ _
“\csc?r+52) sxcr4+8%)) " \cs s2) 7

Evidentné jakykoliv bod mimo pfimku projekce a jeho obraz jsou dva rizné body, které maji stejny obraz.
Proto nemiize existovat inverzni zobrazeni.

Pro determinant plati

c? cs

O 52| = CPF = (CS)(CS) = C?5* — C*$* = 0

|P|=]

a tento vypocet potvrzuje, ze neexistuje inverzni matice.
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Kapitola 9

Determinanty, soustavy rovnic

9.1 Urcete nasledujici determinanty

2 -1
Lo-f
2 -1 A [ < ,
2. Dy = 4 y— 3‘ (D2 = 0 je primka dand bodem (4, 3) a smérovym vektorem (2, —1))
2—-X -1 N . .
3. D3 = 4 3_ )\’ (charakteristicky polynom matice z prvnfho bodu)
1 -1 0
4. Dy=|2 3 1
-1 -1 2
a -1 0
5. Ds=12 3 1
-1 -1 2
2—A 0 0
6. Dg=1| 0 3—A 0 | (charakteristicky polynom diagondlni matice)
0 0 7T—A
Reseni.

D =2-3—(-1)-4=64+4=10
Dy=2-(y=3)—(-1)-(z—4)=2y—6+x—4=x+2y—10
D3=(2-X)-3-X)—(=1)-4=X—-5)1+10

Dy =12

Ds=Ta+5

Ds=(2- N3 \)(7 -

9.2 Soustava linearnich rovnic s jedinym resenim

Vyteste soustavu rovnic.

o1



1 2 2 1 3
2 2 —1||z]=]|1
2 3 1 I3 -1

vvvvvv

vSak uzite¢né si alespon zakladni manipulace vyzkouset na jednoduchém prikladé. Tento moc ¢asu nezabere.

9.3 Soustava linearnich rovnic s nekoneéné mnoha reSenimi
VyTteste soustavu rovnic.

1 -1 -1\ [z
1 1 =2 |
-2 -2 1 T3
-1 -1 1 T4

W = N W
o O O O

Soustava s nekonecné mnoha Tesenimi typicky vychdzi pri hleddani vlastnich cisel matice. Na tomto prikladé
st osahdme pripad homogenni soustavy a jednoparametrického resent, tj. pripad, ktery pri viypoctu vlastnich
vektoru vychdzi nejcastéji.
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Kapitola 10

Vlastni cCisla a sméry

10.1 Vektor, ktery neni vlastnim smérem

Ukazte, ze vektor a@ = <é

) neni vlastnim smérem matice

()

Resend.

Pomoci maticového nasobeni vidime, ze plati

o (3 0\ /1\ (3 0y (3
s (o9 ()= (2)+20) - ()
Vysledkem zobrazeni vektoru pomoci matice je vektor ktery neni ndsobkem ptivodniho vektoru (podle prvni

komponenty by se muselo jednat o trojndsobek, ale to nekoresponduje s druhou komponentou) a proto se
nejednd o vlastni vektor matice.

10.2 Vektor, ktery je vlastnim smérem

oy - 2\ . . « .
Ukazte, ze vektor @ = <3) je vlastnim smérem matice

(1Y)

a urcete prislusné vlastni ¢islo

Resent.

Pomoci maticového nasobeni vidime, ze plati

aa= (5 0 () =2(3) + (9 - ()
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. . - . . 12 e e, o .
Vysledkem zobrazeni vektoru @ pomoci matice je vektor (1 8) , ktery je Sestindasobkem piivodniho vektoru

2 - . C o1 . . NPTV PV .
<3>. Protoze je obraz nasobkem vzoru, jedna se o vlastni vektor matice. Pislusné vlastni ¢islo je 6, protoze

se vektor zobrazuje na svij Sestinasobek.

10.3 Vlastni cisla a vektory matice 2 x 2

Najdéte vlastni ¢isla matice

a jim prislusné vlastni vektory.

Reseni.
Vlastni ¢isla jsou nulovymi body determinantu

’—2—)\ 2

) 1_/\‘:(—2—>\)(1—>\)—(2)(2):A2+)\—6:()\—2)(A+3).

Vlastni ¢islo \; = 2. Protoze plati
-2 2 2 0 -4 2
A_2I_(2 1)_(0 2)‘(2 —1)’
—4 2 T1y\ 0
2 -1 X9 - 0/’

kterd ma nekoneéné mnoho feseni. Musime najit alespon jendo nenulové feseni. Pokud zapiSseme jako soustavu
rovnic, dostavame druhou rovnici ve tvaru

fesime soustavu

21‘1 — X9 = 0
a prvni rovnice je jejim nasobkem. Volbou z; = 1 dostdvame zo = 2z; = 2 a vlastni vektor prislusny vlastnimu

” LS 1 Sl NI . ;o
Cislu My =2 je ey = N Tento vektor je dan jednoznac¢né az na nenulovy konstantni nésobek.

Vlastni ¢islo \s = —3. Protoze plati

A= (=3)1 = <_22 f) * (3 g) - @ Z)
G-

ktera ma nekonec¢né mnoho feseni. Musime najit alespon jendo nenulové feseni. Pokud zapiseme jako soustavu
rovnic, dostavame prvni rovnici ve tvaru

resime soustavu

1+ 229 =0
a druhd rovnice je jejim nasobkem. Volbou xo = 1 dostavame x; = —2x5 = —2 a vlastni vektor prislusny
P LS -2 S N . ;o
vlastnimu ¢islu Ay = —3 je €3 = < 1 ) . Tento vektor je ddn jednoznac¢né az na nenulovy konstantni nasobek.
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10.4 Transformace matice 2 x 2 na diagonalni tvar

A—G’ ;)

1. Urcete vlastni ¢isla a jednotkové vlastni vektory této matice.

2. Sestavte matici P tak, aby ve sloupcich obsahovala jednotkové vlastni vektory. Pokud je to mozné,
napiste matici P tak, aby jeji determinant byl kladny.

3. Ovéite, ze PTAP = D je diagonélni matice.

Uvazujme symetrickou matici

Ndvod: Vlastni vektory prislusné ruzngm vlastnim cislum jsou na sebe kolmé.

Resen.
Charakteristicky polynom je

‘3—)\ 1

) 3_)\‘:(S—A)Z—l:9—6>\+>\2—1:/\2—6>\+8:()\—4)()\—2)

a vlastni ¢isla jsou A\; = 2 a Ay = 4. Protoze plati
3—-2 1 11
A_MI—( 1 3—2)‘(1 1>’
je vlastni vektor ptislusny vlastni hodnoté A\; feSenim soustavy
1 1 X1 o 0
1 1 X9 - O
1+ T9 = O,

kterd m4 feseni napifklad 1 = 1 a 29 = —1. Protoze délka vektoru (1, —1) je /12 + (—1)2 = /2, jednotkovy

To je vlastné dvakrat zopakovana rovnice

T
vlastni vektor je e; = (%, f%) . Podobné by se dal najit jednotkovy vlastni vektor prislusny druhé vlastni

hodnoté, ale protoze oba vektory musi byt na sebe kolmé, staci vzit jednotkovy vektor, ktery je k e; kolmy,

T
napriklad e; = (%, %) . Matici P miZzeme vzit s e; v prvnim a ey druhém sloupci, tj.

1 1
P=| i .
V2 V2
Rychly vypocet ukazuje, Ze matice P mé determinant roven jedné. Kdyby vysel roven minus jedné, staci

prohodit sloupce nebo jeden sloupec vynéasobit faktorem —1.

Pokud jesté pred nasobenim matic vytkneme opakujici se faktor z obou matic, ndsobenim dostavame

e (F ) () (H B
PAPLI 1 3/ -1 L
V2 V2 V2 V2

=l ) () ()
() ()
(8=

Podle ocekévani vysla diagonalni matice s vlastnimi hodnotami v hlavni diagonéle.

&\
H“%\

N~ N~
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10.5 Pomér délky vzoru a obrazu vektoru

Pro matici

z minulého prikladu a vektor

(%)

urcete podil délky obrazu Aw a vzoru @ pri zobrazeni pomoci matice A. Ovéite, Ze tento podil lezi mezi mensi
a veétsi vlastni hodnotou, které jsme vypocitali v predchozim prikladeé.

Resend.

Plati

-t )= 0-C)

a vypocetem délek vektoru dostavame

ldll = V(-1)2+ (2)2 = V5
AT = V/(=1)% + (5)2 = V26.

Podil délek je

Adll V26
14all _ V26, og

lal V5

coz je podle ocekavani hodnota mezi mensi a vétsi vlastni hodnotou, které vysly v predchozim prikladé.

10.6 Transformace tenzoru pootocenim

Uvazujme tyc ve sméru osy x namahanou v ose tahem, pri kterém vznika jednotkové tahové napéti. Tyc je
slepena spojem, ktery svird s kolmici na osu thel 6. (Nakreslete si obrdzek.) Normalovym napétim rozumime
napéti ve sméru kolmém na spoj.

1.

G L

Ukazte, ze pro nenulovy thel 6 je normalové napéti ve spoji mensi, nez by odpovidalo normélovém
napéti pro spoj kolmy na osu tyce.

Ukazte, ze normalové napéti je klesajici funkci ihlu  na intervalu od nuly do 7.
Urcete normalové a smykové napéti pro extrémni piipad § = 7 a popiste, jak by takovy spoj vypadal.
Urcéete smykové napéti ve spoji a urcte, pro jakou hodnotu thlu je smykové napéti nejvetsi.

Urcete, jestli je v tomto pripadé z hlediska ptsobiciho napéti vyhodnéjsi udélat sikmy spoj po sméru
nebo proti sméru hodinovych rucicek.

s

Resend.

V souradné soustavé podle zadani je tah ve sméru osy = roven jedné a dalsi komponenty jsou nulové. Tedy

1
o= ( O) . Budeme otacet proti sméru hodinovych rucicek, tj. o kladny thel 6.

0 0
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Dostavdme (pfi zkraceném oznaceni S = sinf a C' = cos6)

wion=(% (605 )
(S 6 V) (% )

a normélové a smykova slozka napéti jsou po fadé cos?  a —sinf cosf = —3 sin(26).

2

Odsud jiz dostaneme odpovédi na vSechny uvedené otazky.

1.

Normalové napéti udava funkce
cos? 6.

Ta je rovna jedné pro 6 = 0, tj. pro nulovy sklon spoje. Pro nenulovy sklon je mensi nez jedna (uvazujeme
sklon maximélné do 90 stupmt).
Derivace normalového napéti pro ¢ z intervalu od 0 do 7 je

d

7 cos? @ = 2cos O(—sin ) = —sin(26) < 0.

Zaporna derivace znaci klesajici funkci.

Pro 6 = 5 by normélové napéti bylo nulové a smykové také nulové. Jednalo by se vlastné o podélné
spojené kusy materialu a pri uvedeném namahéni by bylo jedno, jestli jsou slepené nebo ne.

. Smykové naméhéni je prvek v matici mimo hlavni diagonalu. V nasem pifpadé —1 sin(26). Smykové

namahani je maximdln{, pokud m4 tato funkce maximum nebo minimum. Takovy extrém je pro 20 = 5
tj. pro 0 = 7. Maximalni smykové namahdnf je pro spoj sklonény pod thlem 45 stupi.

Nezélezi. Zménou znaménka u thlu 6 se napéti ve sméru kolmo na spoj ani podél spoje neméni, funkce
cos? 6 i sin? 6 jsou obé sudé. U smykového napéti se méni znaménko, ale to jenom znamens namahani v
opacném smyslu (Pokud si na sténu materidlu nakreslime ¢tvereéek s jednou stranou podél spoje a s
druhou stranou kolmo na spoj, podle sméru sklonu spoje mame dva zrcadlové pripady, jak se tento
¢tveredek deformuje. Tomu odpovidd opaéné znaménko smykové derivace.)

10.7 Vlastni cisla a vektory matice 3 x 3.

V cviceni z minulého tydne jsme ukazali, Zze nejobecnéjsi symetrickd matice zachovavajici smér vektoru
(1,0,0)7 m4 v prvnim fadku a prvnim sloupci jenom jeden nenulovy prvek, prvek v hlavni diagonéle.

Uvazujme matici

50 0
A=10 2 2|,
025

kterd je tohoto typu. Urcete vlastni ¢isla a zbylé vlastni vektory matice.

Resend.

Podle zadan{ vime, Ze jeden z vlastnich vektorii je e; = (1,0,0)” a protoZe se zobrazi na pétindsobek, je
prislusna vlastni hodnota A\; = 5. Charakteristicky polynom je

5—A 0 0
0 2=X 2 [=6-N2-N6-X—-0(-X)x2x2
0 2 52

SICEPVI [EEPVCEPVE
=(B-NN=7A+6)=(5-X)\—1)(A—6)
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Dalsi dvé vlastni hodnoty jsou Ao =1a A3 =6

Uvazujme matici

4 0 O
A-1I=1[(0 1 2
0 2 4
Soustava
4 0 0 T 0
0 1 2 €To =10
0 2 4 T3 0
mé TeSeni 21 = 0 (plyne z prvni rovnice) a napiiklad 23 = 2 a 23 = —1 (plyne z druhé a tieti rovnice, které

jsou jedna nasobkem druhé). Vlastni vektor pifslusny vlastni hodnoté Ay = 1 je ex = (0,2, —1)T.

Uvazujme matici

-1 0 0
A-6I=| 0 -4 2
0 2 -1

Soustava

0
0 —4 2 To = 0
0

m4 feSen{ z; = 0 (plyne z prvni rovnice) a napiiklad o = 1 a 3 = 2 (plyne z druhé a t¥eti rovnice, které
jsou jedna nasobkem druhé). Vlastni vektor pifslugny vlastni hodnoté A3 = 6 je ez = (0,1,2)7.
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Kapitola 11

Parcialni derivace a rovnice vedeni
tepla

11.1 Difuzni rovnice ve 2D

Rozepiste difuzni rovnici
0
a—qz =04V (DVu)

ve dvourozmérném pripadé do kartézskych souradnic za predpokladu, ze souradné osy jsou ve vlastnich
smérech difuzni matice.

Okomentujte, jak pfedpoklady o vlastnostech materidlu a o modelovaném procesu (staciondrnost, existence ¢i
neexistence zdrojui, homogenita materidlu, stejné chovani v rtiznych smérech apod.) ovlivni vyslednou rovnici.

Resent.

Difuzni rovnice ve 2D v kartézskych souradnicich mé tvar

ou 0 ou 0 ou
2oty (D, )+ < (D,
ot 0+8x< L8x>+8y< yay)

vvvvvv

ovsem udélat pouze v pripadé nékterych specidlnich vlastnosti studovaného systému.

e Obecny tvar ma schopnosti zachytit i nestacionarni déj, déj probihajici v rizné casové okamziky jinou
intenzitou. Pokud nas zajima jenom staciondrni stav kdy je hodnota stavové veli¢iny konstantni, mizeme
rovnici zjednodusit predpokladem

ou

i

0 ou 0 Ou
—ot+ L (D, 2+ < (p, o).
0 0+8x< L8x>+3y( yay)

e Obecny tvar ma diky pritomnosti zdroji schopnosti zachytit i proces vzniku ¢i zaniku stavové veliCiny.
Pokud k tomuto nedochazi, je rovnice bezzdrojova a muzeme ji zjednodusit predpokladem

do tvaru

c=0

ou 0 ou 0 ou
u_ 9 (p, 2"+ 2 (p,2").
ot Ox ( wax) + Ay < y8y>
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o Obecny tvar mé diky pritomnosti dvou rdznych difuznich koeficientt D, a D, schopnosti zachytit
chovani materidlu, ktery ma odlisné vlastnosti v odlisnych smérech, anizotropii ¢i ortotropii. Vzdy vsak
toto neni potreba. Nékdy je materidl izotropni, tj. ma ve vSech smérech stejné vlastnosti. V tomto
pripadé staci uvazovat jediny difuzni koeficient

D=D,=D,,

coz rovnici zjednodusuje do tvaru

ou 0 ou 0 ou

e Pro konstantni difuzni koeficient je mozno difuzni ¢leny zjednodusit pomoci pravidla pro derivaci
konstantniho nésobku, tj.
0 0 0?
9 (p o) _p Pu
ox ox 0x?

a analogicky pro dalsi proménné. Vyraz na levé strané se nazyva kvaziderivace, vyraz napravo je
nasobkem druhé derivace. Tento matematicky predpoklad prakticky odpovidd homogennimu materidlu
ve kterém je linedrni konstitutivni zdkon. Rovnice poté ma tvar
ou 0%u 0%u
—=0+4+D,—+D,—.
ot T Ox2 Y oy?
Jednotlivé varianty je pochopitelné mozné kombinovat. Naptiklad stacionarni rovnice v homogennim izotropnim
prostiedi mé derivaci podle ¢asu nulovou, stejné difuzni koeficienty v obou smérech a diky homogenité a
linearité je mozné kvaziderivace napsat jako druhé derivace, tj. rovnice ma tvar
0? 0%u

u
0= D—+D—.
7+ 0x? * oy?

11.2 Stacionarni vedeni tepla, linearni material

Najdéte rozlozeni teploty v homogenni sténé pri stacionarnim vedeni tepla a v materidlu s linearni materialovou
odezvou (koeficient tepelné vodivosti je konstantni). Jinymi slovy, najdéte vSechny funkce spliujici

0 oT
oz <k8x> =0

Pozndmka: Visledek se dd pouZit i pro sténu sloZenou z riznich vrstev. Postupuje se tak, Ze se jednotlivé vrstvy
nahradi ekvivalentnimi vrstvami z jednoho materidlu. Napriklad vrstva z materidlu s polovicnim koeficientem
tepelné vodivosti se nahradi vrstvou, kterd je dvojndsobne silnd.

proT=T(z) ak € RT.

Pozndmka: Na stejnou dlohu se stejnou rovnici a stejnym resenim vede napriklad proudeni podzemni vody ve
zvodni s napjatou hladinou (predstavou mize byt podzemni voda protékajict pidou a shora i zdola ohranicend
nepropustnou vrstvou).

Resend.
Rovnici mizeme vydélit konstantou k

Po zintegrovani dostavame

oT
= _C
Ox !
a po dalsim zintegrovani
T = Oll‘ + CQ.

Teplota se méni linearné. Dvé konstanty se uréi pomoci dvou teplot na hranicich stény.

60



11.3 Stacionarni vedeni tepla, nelinearni material

Najdéte rozlozeni teploty v homogenni sténé pri stacionarnim vedeni tepla a v materidlu s nelinearni
materidlovou odezvou (koeficient tepelné vodivosti neni konstantn{). PouZijte linedrni zdvislost koeficientu
tepelné vodivosti na teploté. Jinymi slovy, najdéte vSechny funkce splnujici

0 oT
Py (%) =0

Pozndmka: Vijpocet nechame kvalitativni abychom videli, Ze teplotni profil ve sténé neni linedrni. Pro uZitecnost
v inzZenyrskijch aplikacich je vhodné pridat okrajové podminky a vyjadrit reseni pomoci parametri v téchto
okrajovych podminkdch. To jsou typicky teploty na jednotlivych strandch stény.

proT =T(z)ak=a+0bT, a,beR.

Pozndmka: Na stejnou tdlohu se stejnou rovnici a stejnym resenim, pouze pro a = 0, vede napriklad proudéni
podzemni vody ve zvodni s volnou hladinou. Na rozdil od predchoziho prikladu chybi horni nepropustnd vrstva).

Resend.

Po zintegrovani dostavame

oT
(a + bT)@ = C]

a rovnici Tesime jako diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi. Odseparovanim ziskame
(a +bT)dT = C1dx

a po zintegrovani
1
al + §bT2 = Chix + Cs.

Resenim je parabola oto¢end nalezato. Dvé konstanty se uréi pomoci teplot na hranicich stény. Pro spravny
profil je nutné si vybrat spravnou ¢ast paraboly tak, aby teplota zustala mezi teplotami na krajich stény.

11.4 Stacionarni vedeni tepla v Zebru chladice

Vyjimecéné jsme nuceni do rovnice vedeni tepla zahrnout i zdroje. Modelujte vedeni tepla v zebru chladice.
Ulohu uvazujte jako jednorozmérnou, material homogenni izotropni s konstantni tepelnou vodivosti. Kolem
chladice proudi vzduch o teploté Ty a chladi¢ ztraci teplo rychlosti imérnou rozdilu teploty zebra v daném
misté a teploty okolniho vzduchu. (Koeficient imérnosti je ddn koeficientem piestupu tepla a $itkou Zebra).
Uvazujte stacionarni déj.

Resend.
Pokud pouzijeme predpoklad stacionarnosti a to, ze zdroje jsou zdporné a jejich vykon je imérny rozdilu

teplot, ma rovnice nasledujici tvar.

d dr

0= —MT=To) + (Adx}

Homogenita a nezévislost A na teploté umoznuji pouzit druhou derivaci namisto kvaziderivace.

2T

=—-h(T-T —
0 h( 0)+/\de
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Ke stejnému zavéru je mozné dojit i presnou analyzou ve 3D, viz Cengel, Heat transfer, kapitola 3—6 Heat
transfer from finned surfaces.

11.5 Vypocet parcialnich derivaci

L g2y + 2z’ + w4 1)
2. é%(x y+2xy +x+1)
3. %(5 — 3zy® + 2?)
9 5 2
4. d—y( —3zy° + 2%)
Resend.
L. a%(xy+2xy ba+1) =22 y+2° +1+0=2ay+25+1
2. a%(x y+2xy +x+1)*x +22-3y2 + 040 = 22 + 6xy?
3. a%(f) — 3ay® + 22) = 202393 — 395 + 2z
4. %( 3$y5+$2) = 15$4y2—15$y4+0:15x4y2—15a¢y4

11.6 Rovnice vedeni tepla v dvourozmérném materialu

Teplota ve dvourozmérné desce pro 0 < z < 10 a 0 < y < 10 zachycené v urc¢itém okamziku termokamerou je
popséna rovnici

T(x,y) = 2y* + 2°.
Rozméry jsou v centimetrech, teplota ve stupnich Celsia. (Formélné to nevychézi, ale ke kazdému ¢lenu

muzeme dodat konstantu, kterd rozmér opravi tak, aby vysledek opravdu vychazel ve stupnich Celsia. Pro
jednoduchost tuto komplikaci vynechdme.)

1. Vypoctéte gradient VT a tok tepla —\ - VT. Soudinitel tepelné vodivosti (pro jednoduchost s celymi

¢isly a bez jednotky) je A = <? ;

2. UrcCete, zda na levém okraji desky (z = 0) teCe teplo dovnitf desky nebo z desky ven.
3. Vypoctéte divergenci toku tepla, tj. V- (=X - VT).

4. V desce nejsou zdroje tepla. Ochlazuje se deska uprostred, nebo otepluje?

Resend.

1. Parcialni derivace jsou

T )
x0T
T
=y,
dy Y

Odsud dostavame gradient

322

vr- (%)
N _ a2y (O 1\ [—152% — 4y
qd=—-AVT = (3:6)(1) 4y<2>_<3128y .

2. Proz =0 a y > 0 je prvni komponenta toku zaporna a teplo tece doleva, tj. ven z desky.

a tok tepla
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3. Divergence je

g 0
V. §= - (-152% — 4y) + —(—32% — 8y) = —30z — 8.
7= 5 y) + 8y( y)
4. Pro x > 0 je tato divergence zaporna a tok tepla sldbne. To znamend, ze se deska ohfiva. V kazdém
misté a tedy i uprostred.

11.7 Poznamky k online vyuce

evs

Nejzasadnéjsi jsou prvni a posledni priklad.

e V prvnim piikladé se trénuje rozepsani rovnice do souradnic a posouzeni, jestli je stacionarni, se zdroji
atd. To neni vlastné zadna matematika ani pocitani a d4 se to odhalit na prvn{ pohled. Toto je také
vétsinou jediné, co ¢lovék s rovnici déld. Kromé toho ji uz jenom “nacpe” do vypocetniho prostredi.

e Druhy a treti ptiklad jsou jenom reformulace piikladf, kterym jsme se vénovali ve cviceni s integralem.
Nyni to stejné jenom s jinym nézvoslovim a aparatem difuzni rovnice. Abychom vidéli, Ze to stejné
“vypadne” i z obecného modelu.

o Ctvrty pifklad je ukédzka, 7e i kdyZ je nas svét trojrozmérny, nékdy je mozné dimenzi tiloh redukovat.
Treba i tak, ze se néjaka véc zapocitd méné prirozenym zptsobem. Modelovy priklad je zebro chladice.
Doj nebo trojrozmérné (podle toho bereme-li ho jako placku nebo jako téleso). Teplo se predavé plochou
zebra do okoli. Kdybychom chtéli studovat zebro jednodimenzionalné ve sméru od soucastky ven,
miuzeme predavani tepla do okoli modelovat tak, ze podél Zebra jsou spotiebice, které teplo z zebra
odstranuji. Vykon téchto spotiebic¢u souvisi s teplotou. Vede to na jednoduchou jednodimenzionalni
rovnici, se kterou se v numerickych vypoctech manipuluje 1épe, nez s rovnici dvoudimenzionélni.

o Paty priklad je vypocet jednoduchych derivaci, ale tentokrat funkce dvou proménnych. Neni to nic nového:
proménnou, pies kterou se nederivuje, povazujte za parametr (konstantu). A rovnice s parametrem
derivovat umime.

e Posledni ptiklad je co do matematického aparitu trividlni (derivace polynomu a nasobeni 2x2 matice
se sloupcovym vektorem), ale spojuje spoustu dovednost{ do Fetézce, ktery uz mé redlné vyuziti. Ve
vypoctech je hlavné nutné neztratit hlavni linii. Nesoustfedit se na detaily, ale na to, co se vlastné
pocita a jak na to.

— Vypoctem derivaci teploty podle prostorovych soutadnic vypocéitame, jak se méni teplota podél
osy x a podél osy y. Z toho poté uréime vektor (gradient), ukazujici, kterym smérem teplota roste
a jak intenzivni tento rist je.

— Vynésobenim gradientu zapornym znaminkem a matici se soucinitelem tepelné vodivost urc¢ime,
jakym smérem tece teplo a jak intenzivné. Tuto informaci budeme mit pro vsechny body uvazované
mnoziny a dosazenim se muzeme podivat, jestli v jednom konkrétnim bodé je tok do studované
mnoziny nebo ven.

— Kdyz mame tok, muzeme vypocitat divergenci a v kazdém bodé budeme mit informaci, zda tok v
daném bodé sldbne ¢i zesiluje a jak intenzivné.

— Pokud méame dodatecnou informaci, miizeme tici, na tkor ¢eho je zeslabovani nebo zesilovani toku
realizovano. Pokud naptiklad nejsou zdroj a tok slabne, znamena to, ze z toku se teplo “odpojuje
a zustava v materidlu” a to znamend, ze v daném misté roste teplota.
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Kapitola 12

Dvojny integral

12.1 Kvadraticky moment pro obdélnik

/ / y? dzdy,
Q

pres obdélnik se stranami podél os, se stfedem v pocatku a délkou stran a a b, tj. pfes mnozinu 2 danou
nerovnostmi

Vypoctéte integral

IN
8
IN

NS N R
INA
NS
IN
SNl e

Resend.

WAL
// deIdy:/ dz x/ y?dy =a x {yg}
Q - -t 37 | _

a
2

VS

12.2 Tézisté trojuhelniku

Vypoctéte integral

/ xdxdy

Q
pres trojuhelnik Q s vrcholy v bodech (0,0), (1,0) a (0,1) a poté vydélenim obsahem trojihlenika najdéte

Resend.
Rovnice primky, ve které lezi prepona trojthelnika, je
y=1—=x

a trojuhelnik tedy je mozno zapsat soustavou nerovnosti
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0<z <1,
0<y<1—u.

Pouzitim téchto nerovnosti mizeme dvojny integral transformovat na dvojnasobny a vypocitat.

1 pl-a 1 1
// xdxdy = / / xdyde = / [xy]é_'I dz = / z(1—2z)dx
Q o Jo 0 0
! 1, 1,
z/ r—a*dr = {xz—x‘ﬂ
0 2 3 Jo

1
6

N =
W =

xrr =

l=|o =

12.3 Velikost tlakové sily na hraz prehrady

Viz video ke cviceni a text k prednasce.

12.4 Pisobisté tlakové sily na hraz prehrady

Viz video ke cviceni a text k prednasce.
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