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Úloha lineárńıho programováńı – základńı pojmy

Úlohou lineárńıho programováńı rozuḿıme úlohu naj́ıt maximum nebo minimum
lineárńı funkce n proměnných x1, x2, . . . , xn:

(1) z = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn

na množině zadané soustavou lineárńıch nerovnic nebo rovnic:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn ≤ b1
...

ak1x1 + ak2x2 + · · ·+ aknxn ≥ bk(2)

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm,

(3) x1, x2, . . . , xn ≥ 0.

Všechny koeficienty aij , bj , ci, i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m} jsou reálná č́ısla.
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Funkce (1) se nazývá účelová funkce, podḿınky (2) a (3) se nazývaj́ı
omezuj́ıćı podḿınky, p̌ričemž podḿınky (2) se nazývaj́ı vlastńı omezeńı a
podḿınky (3) se nazývaj́ı podḿınky nezápornosti.

Př́ıpustným řešeńım úlohy lineárńıho programováńı rozuḿıme vektor
(x1, x2, . . . , xn), který vyhovuje omezuj́ıćım podḿınkám (2) a (3). Množina
všech p̌ŕıpustných řešeńı (tj. množina všech řešeńı soustavy (2), (3)) se
nazývá p̌ŕıpustná množina.

Optimálńım řešeńım úlohy lineárńıho programováńı rozuḿıme takové
p̌ŕıpustné řešeńı, pro které je hodnota účelové funkce maximálńı (resp.
minimálńı). Tato maximálńı (resp. minimálńı) hodnota účelové funkce se
nazývá optimálńı hodnota.
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Definice (Vrchol p̌ŕıpustné množiny)

Necht’ M ⊆ Rn je p̌ŕıpustná množina určená soustavou (2), (3). Řekneme, že bod
x̄ ∈M je vrchol množiny M , jestliže x̄ nelež́ı na úsečce s krajńımi body x a y pro
žádnou dvojici bodů x, y ∈M takových, že x 6= y 6= x̄.

Poznámka (Konvexńı množina, polyedr)

Množina bodů M ⊆ Rn se nazývá konvexńı, jestliže spolu s každými dvěma
body x, y ∈M paťŕı do množiny také celá úsečka s krajńımi body x a y.

Př́ıpustná množina určená soustavou nerovnic (2), (3) je konvexńı množina a
nazývá se polyedr.
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Věta

Je-li p̌ŕıpustná množina prázdná, pak úloha lineárńıho programováńı nemá
řešeńı.

Necht’ je p̌ŕıpustná množina neprázdná a ohraničená. Pak nabývá účelová
funkce svého maxima (resp. minima) v některém z vrchol̊u p̌ŕıpustné množiny.

Necht’ p̌ŕıpustná množina neńı ohraničená. Jestliže účelová funkce nabývá na
této množině svého maxima (resp. minima), pak se optimálńı hodnota
nacháźı v některém z vrchol̊u p̌ŕıpustné množiny.

Nabývá-li účelová funkce optimálńı hodnoty ve dvou r̊uzných vrcholech, pak
nabývá optimálńı hodnoty také ve všech bodech lež́ıćıch na úsečce určené
těmito vrcholy.

Poznámka

Pokud neńı p̌ŕıpustná množina ohraničená, pak úloha nemuśı ḿıt řešeńı, nebot’

účelová funkce nemuśı být nad touto množinou shora (zdola) ohraničená.
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Grafické řešeńı – dvě proměnné

V p̌ŕıpadě dvou proměnných lze úlohu lineárńıho programováńı vy̌rešit graficky
pomoćı vrstevnic účelové funkce (viz absolutńı extrémy funkce dvou proměnných).

Př́ıpustnou mmnožinu zakresĺıme jako pr̊unik konečného počtu polorovin
určených omezuj́ıćımi podḿınkami.

Grafem účelové funkce je rovina, jej́ıž vrstevnice jsou p̌ŕımky.
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Grafické řešeńı – dvě proměnné

Je-li p̌ŕıpustná množina ohraničená, pak účelová funkce nabývá na této
množině svého maxima (resp. minima) v některém z vrchol̊u množiny.

Maximum (minimum) tedy můžeme naj́ıt

1 bud’ pomoćı vrstevnic účelové funkce

2 nebo tak, že urč́ıme vrcholy p̌ŕıpustné množiny, spoč́ıtáme hodnotu účelové
funkce ve všech vrcholech a vybereme nejvěťśı (resp. nejmenš́ı) hodnotu.

Přitom se může stát, že funkce nabývá maxima (resp. minima) ve dvou r̊uzných
vrcholech. V tom p̌ŕıpadě je maximum (minimum) nabyto ve všech bodech úsečky,
jej́ıž krajńı body jsou tyto vrcholy.
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Př́ıklad (Ohraničená p̌ŕıpustná množina, jedno řešeńı)

Najděte maximum funkce z = x1 + x2 na množině určené nerovnostmi

x1 − x2 ≥ −3
x1 + 2x2 ≥ 2

x1 ≤ 3

x1, x2 ≥ 0

x1

x2

0 2 3

1

3

6

z = 4

z = 9

↗

max Po nakresleńı p̌ŕıpustné množiny vid́ıme, že
tato množina je ohraničená. Úlohu můžeme
tedy vy̌rešit graficky pomoćı vrstevnic nebo po-
rovnáńım hodnot účelové funkce ve vrcholech:

z(0, 1) = 0 + 1 = 1

z(2, 0) = 2 + 0 = 2

z(3, 0) = 3 + 0 = 3

z(3, 6) = 3 + 6 = 9

z(0, 3) = 0 + 3 = 3

V obou p̌ŕıpadech vid́ıme, že účelová funkce nabývá maxima v bodě (3, 6) (optimálńı

řešeńı). Optimálńı hodnota je 9.
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Př́ıklad (Ohraničená p̌ŕıpustná množina, v́ıce řešeńı)

Najděte maximum funkce z = −x1 + x2 na množině určené nerovnostmi

x1 − x2 ≥ −3
x1 + 2x2 ≥ 2

x1 ≤ 3

x1, x2 ≥ 0

x1

x2

0 2 3

1

3

6

z = 1

z = 3

↖

Porovnáme hodnoty účelové funkce ve vrcholech:

z(0, 1) = −0 + 1 = 1

z(2, 0) = −2 + 0 = −2
z(3, 0) = −3 + 0 = −3
z(3, 6) = −3 + 6 = 3

z(0, 3) = −0 + 3 = 3

Vid́ıme, že funkce nabývá maxima ve vrcholech
(0, 3) a (3, 6). To znamená, že maximum je na-
byto ve všech bodech úsečky, která tyto dva body
spojuje. Totéž je vidět i nakreselńım vrstevnic
účelové funkce. Optimálńı hodnota je 3.
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Grafické řešeńı – dvě proměnné

Je-li p̌ŕıpustná množina neohraničená a nabývá-li účelová funkce svého maxima
(resp. minima) na této množině, pak je tohoto maxima (minima) nabyto v
některém z vrchol̊u množiny.

Může však nastat situace, že účelová funkce svého maxima (resp. minima) na
neohraničené množině v̊ubec nenabývá. Metodu dosazeńı vrchol̊u tedy nelze
použ́ıt a maximum (resp. minimum) na neohraničené množině vyšeťrujeme vždy
pouze pomoćı vrstevnic účelové funkce.
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Př́ıklad (Neohraničená p̌ŕıpustná množina)

Najděte maximum a minimum funkce z = x1 + x2 na množině určené nerovnostmi

x1 − x2 ≤ 1

−2x1 + x2 ≤ 2

x1, x2 ≥ 0

x1

x2

0 1

2

z = 0

z = 2

z = 4

↗
z →∞

min

Př́ıpustná množina neńı ohraničená. Po na-
kresleńı vrstevnic vid́ıme, že účelová funkce
nabývá minimálńı hodnoty 0 v bodě (0, 0).
Úloha naj́ıt maximum však nemá řešeńı, ne-
bot’ účelová funkce neńı na p̌ŕıpustné množině
shora ohraničená. (Nabývá zde libovolně
velkých hodnot.)
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Simplexová metoda

Simplexová metoda je (narozd́ıl od grafické metody) použitelná p̌ri libovolném
počtu proměnných.

Idea této metody spoč́ıvá v tom, že “cestujeme po hranách” p̌ŕıpustné množiny od
jednoho vrcholu ke druhému a hledáme vrchol s optimálńı hodnotou. Přitom neńı
nutné obej́ıt všechny vrcholy, nebot’ v každém vrcholu poznáme, zda jsme již
dosáhli optimálńı hodnoty.
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Metodu si vysvětĺıme na úloze zadané ve speciálńım tvaru. V obecném p̌ŕıpadě je
postup obdobný, ale trochu komplikovaněǰśı.

Uvažujme maximalizačńı úlohu lineárńıho programováńı:

z = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn → max

na množině zadané soustavou lineárńıch nerovnic:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn ≤ b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn ≤ b2
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn ≤ bm,

x1, x2, . . . , xn ≥ 0,

a p̌redpokládejme, že bj ≥ 0 pro každé j ∈ {1, . . . ,m}.

Všimněme si, že takto zadaná p̌ŕıpustná množina neńı prázdná, nebot’ vektor
(0, 0, . . . , 0) splňuje všechny nerovnice.
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Každou z nerovnic tvǒŕıćıch vlastńı omezeńı úlohy p̌revedeme na rovnici tak, že k
levé straně p̌ričteme novou nezápornou proměnnou. Celkem tedy zavedeme daľśıch
m proměnných, označme je xn+1, xn+2, . . . , xn+m. Tyto proměnné se nazývaj́ı
doplňkové proměnné a vyjaďruj́ı rozd́ıl mezi levou a pravou stranou původńıch
nerovnost́ı.

Původńı úlohu jsme tedy p̌revedli na úlohu:

z = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn → max

na množině zadané soustavou lineárńıch rovnic:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn + xn+1 = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn + xn+2 = b2(4)

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn + xn+m = bm,

x1, x2, . . . , xn+m ≥ 0,
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Definice (Bazické řešeńı)

Řešeńı (x1, x2, . . . , xn+m) soustavy (4) nazýváme bazickým řešeńım, jestliže

x1, x2, . . . , xn+m ≥ 0,

n (z celkového počtu n + m) proměnných je nulových

sloupce matice soustavy (4) odpov́ıdaj́ıćı zbývaj́ıćım m proměnným jsou
lineárně nezávislé (tj. je možné je ekvivalentńımi úpravami p̌revést na
jednotkovou matici). Tyto proměnné nazýváme bazické proměnné.

Bazické řešeńı se nazývá degenerované, jestliže jsou nulové i některé bazické
proměnné.

Tedy nap̌r. vektor, jehož složky jsou

x1 = 0, x2 = 0, . . . , xn = 0, xn+1 = b1, xn+2 = b2, . . . , xn+m = bn,

je bazické řešeńı soustavy (4), p̌ričemž bazické proměnné jsou xn+1, . . . , xn+m (sloupce

odpov́ıdaj́ıćı těmto proměnným tvǒŕı jednotkovou matici a jsou tedy lineárně nezávislé).

Věta (Charakterizace vrchol̊u)

Vektor (x1, x2, . . . , xn+m) je bazickým řešeńım soustavy (4) právě tehdy, když
(x1, x2, . . . , xn) je vrcholem p̌ŕıpustné množiny.
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Danou úlohu jsme tedy p̌revedli na úlohu naj́ıt takové bazické řešeńı soustavy (4),
pro které je odpov́ıdaj́ıćı hodnota účelové funkce c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn

maximálńı. Hodnotu účelové funkce můžeme p̌ridat do soustavy jako daľśı
proměnnou:

Rovnici z = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn p̌reṕı̌seme do tvaru

−c1x1 − c2x2 − · · · − cnxn + z = 0

a p̌ridáme k soustavě (4):

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn + xn+1 = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn + xn+2 = b2

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn + xn+m = bm,

−c1x1 − c2x2 − · · · − cnxn +z = 0

x1, x2, . . . , xn+m ≥ 0,
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Koeficienty źıskané soustavy zaṕı̌seme do tabulky:

x1 x2 · · · xn xn+1 xn+2 · · · xn+m

xn+1 a11 a12 · · · a1n 1 0 · · · 0 b1
xn+2 a21 a22 · · · a2n 0 1 · · · 0 b2

...
xn+m am1 am2 · · · amn 0 0 · · · 1 bm
z −c1 −c2 · · · −cn 0 0 · · · 0 0

Toto je tzv. výchoźı simplexová tabulka a můžeme z ńı vyč́ıst výchoźı bazické řešeńı:

x1 = 0, x2 = 0, . . . , xn = 0, xn+1 = b1, xn+2 = b2, . . . , xn+m = bn.

V levém sloupci vid́ıme bazické proměnné a proměnnou z, v pravém sloupci vid́ıme

hodnotu bazických proměnných a hodnotu proměnné z (tj. hodnotu účelové funkce).

Ostatńı proměnné nejsou bazické a klademe je rovny nule. Toto výchoźı p̌ŕıpustné řešeńı

odpov́ıdá vrcholu (0, 0, . . . , 0) p̌ŕıpustné množiny, hodnota účelové funkce je zde nulová.

Sloupec odpov́ıdaj́ıćı proměnné z jsme záměrně vynechali, nebot’ se dále nebude měnit.
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Nyńı je poťreba odpovědět na otázku, zda je výchoźı hodnota z optimálńı a pokud
ne, jakým způsobem naj́ıt bazické řešeńı s věťśı hodnotou, p̌ŕıpadně jak poznat, že
optimálńı hodnota neexistuje.

Kriterium optimality

Jsou-li všechny koeficienty v posledńım řádku tabulky (̌rádek účelové funkce)
nezáporné, pak z je optimálńı hodnota a odpov́ıdaj́ıćı vektor (x1, x2, . . . , xn)
(v p̌ŕıpadě výchoźı tabulky (0, 0, . . . , 0)) je optimálńı řešeńı.

Je-li alespoň jeden koeficient v posledńım řádku záporný, vybereme koeficient
s nejv́ıce zápornou hodnotou a sloupec, ve kterém se tento koeficient nacháźı,
nazveme kĺıčový sloupec.

a. Pokud se v kĺıčovém sloupci nenacháźı žádný kladný prvek, znamená to, že
účelová funkce neńı nad p̌ŕıpustnou množinou shora ohraničená a maximálńı
hodnota tedy neexistuje. Úloha nemá řešeńı.

b. Pokud je alespoň jeden prvek v kĺıčovém sloupci kladný, pak najdeme nové
bazické řešeńı.
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Přechod k novému bazickému řešeńı

1 Pro všechny kladné prvky v kĺıčovém sloupci spočteme pod́ıly:

odpov́ıdaj́ıćı hodnota bj
kladný prvek kĺıčového sloupce v j-tém řádku

a vybereme prvek, pro který je tento pod́ıl nejmenš́ı. Tento prvek nazveme
kĺıčový prvek a odpov́ıdaj́ıćı řádek nazveme kĺıčový řádek.

2 Pomoćı ekvivalentńıch řádkových úprav uprav́ıme tabulku tak, abychom ḿısto
kĺıčového prvku dostali č́ıslo jedna a na všech ostatńıch pozićıch v kĺıčovém
sloupci byly nuly. (Kĺıčový řádek vyděĺıme kĺıčovým prvkem a poté vhodné
násobky kĺıčového řádku p̌rič́ıtáme k ostatńım řádk̊um tabulky.)

3 Provedeme p̌repsáńı bazických proměnných v prvńım sloupci. Mı́sto původńı
proměnné bude v kĺıčovém řádku proměnná odpov́ıdaj́ı kĺıčovému sloupci.

4 Z nové tabulky vyčteme nové bazické řešeńı a odpov́ıdaj́ıćı hodnotu z.
Stejným způsobem jako u výchoźıho řešeńı zjist́ıme, zda je hodnota optimálńı
a pokud ne, p̌rejdeme k daľśımu bazickému řešeńı.
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Př́ıklad (Simplexová metoda)

Řešte úlohu
z = 2x1 + x2 − 2x3 → max

p̌ri omezuj́ıćıch podḿınkách

2x1 − x2 − x3 ≤ 2

x1 − x2 + x3 ≤ 4

x1 + x2 + 2x3 ≤ 6

x1, x2, x3 ≥ 0

Zavedeme dopňkové proměnné a p̌revedeme na soustavu rovnic (spolu s rovnićı
pro účelovou funkci):

2x1 − x2 − x3 + x4 = 2

x1 − x2 + x3 + x5 = 4

x1 + x2 + 2x3 + x6 = 6

−2x1 − x2 + 2x3 + z = 0

x1, x2, x3, x4, x5, x6 ≥ 0
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Př́ıklad (Simplexová metoda – pokračováńı)

Výchoźı tabulka:

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x4 2 −1 −1 1 0 0 2
x5 1 −1 1 0 1 0 4
x6 1 1 2 0 0 1 6

z −2 −1 2 0 0 0 0

Výchoźı bazické řešeńı: x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0, x4 = 2, x5 = 4, x6 = 6, z = 0.

V posledńım řádku tabulky jsou záporné hodnoty =⇒ budeme hledat jiné bazické řešeńı
s věťśı hodnotou z.

Z posledńıho řádku tabulky vybereme nejv́ıce záporný prvek. Tento prvek určuje kĺıčový
sloupec. Pro všechna kladná č́ısla v kĺıčovém sloupci spoč́ıtáme pod́ıly:

2

2
= 1,

4

1
= 4,

6

1
= 6

Vybereme prvek, pro který je pod́ıl nejmenš́ı – kĺıčový prvek. Pomoćı ekvivalentńıch
řádkových úprav p̌rejdeme k nové tabulce, ve které bude na ḿıstě kĺıčového prvku č́ıslo 1
a všude jinde v kĺıčovém sloupci budou nuly. (Kĺıčový řádek vyděĺıme č́ıslem 2 a poté
p̌ričteme vhodné násobky kĺıčového řádku k ostatńım řádk̊um.)

V prvńım sloupci p̌reṕı̌seme bazické proměnné – novou bazickou proměnnou bude x1

(ḿısto x4).
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Př́ıklad (Simplexová metoda – pokračováńı)
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(ḿısto x4).
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Př́ıklad (Simplexová metoda – pokračováńı)

Druhá tabulka:

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x1 1 − 1
2 − 1

2
1
2 0 0 1

x5 0 − 1
2

3
2 − 1

2 1 0 3

x6 0 3
2

5
2 − 1

2 0 1 5

z 0 −2 1 1 0 0 2

Bazické řešeńı: x1 = 1, x2 = 0, x3 = 0, x4 = 0, x5 = 3, x6 = 5, z = 2.

V posledńım řádku tabulky je záporná hodnota =⇒ hledáme daľśı bazické řešeńı s
věťśı hodnotou z.

Jediná záporná hodnota v posledńım řádku určuje kĺıčový sloupec, jediná kladná
hodnota v kĺıčovém sloupci určuje kĺıčový prvek.

Pomoćı ekvivalentńıch řádkových úprav p̌rejdeme k nové tabulce, ve které bude na
ḿıstě kĺıčového prvku č́ıslo 1 a všude jinde v kĺıčovém sloupci budou nuly. (Kĺıčový
řádek vyděĺıme č́ıslem 3

2 a poté p̌ričteme vhodné násobky kĺıčového řádku k
ostatńım řádk̊um.) V prvńım sloupci p̌reṕı̌seme bazické proměnné – novou
bazickou proměnnou bude x2 (ḿısto x6).
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Př́ıklad (Simplexová metoda – pokračováńı)

Třet́ı tabulka:

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x1 1 0 1
3

1
3 0 1

3
8
3

x5 0 0 7
3 − 2

3 1 1
3

14
3

x2 0 1 5
3 − 1

3 0 2
3

10
3

z 0 0 13
3

1
3 0 4

3
26
3

Bazické řešeńı: x1 = 8
3 , x2 = 10

3 , x3 = 0, x4 = 0, x5 = 14
3 , x6 = 0, z = 26

3 .

V posledńım řádku tabulky neńı žádná záporná hodnota =⇒ našli jsme optimálńı
řešeńı.

Optimálńı řešeńı: x1 = 8
3 , x2 = 10

3 , x3 = 0.

Optimálńı hodnota: z = 26
3 .
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Minimalizačńı úloha

Postup simplexové metody jsme si vysvětlili v p̌ŕıpadě, kdy hledáme maximum
účelové funkce. Obecně plat́ı:

min f = −max(−f).

Máme-li tedy na zadané p̌ŕıpustné množině naj́ıt minimum funkce
z = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn, postupujeme tak, že najdeme maximum funkce
z̃ = −c1x1 − c2x2 − · · · − cnxn.

Mohou nastat tyto p̌ŕıpady:

Maximum funkce z̃ = −c1x1 − c2x2 − · · · − cnxn na dané množině
neexistuje. Pak na dané množině neexistuje ani minimum funkce
z = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn.

Maximum funkce z̃ = −c1x1 − c2x2 − · · · − cnxn na dané množině existuje.
Necht’ hodnota tohoto maxima je z̄. Pak existuje i minimum funkce
z = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn (ve stejných bodech jako maximum funkce z̃) a
jeho hodnota je −z̄.
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Využit́ı systémů poč́ıtačové algebry

Př́ıklad

Řešte úlohu
z = 2x1 + x2 − 2x3 → max

p̌ri omezuj́ıćıch podḿınkách

2x1 − x2 − x3 ≤ 2

x1 − x2 + x3 ≤ 4

x1 + x2 + 2x3 ≤ 6

x1, x2, x3 ≥ 0.

Řešeńı pomoćı Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com/):

maximize 2x+y-2z on 2x-y-z<=2, x-y+z<=4, x+y+2z<=6, x>=0, y>=0,

z>=0
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http://www.wolframalpha.com/
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