Genetika ve slechténi zvivat TGU 2006

Genetika ve Slechténi zvirat

Cast 4. (rough draft version)

6. Ziklady maticové algebry

Protoze udebnice zabyvajici maticovym poctem jsou obvykle obsahlé, uvddi se zde jen
nejnutnéjsi informace pottebné k pouziti matic v kvantitativni genetice.

MATICOVA

ALGEBRA ~ kontejnerovd” doprava ¢isel

obecnd algebra —

Matice ptedstavuje kontejner sklddajici se z¢isel. Tyto kontejnery zjednodusuji a
zrychluji pohyb &isel — matice zjednodusuji slozité vypocty velkého mnozstvi dat. Matice
umoznuji fesit problémy kvantitativni genetiky a aplikované biometriky.

Matice jsou pravothlé uspofaddni ¢isel v fédcich a sloupcich. V kvantitativni genetice a
Slechténi zvifat se vyuzivd maticovd algebra v analyze regresni, korelaéni, variance a kovariance,

popt. v linedrnich modelech.

Maticova formulace:

zjednodusen
A (mxn)

Al 1, —_—) urychleni

zefektivnéni pohybu isel

Obecny popis matic

V tabulce je zaznamendna uzitkovost prasnic (pocet zivé narozenych selat ve vrhu) podle
potadi vrhu a plemene.

. Plemeno 1 | Plemeno 2 | Plemeno 3
potadi vrhu
1 13 6 10
2 15 8 12
3 16 10 7
4 15 8 11

Hlavni vlastnosti matic je, ze lze data wsporddat. Z tabulky vybereme data uzitkovosti a

zallenime je do mnoziny ¢isel (matici) ve formétu:

13 6 10
15 8 12
16 10 7
15 8 11

Kazdé ¢islo ptedstavuje proek matice’.

! kazdy prvek matice ma presné uréené misto — soutadnice ¢islo fadku a ¢islo sloupce: a3, ¢te se jako ,,a
jedna jedna®
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Zékladni pojmy

Skalar: je jedna veli¢ina (matice 1 x 1, matice o jednom prvku), obvykle ozna¢ena malym

pismenem v kurzivé, napt. a, 7 &i k.
Matice: je skupina prvka uspofddanych do fidka a sloupct. Prvky mohou byt skaldry,
matematické vyrazy nebo dokonce jiné matice (submatice). Matice jsou oznaleny velkym
tuénym pismenem, napt. A, T, M.

Réid nebo rozmér matice (typ) je ddn poétem tadki (m) a sloupcit (n): matice typu
mxn; Anxn

a, a, a, a, Matici lze zapsat i ve formé slozenych zdvorek:
A3X4: 8.21 azz 323 a24 A:{aij}’pr()l: 13 2’ 3’ ceey m; a): 13 2’ 334’
vy N
a3 a3 Ay Ay
7 0 -15 63 y+5 t+g+u X
B=45 1 3 6| C=| a-b z clogd
-7 0 0 32 (a+b)/c z’ X—-y

Vektory. Sloupcovy vektor je matice s jednim sloupcem a faddkovy vektor je matice s jednim
fadkem. Obvykle je-li pouzito slovo vektor, mysli se tim sloupcovy vektor. Vektory jsou
oznaceny tu¢nym malym pismenem (u, v), ale neni to univerzalni oznaceni.

3
u=| 0 v:[2 3 2]
-2

Transpozice (pfemisténi). Transpozice je sestaveni nové matice zaménénim fddki pavodni
matice za sloupce nové, transponované, ve stejném potadi. Transpozici sloupcového vektoru
ziskime vektor fadkovy, transpozici matice fadu 7 x 7 ziskdme matici fadu 7 x 7. Jestlize A je

ptivodni matice, pak transponovand matice je ozna¢ena A’ nebo také AT.

Diagonala. Prvky diagonaly matice jsou ty, jejichz ¢islo tidku a sloupce je stejné. Prvky aiy, ax,
as3 tvoii hlavni diagonélu. Napt.

5 28
D= 3 6 1 pak prvky hlavni diagonaly jsou 5 a 6.

Typy matic

1. Rektangularni. Matice je rektanguldrni, jestlize pocet fadkt 7 neni roven poctu sloupcit
n.: m # n. Viechny vektory jsou rektanguldrni matice.
Ctvercova. Matice je ¢tvercové, kdyz ma stejny pocet #adkit a sloupct: m x 7 am = n.

3. Symetrickd. Symetrickd matice je ¢tvercovd matice. Prvek v i-¢ém tadku a j-tém sloupci je
roven prvku vj-zém tidku a i-tém sloupci, pro vSechny hodnoty 7 a j. Transpozici
symetrické matice ziskdme stejnou matici, tj. A’ = A. Vysledek soucinu jakékoliv matice

B’.B je matice symetrick;i a ¢tvercova.
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-6 2 5 -6 2 5
A= 2 0 4|=A"=|2 0 4
5 43 5 43

4. Diagondlni. Diagondlni matice je ¢tvercovd, symetrickd matice, ve které jsou vSechny
prvky rovny 0 mimo diagondlu. Diagonalni matice muize byt zapsana jako:

D = diag(d, d; ... d), kde d; jsou prvky diagonaly.

-6 0 0
D=| 0 2 0],ncbovzipise D = diag(-62 3)
0 0 3

5. Jednotkova (Identickd). Matice jednotkovd je specidlni forma diagonalni matice, ve které
jsou vSechny diagonélni prvky rovny jedné. Obvykle se oznacuje I. Protoze to je diagondlni

matice, je také ¢tvercova a symetricka.

1 00

I=|0 1 O

0 0 1

6. Nulova. Nulovd matice je matice jakéhokoliv fidu s prvky rovnych 0.

0 00

0=(0 0 O

0 0 0

4 0

20

1 0
1 4
=|3 0
3 2
00 00

7. Matice pouze sjedni¢kami. Sloupcovy vektor délky 7 s prvky rovnymi 1 se obvykle

oznacuje 1,. Matice s 7 fadky a 7 sloupci a véemi prvky rovnych 1 se oznacuje jako J.

111
J=|1 11
111

8. Triangularni (trojuhelnikova). Trianguldrni matice jsou ¢tvercové matice se véemi mimo
diagonalnimi prvky nad (nebo pod) diagonalou rovnymi nule. RozliSujeme tedy dolni U
(nebo horn{ V) trianguldrni matici.

6 0 0 2 11 3
U=(3 1 0 V=0 -1 8
71 2 0 0 4

9. Tridiagonalni. Tridiagonalni matice je ¢tvercova matice, kterd ma vSechny prvky rovny
nule kromé¢ prvka diagonély a bezprostiedné s nimi sousedicimi nalevo a napravo od
diagonaly. Napt.:
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Zékladni operace s maticemi

Pro vypocet selekénich indexit a pro odhad PH je nutné ovlidat tyto zdkladni operace
s maticemi:

1. TRANSPONOVANI MATICE (transpozice — pfemisténi). Transpozice matice uvodniho
piikladu pocet zivé narozenych selat ve vrhu podle pofadi vrhu a plemene:

13 6 10
13 15 16 15
58 12 T=S§' 6 8 10 8
4x3=— = = 3x4 =
16 10 7
10 12 7 11
15 8 11

Vztahu, kdy fadky jedné matice jsou sloupce druhé, se fikd, Ze jedna matice je
transpozici druhé. § je transpozici T a T je transpozici S. Plati, ze T =S
Transpozici jiz transponované matice S’ ziskdme opét piivodni matici S: (§7)" = S.

2. SCITANI A ODCITANI (matice musi mit stejné rozméry, tika se, ze jsou konformni)

I 21 4 -1 1
A=|2 1 2 B=|-4 2 0
1 2 3 1 -2 1

1+4  2+(-1) 1+1 5 1 2
A+B=|2+(+4) 1+2 2+40|=|-2 3 2|=B+A
I+1  2+(-2) 3+1 2 0 4

1-4 2—-(-1) 1-1 -3 3 0
A-B=|2—-(4) 1-2 2-0|=6 -1 2
1-1 2-(=2) 3-1 0 4 2
3. NASOBENI MATIC KONSTANTOU (SKALAREM)
2 -1 0 -8 4 0
A= a c=-4 = cA=Ac=
9 -7 1 -36 28 -4

4. NASOBENI MATIC (2 matice jsou konformni pro nésobeni, kdyz poéet sloupcti v 1. matici

je roven poctu f4dki v 2. matici!)

F;xqa Guxn pak existuje soucin F.G pouze kdyz g = m. Vysledkem soucinu je matice C

o rozméru p x 7. Obecné soudin F.G nemusi byt roven G.F, vétSinou soudin G.F
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nemusi dokonce existovat protoze G nemusi byt konformni pro nasobeni s F (~ 7 #

p)- Takze pofadi matic v sou¢inu musi byt ptesné uréeno a dodrzeno.

V tomto Pfllpadé: prq = {fz}} a Gmxn = {gy}a pak

sou¢in F.Gyxn = {z fi 8y ) kdyzg=m.
k=l

Apxqg X Bpxn = Guxn
kdyZ g =m
Aﬂxg X Bayz = G342

Bax2 x Agx3 X nelze

3 4 -1 2 4
Plv‘- A2x3: B2x2:
21 5 1 9

A.B = nelze spoéitat (A pocet sloupcit 3 a B pocet radki 2)
B.A = lze spotitat (B pocet sloupcti 2 a A pocet tadki 2)

2 4113 4 -1 14 12 18
C=B.A= . =
|:1 9} {2 1 5:| |:21 13 44:|
23 +42=14 24+41=12 2.(-1) +45=18

13+92=21 14+9.1=13 1.(-1) + 9.5 = 44

Niésobi-li se matice A matici jednotkovou, vysledkem je nezménéna matice A.
AI=1A=A
Provedte diikaz s libovolnou matici!

Transpozice soucinu

Transpozice soudinu dvou nebo vice matic je sou¢in kazdé transponované matice
v opaéném pofadi. Napt. transponovini ABC je C'B’A’. Je nutné si ovéfit, Ze vysledek
je konformni pro nésobeni a Ze vysledek ma spravné rozméry.

Speciilni souciny
Matice A je idempotentni jestlize souin matice sama se sebou je roven pavodni matici,

tj. AA = A. Matice musi byt ¢tvercovd, ale ne nutné symetricka.

Matice je nulpotentni jestlize sou¢in matice sama se sebou je roven nulové matici, tj.
BB =0.
37



Genetika ve slechténi zvivat TGU 2006

Matice je ortogondlni jestlize sou¢in matice s transponovanou je roven identické matici,
§.CC'=LC'C=L

Pravidla souc¢inu
* Nésobeni matice skaldrem je, kdyz ndsobime kazdy prvek matice skaldrem.
= ABC = A(BC) = (AB)C
"A(B+C)=AB+AC
"(A+B)?’=(A+B)(A+B)=AA + AB+BA + BB

Stopy ctvercové matice

Stopa je operace, ktera je aplikované na ¢tvercovou matici a je ozna¢ovana pismeny #7.

Stopa matice se vypoéitdva jako soucdet diagondlnich prvka matice. Tento soucet je
skalarni hodnota.

1
A=|2
1

N R

1
21, =pak #7(A)=1+4+3=38
3

Stopa sou¢inu konformnich matic mé specialni vlastnost znamou jako pravidlo rotace
stop. Stopy jsou stejné, protoze jsou skaldry, i kdyby dimenze ti{ sou¢inii byly velmi
rozdilné. tr(ABC) = t#7(BCA) = t(CAB).

Piimy soucin matic (Kroneckeriv soudin)

Kazdy prvek prvni matice je ndsoben jako skalar, druhou matici. Jestlize matice B je fadu
m x n a matice A je fddu p x q (napt. 2 x 2), pak pfimy soudin je:

a b
30
Pr A= , B=|c d
1 2
e f
[3a 3b ] (32 [3b |
3¢ 3d la 2a|lb 2b
AX®B=|3¢ 3f B®A=|3c 3d
la 1b|2a 2b Ic 2c|ld 2d
lc 1d|{2¢c 2d 3e 3f
le 1f|2e 2f _le 2e| If 2f_

a,B a,B

Obecné vyjadfeniA . B=A® B =
a,B a,B

2 4
KdyzB = ,
3 1

} , tento soucin je typu mp x mq.
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2 4 2 4 6 12 0 0
3 3 1 0 3 1 9 3 0 0 .
pak A®B = ) 4 > 411712 4 4 8 ,soudin typu2.2x2.2 (4x4).
: 3 1 2 3 1 31 6 2

Kroneckerttv soudin se vyuzivé pti predikei PH pomoci viceznakového modelu (multi-traits model).
Hadamardiv souéin

Hadamardv soudin je mozny pro 2 matice, které jsou konformni pro séitdni.
Korespondujici prvky obou matic jsou spole¢né nasobeny. Rid vysledného soutinu je
stejny jako dil¢ich matic soudinu. Pro matice A a B fidu 2 x 2, pak Hadamardav
soucin je:
AOB= apb,  apby,

ayby  ayby,

5. INVERTOVANIMATIC

Inverze ¢tvercové matice A, oznaovand A, je matice, kterd je-li ndsobend puvodni
matici (bez ohledu na potadi), davé identickou (jednotkovou) matici:
AAT=1=A"A.
Inverzni (reciprokd) matice A™.
Plact: (A1) = A
(ABC)" = C'B'A"
C'B'A'ABC =1
(AB)" = B1A"

Vypocet inverzni matice je zdlouhava operace. Vykonnd vypocetni technika vsak
umoziuje provadét inverzi velmi rozsahlych matic. Presto je dilezité ovladat zdklady

invertovani.

Analogicky proces inverze je mozné vidét u skalara:

1 1. . / -1
=ax—=1(a'jeinverzia: a= =—).

a a

axa

Protoze déleni matic neni definovdno, musi byt nahrazeno inverzi! Déleni matice A

. . . 1
matici B se zapisuje a provédi jako A.B™ (~ AE ).
POSTUP INVERTOVANI MATICE:
1. urceni determinantu
2. urleni pfilehlé matice
3. transpozice prfilehlé matice a vynasobeni reciprokou hodnotou determinantu

ad 1. Jakdkoliv dwercovd matice s nenulovim determinantem (nesinguldrni, reguldrni) muze

byt invertovéna. Je-li determinant matice roven nule, nazyva se tato matice singuldrni.
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Prvnim krokem invertovani matice je VYPOCET DETERMINANTU?® matice. Determinant je
skalar. Napt. u obecné matice A 2 x 2,

» determinant je |A| = anan - anap (rozdil mezi sou¢inem diagondlnich prvkd a
soudinu prvkd mimodiagonélnich).

Pro matice vétsi nez 2x2 je determinant ziskan rekurzivné z obecného vyjadieni:

M,

B

det B =|B| = ibij -n™
j=1

kde B je matice fddu 7 x 7 a Mjj je submatice (minor) ziskand vymazdnim i-tého fadku a j-tého
sloupce z matice B pro prvek b;. ‘Mij‘ je subdeterminant submatice M. Jakykoliv fadek

matice B mutiZe byt pouzit k vypoltu determinantu matice, protoze vysledek by mél byt stejny
pro kazdy fadek. I sloupce mohou byt pouzity misto fadka. Muzete si to ovéfit. Pak se
pokratuje jako u matic 2 x 2.

Pro matici B 3 x 3 mtiZe byt determinant zredukovan do fady determinantt matic 2 x 2. Napf.

6 -1 2
B=1[3 4 -5
1 0 -2
4 -5 3 -5 3 4
ak: [B| = 6(-1)* —1(-1)? +2(-1)* =6(-8) + 1(-1) + 2(-4) =-57
p || ()0_2‘ ()1_2 ()10‘ (-8) + 1(-1) +2(-4)

ad 2. Jestlize determinant je nenulovy, pokratuje se vdal$im kroku, vkterém se hledd
PRILEHLA MATICE.
V ptipadé matice A, je:

- diagondlni prvky ptevratime a prvky mimodiagondlni vyndsobime (-1)
a —a
- ptilehld matice: A = [ 2 12}
—dy 4y

V ptipadé matice B; 3 ziskdme prilehlou matici trochu slozitéji, kdyz kazdy prvek matice
nahradime jeho kofaktorem:

- kofaktor: M;; = (_1)i+j

M i ‘ , kde

1. (=)' &slo i-tého tadku a j-tého sloupce obsahujici ij-ty prvek

2. ‘l\/l i ‘ je subdeterminant ij-tého prvku, po vypusténi i-tého fadku a j- tého sloupce
obsahujict ij-ty prvek (determinant minoru)!

-5 3 - 5‘

=-&; Mp,=-1
) . 1 -2

4
M, = +10

3 4
:+1; M13:+11

? Determinant je spoleény délitel viech prvki inverzni matice.
Nalezeni determinantd submatic je hlavni ¢ast pii vypoctu ptilehlé matice.
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M T o Y M S
= — =—2; = + = — ; = — = —
21 0 _ 2 22 _ 2 23 1 0
Ma=+1 0 %3 M 10 %2436 M= 410 1227
31 = 4 g 3= 4= ; 3= 3 4"
-8 1 -4
Kofaktory jsou prvky ptfilehlé matice Ms: Mp=| -2 —-14 -1
-3 36 27|

ad 3. Ptilehlou matici transponujeme a po vynédsobeni reciprokou hodnotou determinantu
ziskime INVERZI MATICE.

Obecné teseni inverze matice:

AT
al =|— 9l
” { A ]

kde aigl je ij-ty prvek matice A, Aj je ij-td submatice matice A.

Inverze matice A je: A = L[ T 312} = ;{ . 312}
|A| —a, Ay @y —apady [ Tay Ay
-8 -2 -3
Inverze matice B je: B = |B|_1|\/|'B zil\/l'B=L 1 —-14 36
B B VR
Ovéfeni spravnosti vypoctu: AA' =L, aB.B' =1
PRIKLAD INVERZE MATICE 3X3
31 2
A=|2 5 4],
1 1 2
Nejdtive zjistéte determinanty minord,
A = 5 4:6; IAd=‘2 ﬂ=0; A = 205 _
1 2 1 2 1 1
Lm4:3 2:4; l&ﬂzr w:% |AA=1 2
1 2 11 5 4
|Asi| = : 2=—6; |A32|=‘3 2‘=8; |Ass| = 51 =13
5 4 2 4 2 5

Vypoditejte determinant, kdyz pouzijete prvni fadek matice A,

[Al=2 a; (D™
j=1

41
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L T
(DA,

A

Pouzitim vzorce ziskame,

1x6 —-1x0 1x-3 6 0 -3
L —-1x0 1x4 -—1x2 =i 0 4 -=-2|=A"
12 12

Ix—6 —-1x8 1x13 -6 -8 13

Ovéfeni, zda je inverze spravnd, A’ x A,

6 0 -3/ |3 1 2 12 0 0 1
0 4 -2|x{2 5 4 :% 0 12 0|=|0
-6 -8 13 11 2 0 0 12 0

1
12

oS = O

- O O
Il
L]

JestliZe je determinant nulovy, nenf inverze definovina nebo neexistuje.

6. HODNOST MATICE (RANK)

Hodnost matice je vyjadiena po¢tem linedrné nezavislych adki nebo sloupct. Cevercova
matice s hodnosti rovnou poc¢tu fadka nebo sloupcti se nazyvéd matice plné hodnosti — je
nesingularni, ma nenulovy determinant a m4 inverzi. Jsou v§ak matice, kde jsou nékteré ridky
nebo sloupce linedrnimi kombinacemi jinych fddka nebo sloupct. Hodnost matice je pak
mensi nez je pocet fadkia nebo sloupci. Pak je to matice s netiplnou hodnosti. Neexistuje pak
jedine¢nd inverze, protoZe v matici je zdvislost mezi fddky nebo sloupci.

4x1+ 2%+ Ixs =y tieti rovnice je souc¢tem prvnich dvou a vektor feseni x
21+ 0+ I =y, (x'= [x1 x2 x3]) nelze odhadnout pro nedostate¢ny zdroj
6x14+ 2%+ 2x3 =3 informaci
1] x, v, Protoze v matici A je zdvislost mezi fadky, neexistuje jedine¢na inverze!

4 3

_ Pouze dva t4dky jsou nezdvislé a matice ma hodnost 2: r(A) =2
2 0 1)x,(=|Yy,
6 3 Determinant ma hodnotu 0 a matice je singularni.

2 [ x5 Ys
Ax=y
7. Z OBECNENA INVERZE

Singuldrni matici nelze invertovat, ale lze vypocitat zobecnénou inverzi. Zobecnénou
inverzi matice A oznatujeme jako A" Pro zobecnénou inverzi neni jedineéné feSeni.
Zobecnéné inverze A" je matice, kterd spliiuje tyto vyrazy: AA'A = A. Dile plati Ze A’A ani
AA neni rovna L Je nekoneény pocet zobecnénych inverzi pro jednu singuldrni matici.

Z matice A ziskdme matici s plnou hodnosti B, kterd je podsouborem matice A a za
ostatni prvky se dosadi nuly. Pak lze vypocitat inverzi B a prvky A nahradime
korespondujicimi prvky a vysledek se rovnd A~.

4 3 _
B= agi=| 0 73
2 0 -2 4
Jsou-li nahrazeny prvky v A korespondujicimi prvky B a za zbyvajici prvky v matici A se

dosadi nuly a vytvoii se A~
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0 -3 0
A=_2 4 o
0 0 0

Predpokladejme, Ze mdme sadu rovnic, Ax =y. Refenim pro x je vyndsobeni obou stran
rovnice A", Pokud je A reguldrni (nesingularni) matici. Pak x = A'y. Stavd se, Ze matice A je
singularni, tzn., Ze jeji determinant je roven 0. Resenim sady rovnic miize viak byt vypocitano
pouzitim zobecnéné inverze A.

8. VARIANCNI A KOVARIANCNI MATICE (VCYV)

Geneticky zisk u jedné vlastnosti bude zaviset na poméru genetické a fenotypové varianci
pro vlastnost (~ dédivosti). Je-li v§ak méfeno vice vlastnosti u jedince, je mozné mezi nimi
vypoditat fenotypové kovariance. Vytvéii se varianéni-kovarian¢éni matice svariancemi na
diagonale a kovariancemi mimo diagonélu.

X1, X2, ... Xn - proménné
var(xy), var(xz) . . . var(x,) - variance
cov(xix2), cov (XiX3), . . . COV (Xn1.Xn) - kovariance

var(x;) ~ Gi] scov(xixa) ~G,

Variance skalaru ndhodné proménné x je definovana jako:

V(x) = E(<) - E() E() =E(x-E(x))*  ~o;
Kovariance mezi dvéma skalary nahodnych proménnych x; a x,:
cov(xi, x2) = E(x1, x2) — E(x1) E(x2) ~C,

Rozsifenim téchto definic na vektor ndhodnych proménnych x, ziskdme varianéné
kovarianéni matici (¢tvercovd, symetrickd, pozitivné definovand nebo alespoii pozitivné
semidefinovand) o rozmérech rovnych délee x.

V(x) = E(xx") - E(x)E(x")

[ var(x,)  cov(x,X,) cov(X,X;) . cov(x,x,) ]
cov(X;X,) var(x,) cov(X,X;) . CoV(X,X,) - variance na diagonale
V= cov(x,X;) cov(x,X,) var(x,) . . - kovariance mimo
diagonélu
| cov(x,Xx,) . . .ovar(x,) |

- tato matice je nutnd pro odhad PH a vypoctu selekénich indexa!!!

- necht A je matice konstant konformni pro ndsobeni s vektorem x, pak:
V(Ax) = E(Axx’A") - E(Ax) E(x'A") = AE(xx)A" — AE(x)E(x")A’
=A(E(xx") -Ex)E(x"))A’ =AV(x)A' = AVA’
- méme-li dv¢ sady funkci x, mdme Ax a Bx, pak: cov(Ax, Bx) = AVB’

- mame-li dv¢ funkce rtiznych ndhodnych vektorii, mdme Ax, My, a cov(x, y) = C, pak:

cov(Ax, My) = ACM’

Napt. Sledujeme dvé vlastnosti méfené u mlééného skotu, produkce mléka a procento tuku
v mléce. Pfedpokladejme, Ze fenotypové variance pro mléko a tuk jsou 2 000 000 kg*a 0,12 %?.
a kovariance je —294 kg-%. Matice varian¢ni-kovarianéni pak bude:
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2000000 —294
—294 0,12
Varianéné-kovarian¢éni matice je vzdy ctvercova symetrickd matice. Muzeme podobné
zkonstruovat geneticko varianéni-kovarianéni matici, s genetickymi variancemi na diagonale a
genetickymi kovariancemi mimo diagondlu. Genetické kovariance budou rovny zlomku
celkové kovariance determinované aditivnimi genetickymi faktory. V tomto ptipadé budeme
piedpoklidat nésledujici genetickou varianéné-kovarianéni matici:
500000 -86,6
-86,6 0,06
Takze dédivost v tomto piipadé pro:
e produkci mlékaje h* =500 000 /2000000 = 0,25
e procento tuku je h* = 0,06/0,12 = 0,50
Fenotypové korelace se pocitaji jako podil fenotypové kovariance a druhé odmocniné soucinu
fenotypovych varianci. Genetické korelace se pocitaji jako podil genetické kovariance a druhé

odmocniné soudinu genetickych varianci. Pak genetické korelace v nasem piipad jsou:

_ - 86,6 ~ 0,50

rp=———=
4/500000 * 0,06

Aplikace maticového poctu

Na rozdil od s¢itdni, odelitini a ndsobeni matic, nejsou jednoduché algoritmy pro inverzi
matic. Byly vyvinuty spiSe sloZitjsi algoritmy. Mnozstvi ¢asu pro vypocet zévisi exponencialné
na po¢tu fadkd (nebo sloupcit) v matici. Moderni vypodetni technika umoziuje inverzi
pomérné rychle. Urcité dilezité maticové algoritmy vsak byly zkréceny (Henderson, 1976).
Ctvercova soustava linedrnich rovnic — soustava n linedrnich rovnic o n nezndmych:
Ab=y

A (nxn), nesingularni; b (nx 1)
Vynésobenim rovnice A" ziskdme vektor feseni: b = Ay
UZite¢nd vlastnost inverze je, ze je-li maticovy sou¢in AB ¢tvercovd matice, pak (AB)!' = B'A™!
Zakladni vztah mezi inverzi matice a fe$enim systému linedrnich rovnic:

Ctvercovéd nesinguldrni matice A, jediné feSeni pro b v rovnici matic Ab =y, je
ziskdno vyndsobenim inverzi A", b= A"'Ab = A''y. KdyZ matice A je singulédrni nebo
neétvercovd, feSeni pro b miize byt ziskdno zobecnénou inverzi (viz str.42), ale

takovéto feseni neni jedine¢né.

Pr. 1
9 pomeranct + 4 jablka = 422 K¢
S pomeran¢u + 6 jablek = 344 K¢

- zptisob vypoctu: eliminace jedné nezndme a vypocitat druhou (metoda odeéitaci nebo

-2 rovniceo 2 nezném}'rch:

substitu¢ni)
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- feSeni na zaklad¢ obecné algebry:

9X +4y:422 91{:422-4]"
5x + 6y = 344 ¥ x=422/9 - 4y/9
by = 344 - 5x

GOy = 344 - 5(422/9 - 4y/9)

By = 344 - 2110/9 + 20y/9

Sy = 3096 - 2110 + 20y

fefeni: x=34K¢ T4y = ORG
y=29 K¢ — N
x=422/9 - 429/9

x =134
Reseni na zakladé maticové algebry:
Ix + 4y = 422 9 4 X B 422
Sx + 6y =344 5 6 y 344
A b y

matice koeficientit vektor proménnych vektor cen nakupu

Maticovy zapis:
9 4]|x B 422
{5 6} _y___344}
[x] [9 4] [422
y| |5 6} {344}
Reseni: 1) &tvercova inverzni matice A -

a b 1 d -b 1 6 -4 16 -4 6 -4
_ - - =0,0294117
¢ d| ad-be|-c a | 96-45-5 9| 34|-5 9 -5 9
0,1764706 —0,1176471
—-0,1470588  0,2647059

2) dosazeni inverzni matice A"' do soustavy matic a vypoditat:
H _{ 0,1764706 —0,1176471} {422} [74,4705932+ (—40,4706024)} 34

y —0,1470588 0,2647059 || 344 —62,0588136 +91,0588296 " 29

Vyhody feseni: - velky pocet rovnic e v
L ., fesi pocitale a software!!!
- velky pocet proménnych
Pi. 2 Pouziti maticové algebry je také v feSenti systému 3 linedrnich rovnic o 3 nezndmych:
S5x1 + 3x; — 4x3 =21
3x; - 8%, + 5x3 =10
8X1 + 10X2 - 3X3 = -5
v / v Ve 7/ ./ 4 / v/ . Ve / / V. / . 14
Je moiné fesit nasledujici systém tii rovnic pro tii nezndmé: xi, X,, x3. Pouzitim maticové

algebry na tento systém rovnic ziskame:

5 3 41X 21
_ A - matice koeficientii
3 -8 5 X, 10 vy s
x — vektor fesenti
8 10 -3|[x,| [-5 ,
y — vektor pravé strany
A X y
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A.x=y
Redeni rovnic:
AT A x=Aly ODb¢ strany se ndsobi inverzni matici A
x=Aly Protoze AT A =1

Pt. 3 Rovnice nejmensich ¢tverci
Predpoklidejme, Ze existuje systém rovnic podoby Ax =y, pro které neexistuje feseni:
- bud je vice rovnic nez nezndmych (A nebude ¢tvercova matice) nebo je linedrni zvislost mezi

rovnicemi

y= Ax+e Y -znidmy vektor (napt. vektor méfeni ziskany na vzorku zvitat: vyska, véha, produkce mléka,

)
A - zndmd matice (matice zndmych ,Setfeni aplikovand na tyto zvifata)
x — neznamy vektor (vektor feSen; vektor efektlt téchto $etfeni na vzorku zvitat)
e — neznamy vektor (vektor rezidualn{)
Prejeme si vyfesit pro hodnoty x minimalni soudet rezidudlnich ¢tverct. Tento soudet ¢tverclt
je roven ¢tverci rozdila mezi Ax ay:
e'e=(y-Ax) (y-Ax)=x'A'Ax-2x'A'y+y'y
Odectenim s ohledem na x a porovndnim k nule ziskdme: 2A"Ax =2A"y
a nakonec: x=(A'A)"'Ay
Tato rovnice se nazyvé ,,normélni“ a pouzivé se k odvozeni feSeni nejmensich ¢tverctt pro x. Je-
li matice A singuldrni, pak zobecnénd inverze (A’A) mize nahradit pravou inverzi. V tomto
piipadé¢ vSak neni jedine¢né feSeni normalnich rovnic, ale je mnozné ziskat specifické fesen,
pfiddnim omezeni do systému rovnic, napf. omezeni, Zze vSechny urovné efektu by se mély
pric¢ist k dané hodnoté.

Materidly uréené pro studenty specializace ,,Genetika a §lechténi hospodétskych zvitat“ pro ptedmét Genetika
ve $lechténi zvitfat (letni semestr 2006).
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