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Linearni model

Maticové vyjadreni:

y=Xp+¢

y je n x 1 vektor odezvy; y ~N(u, 6,2

X je n x p matice regresord, dllezita je hodnost matice
B je p x 1 vektor neznamych koeficientt

€ je n x 1 vektor residudlnich odchylek ¢ ~N(0, 6,2

Stfedni hodnota modelu: EW=EQy|X)=XB—>E(y)=x/
Disperse modelu: Var(y)=V = 1o
Kovariance residui: Cov(¢;,¢;)=0

Metoda nejmenSich Ctvercd

Bézné nejmensi Ctverce: Predpoklad stejnorodosti ko - variaéni
struktury V = lo2,
Princip: simultanni volba hodnot (3, které minimalizuji vyraz

D& =& e=(v-XP) (v-XP)

Prvni derivace vyrazu (y-XpB)T(y-XB) podle parametrického vektoru f,
Ay -XB) (v—XP) -0
op
Vystup postaven rovno nule (= soustava normalnich rovnic): X' XB-X"y=0
Vektor B je pak roven B=(X"X)"XTy
Potom: $=Xp é=y-yp y=Xp
Vlastnosti: XA 1=0 (= XB X =0 (y—,u})II:O @—/‘Jv)z'lzo

Generalizované nejmensi Ctverce

Predpoklad homogenity je poruden, V je strukturovand, V = o2, !
Resgeni: simultanni volba hodnot B, které minimalizuji vyraz

&=V 'e=(y-XBV " (v-XP)
Postup:

Prvni derivace vyrazu (y-XpB)" V-'(y-XB) podle parametrického vektoru B,
Vystup postaven rovno nule a nasleduje vypocet feSeni: y-XB)' V' (y-Xp)

. op
Vektor B je pak roven L=XTV'X)'XTVy
y=Xp ,
Residualni variance: 62=6"¢/(n—p) SST =y V='y—ny®

Determinace:
5T 1-7)(n-1
. o 2= (or)s? rad,-zzl—( )n—1)

SST n—p

0




Testovani hypotéz o

» Odhadované parametry B vykazuji stfedni hodnotu a rozptyl
B~N(.o (X X)) B~NB,o*(XV )"
» T-testy koeficientd jsou pak: Hy:p,=c H,:f #c
P S
* Modelové F-testy vyuziti rozkladu souctu ¢tverct: H,:5=5,=..=5,=0
__ SSM/p
obs SSE/(n—p) pin-p
 F-testy hodnot parametrického vektoru jsou: H,:8,=0  H;:j =0

_RB | Bris B i)
” SSE/(n~p) b

Vicenasobny LM

* Typy statistickych testu:
Sekvencialni: vyjadfuji krokovou sekvenci stavby Uplného modelu
Parcialni: vyjadfuji variabilitu popsanou j-tym parametrem za podminky ostatnich
p-1 regresord v Uplném modelu

y=B+BX +5X,+ X +e

Sekvenc . ModelSS . Parcial .
R(B,1B,) R(B\ | By) R(B | Bos B2 B3)
R(B, 1B, B) R(B,, B 1 By) R(B, 1By, B B3)

R(Bs|1Bo.B1.By)  R(B3. BB IBy)  R(By BB, By
Z = R(ﬁ}’ﬁZ’ﬁl |ﬁo)
F, = R(ﬂzsﬂl |ﬁo)_R(ﬂ| ‘ﬂ())NF

Sekvencialni test prik tiBz: Fon "
ekvencialni test prakaznosti B, b SSEkompl I(n—p) e

Vice o modelovych F-testech

Parcidlni test prikaznosti B; v pfitomnosti f,, B, a By:
F = R(ﬁ3’ﬁ2’ﬁl ‘ ﬂo)_R(ﬂz’ﬂl | ﬂo) ~F

” SSEkampl /(n - p) b

Simultanni test prikaznosti f; a 8, v pfitomnosti B, a B,:
F. = (R(ﬁ3aﬁ2>ﬁ1 ‘ﬁo)_R(ﬂl |ﬂo))/2 ~F

obs 2,n—p
SSEImmpI /(n - p) !
Parcialni test prikaznosti B, v pfitomnosti B3, B a f:
r - RBB BB -RBBLBD) _
SSE sy (1= P)
Sekvencialni test prikaznosti 3, v pfitomnosti B, :

F = R(ﬂlvﬂo)fR(ﬂo) ~F
o SSEk:)mp/ n-p) b

ANOVA jedno-faktorova

» Zvlastni pfipad linearniho modelu s pevnymi efekty
« Regresni model s kvalitativnim, nespojitym regresorem

» Obecny princip: soucty ¢tvercll pro faktory se rovnaji svym stfednim
hodnotam

* Modelova rovnice: Y, =Hu +a, + &

y; je zavisle proménna

u je celkovy pramér

0; je odchylka prdméru i - té skupiny podle jednoho tfidiciho faktoru
€; jsou nahodné disturban¢ni odchylky

E(y,)=u+a, Var(y, :Var(g,,v):o—e2
Ptedpoklady Anovy : (vy) =4 ) y
Homogenita varianci o =0;=.=0,
Normalita a nezavislost chyb 11D, ~N(0,67)

Skupiny se snad lisi jen v lokacnim parametru




Rozklad souctu étvercu

+ Obecny rozklad: [yTy _ @2]: [yTHy]+ [yTy _yTHy]
SST =SSM + SSE

SST = upravena suma ¢tvercu (celkova variabilita)
SSM = suma ¢tvercd pro model (mezi skupinami)
SSE = suma ¢&tvercd pro chybu (uvnitf skupin)

+ Projekéni matice H=X(X"X)"'X"
+ Korekéni faktor ny> =y Hyy=y"10"1)"17y

» Parametrizace modelu: p skupin a p+1 parametra
+ Resi se aplikaci Upravou parametrickych f-ci aplikaci omezeni
* Mozna omezeni: zal_ =0u=0,0, =0

Testovani prikaznosti

+ Globalni modelova hypotéza: Hy:,=0 H:5#0
_SSM/Iv, RGB;|1B)/vs

F. =
w gt SSE/(n-v,) "

* Hypotéza priikaznosti efektu:

o _SSMv, RAIAV:
Mg SSHm-v)

e

* Hypotézy modelova a efektova jsou u jednocestné Anovy shodné
* Nasledné hypotézy o rozdilech mezi urovnémi efektu:

* Metoda kontrastu: vektor kontrastu c=[c,¢pr 06132 6, =0
HO :ZCJ/, =0 o - (zCij}i)Z ~
[-11 :ZCJ’[ #0 o =1 o i

2
Rl
Zy<
nr'

ANOVA dvou - faktorova

* Modelova rovnice s pevnymi efekty:

L — yijk:ﬂ+ai+ﬂj+(aﬂ)zj+gij
Yik ie zavisle proménna

W je celkovy pramér

a; je odchylka prameéru i - té skupiny podle tfidiciho faktoru A

B; je odchylka praméru j - té skupiny podle tfidiciho faktoru B

aB; je odchylka praméru ij - té skupiny podle tfidicich faktord A a B
€ jsou nahodné disturbancni odchylky

Stredni hodnota modelu:  E(u)=u+a,+ B, +ap,
Variance modelu: Van(y,)=Vare,) =0

Interakce 2, fadu: Zavisi efekt rovné faktoru A na urovni faktoru B ?

Rozklad souctu ¢tvercu

+ Obecny rozklad: [yTy_,,yZ]: [yTHy]+ [yfy_yTHy]

SST =SSM +SSE
SSM = SSA+ SSB+ SSAB

SST = upravena suma ¢tvercd (celkova variabilita)

SSA = suma ¢tvercu pro rozdily mezi skupinami podle faktoru A
SSB = suma ¢tvercl pro rozdily mezi skupinami podle faktoru B
SSAB = suma ¢tvercu pro interakci efektll A a B

SSE = suma ¢&tvercl pro chybu (uvnitf podskupin AB)

« Projekéni matice: H,=101"1)"1"
HM:XM(XMTXM)ilXMT HA:XA(XATXA)ilXAT

H,=X,(X,”Xx)'x," H =H,-H,-H;+H,




Prikaznost efektt

Modelovy test:

SSMiv _y'(H-H,)y/v
obs — A = ~ E/ n-v
6’ SSE/(n—v) -

e

Test faktoru A:
_SSAlv, _y'(H-H)ylv, .

mg SSE/(n—v)

Test faktoru B:

_SSB/vg _yT(HB —Hy)y/vg ~F
ws? SSE/(n-v)

Test interakce AB: T
F JSSABWwy) Y (H)Y vy
obs A - v Vg.n—v
& SSE/(n—v) o

Typy efektd

Jednoduché efekty: Test rozdilu mezi irovnémi jednoho efektu,
fixovany na nékteré z arovni druhého efektu

)7117)712 )721*)722
Hlavni (marginaini) efekty: Test rozdilu mezi urovnémi jednoho
efektu, primérovanou pres turovné druhého efektu

Vi.— V. Vi— Vo,
Interakce: test rozdilll mezi jednoduchymi efekty, paralelnosti

()711 _3712)_()721 _)722)

Konf. interval hlavnich efektl

95% family-wise confidence level
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Rozklad SSA

Ortogonalni kontrasty: dva kontrasty s vektory koeficient(
c=[c, .. 06] 3 2.6, =0 d=[d,,d,,....d,];>d, =0
jsou povazovany za vzajemné ortogonalni, jestlize plati 2 cdi =0

Pro faktor A's p = r(X,) urovnémi pfedstavuje soubor p-1
ortogonalnich kontrastd kompletni soubor kontrast(i. Soucet &tvercu
nalezejicim témto ortogonalnim kontrastim se s¢ita do SSA

Pfiklad pro prvni faktor, p = 3:
[-1,0,1] 1((Zciyi)2+(zdiy[)zJ

112 2
[-1,2,-1] r :SSAZ/ZZZ dein, ZZd,. /n,

obs
e e

2,n-v

» Jsou dany hodnoty

Priklad redukce SS

R(B,) = 90774 R(B,B,) = 94803,7 R(Bsp:B,) = 97275,6
R(B2Bo) = 92981 R(B2B1Bo) = 97010,8 R(B3B2Bo) = 96859
R(B3B,B1Bo) = 97463

Parcialni SS pro uplny model s 3, a f,,
R(B2IB1Bo) = R(B2B4Bo) - R(B1Bo) = 2207,1
R(B41B2B0) = R(B2B1Bo) - R(B2Bo) = 4029,8

Sekvencialni SS pro model s B4, B,a B3,
R(B41Bo) = R(B4Bo) - R(Bo) = 4029,8

R(B2IP1Bo) = R(B2B1Bo) - R(B4Po) = 2207,1
R(BslB2B1Bo) = R(B3B2B1Bo) - R(B,B4Bo) = 452,2

Priklad redukce SS

Modelové SS pro modely s B4, B,a B3,
R(B11Bo) = R(B1Bo) - R(Bo) = 4029,8

R(B2B+1 1 Bo) = R(B2B4Bo) - R(Bo) = 6236,8
R(B3B2B1 1 Bo) = R(BaBB4Bo) - R(Bo) = 6689

Parcialni SS pro modely s f,, B,a B (nemusi mit smysl)
R(B3IB2B1Bo) = R(B3P2B1Bo) - R(B2B1Bo) = 452,2
R(B2IB3B1Bo) = R(BsPB1Bo) - R(B3P1Bo) = 604
R(B11B3sB2Bo) = R(BsPB1Bo) - R(B3P2Bo) = 187,38

Je mozné urcit SSE ?

Pevné a nahodné efekty

Pevné a nahodné efekty rozdéluje ,filosoficky pohled®,

Pevné efekty:

Urovni je ,omezeny podet*

Urovné jsou dany experimentalnim designem

Cilem je pfedevsim estimace stfedni hodnoty empirickych urovni a event,

vybérové chyby
Nahodné efekty:
Urovni je ,vysoky poget*
Urovné jsou dany f-ci pravdépodobnostni hustoty s pfedpokladanou stredni
hodnotou (u = 0) a rozptylem, event. kovarianéni strukturou (c,2),

Cilem je pfedevsim predikce urovni (i nepozorovanych) a komponenty variance
Hlavni otazka: ,Lze tvrdit, Ze urovné efektu pochazeji z jistého
nahodného procesu?”

Pokud ano, je efekt nahodny

Pokud ne, efekt je fixni




Nahodny model

* Obsahuje jen nahodné efekty (mimo intercept)
* Modelova rovnice: Yy =Mt tE;
y;j Je zavisle proménna
W je celkovy pramér (pevny)
q; je odchylka praméru i - té skupiny podle jednoho tfidiciho faktoru (nahodny)
g; jsou nahodné disturbanéni odchylky

Modelové momenty: E(y;) = u Van(y,) =Var(e;)+Var(s;) = o, +0;

Predpoklady : a~N(0,Ic2) £~N(0,I02)

Nezavislost odchylek: Cov(ey, ;) =0 Cova,, ) =0
Cov(a;,6,,)=0

Hypotéza: Hy:02=0 H :ol#0

Nahodny model

Estimace variance o2,z tabulky Anovy:
EMS:

E(MSE)=o? E(MS4)=o? +no?
o2 = MSE = SSE /(n - p) o2 =(MSA-MSE)/n
MSA
Test o2, F, = VSE Fy oy

Odhady: Anova umozriuje o2, mimo parametricky prostor
Reseni: Uprava modelu, rozsahlej$i soubor, korekce na nulu
Intraklasni korelace r: o? MSA — MSE

r

a

T oltol MSA+(p-1)MSE
(1-0)100% konfidenéni interval:
F{zb.s - FI—a/Z,p—I./lf[)

Fob.s + (P - 1)F|7

F

obs

Fu +(p-DF,

al2,p-ln-p

-F

al2,p-ln-p

<p<

al2,p-ln-p

Smiseny linearni model

* Obsahuje pevné i nahodné efekty
» Maticové vyjadreni: y= Xﬁ+Za te

y je nx 1 vektor odezvy; y ~N(XB,c,?+0c.?)

X je n x p incidenéni matice regresor(

B je p x 1 vektor neznamych koeficientl

Z je n x q designova matice nahodnych efektl

a je q x 1 vektor nahodnych odchylek o ~N(0, ¢,2)
€ je n x 1 vektor residualnich odchylek ¢ ~N(0, c,2)

v [xp v] [2GZ"+R zG R
* Momenty modelu:  £{ ,|_|¢ Varla|=| GZ' G 0
Cov(g,, ;) =0 e 0 e R 0

Cov(a,,&,,)=0 R=1I0" G=4c’

Smiseny linearni model

Rovnice smiSeného modelu (OLMME):
X'x X'z B X'y
Z'X Z'Z+0*G'||ag| |z7Y
Regeni OLMM:
gl [x7x x'z  1'Tx"y
a Z'X 7Z'Z+0lG7'| | Z7Y
V ¢asti XTX pravdépodobna singularita — fe$eni B nejsou jedineéna
V ¢asti Z7Z nepravdépodobna singularita — feseni a jsou jedine¢na

Inverze matice C: regulérni inverze, generalizovana (pseudo-)
inverze




Smiseny linearni model
» Generalizovana forma GLMM pro feSeni:
gl [x"rR"x  x'R'z J[x'R'v
a Z'R'X Z'R'Z+G™ Z'"R7'Y

» Matice C : slouzi k vypoctu variance odhadu, nebo jejich linearnich

kombinaci kB nebo kTa., tedy 1kontrastl‘], 1
C{CXX CXZ} {XTRIX X'R'Z }

o Z’R'X Z'R'Z+G'
Var(f) = Var(f - ) = C¥c? Var(a) =Var(@ —a)=C%o’
Var(k" B) = k" C*ko Var(k' @)= k" C%ko?
» Kontrasty Ize testovat jednotlivé (t-test) nebo skupinové (F-test):
N B r KB (KCKY'KP)Ip

Testovani efektu

PozZadavky:
Model je interpretovatelny Prakazny model i dil¢i efekty
Modelovy popis max. podilu variability Minimalni variance chyby

Testovani efektl: F-test redukce residualniho souétu étvercu
Vhodny k testovani jednotlivych efekti a zahnizdénych submodeld
Princip: pfidavek efektu do modelu SSE nezvysi
Pfiklad: dva modely: kompletni a redukovany

kompletni redukovany

R(B, Bovees B, | Bo) R(By, Byseees By | Bo)
Testovaci statistika:

_ (SSE, ., — SSEkompl) 10,4 — "ekomp/) B
o SSE,

‘kompl

Veyed ~Vekompl>Vekompl

/ vekamp[

Komponenty variance

» Plati, ze >a=0 proG=Ic.
q
1"4"a=0 proG=Ac’
* Residualni rozptyl :
) SSE
o, =
n—r(X)

* Rozptyl nahodného efektu a :

g2 d'Alavu(Cc”4)
’ r(Z)

Matice pfibuzenstvi

Symetricka ¢tvercova matice A (q x q) charakterizujici kovarianéni
strukturu ndhodnych efektl a;

Jsou-li zvifata nepfibuzna, matice A je jednotkova

Koeficienty F, se nalézaji na hlavni diagonale po upravé

Aditivni vztah jedincd X a Y je dan 1/ 2 aditivniho vztahu matky X a
Y a 1/ 2 aditivniho vztahu otce Xa 'Y

Vypocdetné se fesi pres primé sestaveni A-' (Hendersonova pravidla)




Maximalni vérohodnost (ML) Maximalni vérohodnost (ML)
Aplikovatelna za podminek normality a nezavislosti residui
Vyuziti p.d.f., (popf. i p.m.f.) | SIS VTS /1Y + Odhad parametrt 8 roven odhadu MNC, avéak odhad o2 je odlisny:
f(y)= 2o e 5_2=SSE

Kalkulace vérohodnostni f-ce: | —(-XP) (r-XB) n

Lo =11700=11 ¢ 7 + ML odhady maji dobré vlastnosti za podminky asymptoty (n >> p

i i 270
Logaritmus vérohodnostni f-ce (skérovaci funkce): an— «), MNC odhady a ML odhady jsou pak stejné
S@)=nL(y, f)=-"1n27-"Ino> _%(y_xﬂ)r(y_)(ﬁ) + ML odhady rozptylu jsou asymptoticky nevychylené E(G%x)=0"

2 2 20 « ML odhady rozptylu za podminky saturovaného modelu (n = p)
E(S(0)) = 0, Var(S(0)) = 1(6) , nejsou vibec mozné
Maximalizaci log vérohodnostni f-ce: dnL(e.o) _, * ML odhady varianci vZdy v parametrickém prostoru

op . A
« Invariance odhadu: f(6)=f(6,,)

VyfeSenim se ziska: -2X"y+2X"XB =0 E:(X'X)"X’y

Maximalni vérohodnost (ML) KFivka log vérohodnostni f-ce

Krivka verohodnostimu

Asymptoticka kovarianéni matice parametru je invertovana Fisherova

informacni matice 1(0)! 8

o ey
V pfipadé OL-MME rovno 10)= —[XTX] B N
V pfipadé GL-MME rovno ~ 1(0)=-[x v "'x ]

Variance zavisi na prabéhu log vérohodnostni funkce L(y, B)

Mu




KFivka log vérohodnostni f-ce

Krivka verohodnostisigma

LogLik
33
Il

REML

Metoda odhadu komponentud variance vyuzivajici vérohodnosti
residualni slozky po odhadu pevnych efektll metodou OLS popf. GLS

Princip: Maximalizace vérohodnosti kontrastd residui
Definice kontrastl KTy, pficemz KTXB = 0 a KTX =0, r(K) = n — r(X)
Podminka: KTy = KT(Za + €); KTy ~ N(0, KTVK)

1 T @) k)

Qo) KTV k[ ‘

f(K"y)=

nL(K"y,0) =—§1n2;r—gln\1<fm —%[(KTy)T(KTVK)"(KTy)]

REML

Maximalizaci log restringované vérohodnostni f-ce podle 02...:
oInL(K"y,0) B
Fole B
Balancovana Anova a REML shodné
REML provadi restrikci, aby odhad splnil podminky parametrického
prostoru (o2 > 0)
Odhady REML jsou ,méné* vychylené

Podtypy REML.:
Vyzadujici derivace: EM-REML, AI-REML
Bez derivaci: DF-REML

0

Vérohodnostni testy

K testovani jednotlivych efektl

Pracuje s hodnotami vérohodnosti modeld L(B,y)
Vérohodnost uplného modelu = vérohodnost redukovaného modelu
Test vérohodnostniho poméru:

LR = z(ln(L(ﬁkompl > y)) - ln(L(ﬂred > y))) ~ Zuzzredukm
Akaikeho informaéni kritérium (Zadouci je minimum)
AIC = =21n(L(B,y) +2p
Schwarzovo informacni kritérium (zadouci je minimum)
BIC =-2In(L(S,y)) + plog(n)

C, - statistika (adouci C, —>p) o _S55E
P

2
o

+2p-n




Sire model

Puvodni metoda odhadu PBVs
Matice A obsahuje znama pfibuzenstvi po paternalni (GP) linii
PFibuzenstvi po materndlni linii ignorovana

yv=Xf+Zs+¢

s je ¥2 PBV ofce, tzv. P'Il'A
Plati, ze:  V(s)=407 =, 40; ol =(1-h*/4)0;} ol =(h"14a;

v

X'x X'z 3] [x'y
z7'x ZTZ+A[1% L}:[ZTY}

Problémy: samice povazovany za ,nepfibuzné*

Obdoba S-MGS model:
v=XB+Zs +Ws +¢

Animal model

Souc¢asna metoda odhadu PBVs, vyvin ze Sire modelu
Matice A obsahuje vS§echna znama pfibuzenstvi po linii maternalni i paternalni
Existuje v mnoha variantach: M, PE, C, atd.

Priklad: s efekty jednotlivych gend (QTL efekty)

Maticové vyjadreni: y= Xﬁ +7a +¢
y=XB+(Za+ZIv)+e¢

Y je n x 1 vektor odezvy; y ~N(XB, o2+ 0,2+,

X je n x p matice regresoru

B je p x 1 vektor neznamych koeficientl

Z je n x q designova matice polygennich nahodnych efektd
a je q x 1 vektor nahodnych odchylek a. ~N(0, Ac,?)

T je g x 2q designova matice nahodnych efektd alel

v je 2qx 1 vektor nahodnych odchylek @ ~ N(0,Vo,_?)

€ je n x 1 vektor residudlnich odchylek ¢ ~N(0, Is,2)

Animal model

Princip: plemenna hodnota je souhrnem efektl pard alel na k

lokusech a; = (Vi +vi)

Pak: o; =20, ‘ o= 0}
Viastnosti: Var(a)=Ac?  Var()=Vo! ' Cow(a,e)=0
Aspekty: Cov(v,e)=0 Cov(a,v)=0

Vybér markert pro analyzu: kolik a které (= vypocetni zjednoduseni)
Informativnost markerd: plvod alely potomka musi byt znam u rodi¢u
Pouzivané designy: Back-crossing, F2 design
LMME (nahod. ¢ast):

2
777+ 4" % VAVA A

o’ {Ez} {ZTY
2|57 T 5T
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Animal Model ukazka

8 pribuznych jedincl ve 3 skupinach managementu (napf, HYS efekt), vyskyt
inbreedingu, vlastni uzitkovost

Y=10,11,10,7,9, 11,12,13

=2,1,3,1,2,3,1,2

s Uy b S 9,

X
J=
O=
M=

[<H=I
coN
N =W
N = A
w = o
N Do
o 0~
N N

Uy &, 4,9, 4,0,

A= 1,00 0,00 0,5000 0,5000 0,75000 0,25000 0,50000 0,25000
0,00 1,00 0,5000 0,5000 0,25000 0,75000 0,50000 0,75000
0,50 0,50 1,0000 0,5000 0,75000 0,50000 0,62500 0,56250
0,50 0,50 0,5000 1,0000 0,50000 0,75000 0,62500 0,56250
0,75 0,25 0,7500 0,5000 1,25000 0,37500 0,81250 0,53125
0,25 0,75 0,5000 0,7500 0,37500 1,25000 0,81250 0,78125
0,50 0,50 0,6250 0,6250 0,81250 0,81250 1,18750 0,84375
0,25 0,75 0,5625 0,5625 0,53125 0,78125 0,84375 1,25000




Animal Model ukazka

* C; diagonalni prvky pro zvifata neinbredni a inbredni (Cervené):
0,226; 0,226; 0,241; 0,240; 0,286; 0,290; 0,277; 0,283;

+ C; diagonalni prvky pro vSechna zvifata neinbredni (rodice, vrh):
0,232; 0,232; 0,243; 0,240; 0,240; 0,243; 0,240; 0,240;




