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RESENi ALGEBRAICKYCH ROVNIC

Definice. Algebraickou rovnici stupné n nazyvame rovnici

P,(x) =aoX"+a: X" +ax"?+ ... +a, x+a, =0,

kde a,,a,,...,a, e R,ap =0, xe C,ne N .

Je-li a, =1, hovofime o normované algebraické rovnici
X"+a; X" +a, X"+ . +a,x+a,=0.
Resenim (koFenem) algebraické rovnice P,(x)=0 je kazdé &islo c, které je
kofenem polynomu P,(x). Algebraicka rovnice stupné n tedy ma pravé n kofenu.

Moznosti feSeni : |. Graficky
[I. Numericky

Ad |) Graficky mGzeme urcit pouze realné kofeny, a to pouze pfiblizné.

P (x)=0 upravime na tvar f(x)=g(x). Realné kofeny rovnice P (x)=0
jsou pak rovny x-ovym soufadnicim praseciku kfivek y = f(x) a y = g(x).

Poznamka. Graficky mGzeme feSit i jiné rovnice nez algebraické!!

Napf. x +e* =0 ol
" =—x
x € (-1,0) 1
x~=-0,5
R R i

Ad 1) Numerické feSeni (Pomoci vzorcl, rozkladem na soucin kofenovych initeld,
pomoci Hornerova schématu, pfiblizné numerické metody.)

Numerické reseni algebraické rovnice

Pfi feSeni vétSiny algebraickych rovnic stupné n >3 je nutné pouzit pfiblizné
metody. Ty umozniuji aproximovat realné kofeny s libovolnou pfesnosti. Postup pfi
vypoctu mizeme rozdélit do 3 krokd.

1. Ohraniceni korent a uréeni jejich poctu

Véta. Pro vSechny kofeny x; normované algebraické rovnice P,(x)=0
plati |x;| <1+A, kde A= max{|a1|,|az|,..., }

an




Véta. PocCet kladnych realnych kofent (pocitanych i s jejich nasobnosti)
algebraické rovnice P (x)=0, je roven poCtu znaménkovych zmen

v posloupnosti koeficientl ag, a4, az, ..., a, nebo o sudé ¢islo mensi.

Pocet zapornych realnych kofent dostaneme, kdyz misto polynomu P(x)
budeme uvazovat polynom P(-x). V obou pfipadech vynechame nulové koeficienty.

Véta. Algebraicka rovnice lichého stupné ma alespon 1 realny kofen.

2. Separace koient

Separaci kofenl rozumime nalezeni takovych intervall, v nichZ lezi pravé
1 kofen.

Je-li P(a)P(b) < 0, lezi v intervalu (a, b) lichy pocet kofenu rovnice P (x)=0-
Tento kofen bude jediny, jestlize P'(x) neméni v (a, b) znaménko.

Budeme tedy hledat interval, vjehoz krajnich bodech ma polynom P(x)

opacna znameénka. A to tak, Ze interval, ve kterém lezi realné kofeny rovnice,
rozdélime na mensi podintervaly a budeme pocitat hodnoty P(x)v délicich bodech.

3. Aproximace korent

Pro zpfesnéni kofene muizeme napfiklad pouzit metodu puleni intervalu.
Interval (a,b), ve kterém leZi pravé jeden kofen rozpulime. Vybereme tu &ast (a;,b;),
kde v krajnich bodech ma polynom opac¢na znaménka. Vybrany interval rozpulime,

atd. Je-li (a,,b,) posledni ziskany interval, je hledany kofen x = 8 ;b" .

Postup opakujeme, dokud chyba aproximace neni mensi neZ pozadovana
maximalni chyba vypoctu.
Chyba aproximace je v kazdém kroku rovna nanejvys poloviné délky intervalu, tedy

: .. « b, —a,
je menSinez —-——

Vypocet mizeme pro pfehlednost zapisovat do tabulky (napf.):

Y = a, +b, b, —a,
a, b, kK™ 9 sgnP(a,) P(x,) sgnP(b,) 2




APROXIMACE FUNKCE

V praxi ¢asto nahrazujeme

danou funkci f(x) jinou, jednodus$si funkci ¢(x), nej-

Castéji se dané funkce nahrazuji polynomy. Stru¢né se zminime o dvou metodach.

Interpolace

V definiénim oboru aproximované funkce f zvolime kone¢nou mnozinu bodu a
poZadujeme, aby hodnoty aproximacCni funkce ¢ byly vtéchto bodech shodné

s hodnotami funkce f.

Interpolaci uzZivame ze-
jména v pfipadé, kdy funkéni
zavislost f je dana pouze ta-
bulkou, tj. kdyz jsou dany pou-
ze hodnoty f(xp), f(x4), f(x2), ...
v izolovanych bodech xq, Xy, ...
Interpolacni funkce ¢@(x) pak
vyjadii uvazovanou funkéni
zavislost v algebraickém tvaru
(vzorcem). To umozni funkéni
zavislost |épe charakterizovat
(kde roste, kde klesa, kde je
konkavni, ...) a pfipadné urcit
funkéni  hodnoty v bodech
lezicich mezi body xo, x1, X2, ...

y y =f(x)
y = o(x)
Xo X1 Xo X3 X4 X

Xo < X4

Véta. Necht v intervalu J je dano (n+17) riznych bodu (tzv. uzl()

Dale necht jsou dany funkéni hodnoty f(xy), f(x4), ..., f(x,) v téchto uzlech. Pak
existuje praveé jeden polynom P(x) stupné nejvySe n takovy, Ze
P(xx) = f(xx) , provsechna k=0,1,2,...,n.

< X2 <...<Xp.

Lagrangeuv tvar tohoto polynomu je

L,(x)= 3 1(x)+1,(0) =

F(Xo) - o (X) +F(x)- [, (x) + ... +£(x,)) - 1, (x)

kde /,(x) je tzv. Lagrangeuv koeficient. Je to polynom n-tého stupné tvaru

(X=X%p) (x-

Xp) (X=X 4) (X = Xpiq) - (X = X,,)

Ik(X) B (Xk - Xo)'(xk

_X1)"'(Xk _Xk—1)'(xk _Xk+‘|)"'(xk - Xn)



Metoda nejmensich ¢tvercu

Jsou-li hodnoty f(xx) vysledky méfeni, je jejich pfesnost ovlivnéna chybami
méfeni a pfestava mit smysl poZadavek, aby funkce ¢(x) méla v uzlovych bodech
stejnou funkéni hodnotu. Pozadujeme pouze, aby funkce ¢(x) prochazela ,co

nejblize” téchto uzlt. Hodnoty funkce ¢ se od hodnot funkce f liSi o Ay, = |gok —fk|.
Rikame, Ze dany soubor hodnot f(xx) vyrovnavame funkci ¢(x).

PFi metodé nejmensich &tvercl se jako kriterium ,co nejvétSiho pfiblizeni® kFivky
@(x) k bodum f(xx) pozaduje, aby soucet obsahu &tvercl

S = (Ao +Ay )+ (A, F = (A0 = S (0(x) (%))

k=0
byl co nejmensi (viz obr.).

. .y y
PFi vyrovnani pfim-
kou ¢@(x) =ax +b vede L~
pozadavek minimalniho y =o(x)
souCtu obsahu c¢tvercu
k rovnicim (X )
Ay
n n n
ay x,+b>1 =>f f(xi) g———
k=0 k=0 k=0
n n n /
ay x;+b> x, = xf ‘
k=0 k=0 k=0
Xo X1 Xo .. Xk Xn X

pro neznamé a, b.



