CISELNE VEKTORY

Definice. Uspofadanou n-tici &isel a=(a,,a,,..,a,) nazveme éiselnym
vektorem. Cisla a,,a,,...,a, jsou slozky neboli soufadnice vektoru a.
Pfirozené ¢islo n nazyvame rozmérem nebo také dimenzi vektoru a.

Definice. Vektor, jehoz vSechny sloZky se rovnaji nule, se nazyva nulovy
vektor 0 =(0,0,0, ..., 0).

Operace s vektory

Necht jsou dany vektory a=(a,,a,,..., a, ), b=(b,,b,,..., b, ) téze dimenze n a
realne Cislo « .

1. Souétem vektord &, b je vektor c=a+b=(a,+b,,a,+b,,...,a,+b,)

2. Soucinem vektoru a a Cisla a je vektor «-a = (a-a1, a-ay,..,a-a, )

Definice. Soucinem disla (—1) a vektoru a je vektor —a = (— a,,—a, ,...,—an).
Tento vektor nazveme vektorem opaénymk a .
Poznamka: a+(-a)=0

3. Rozdilem vektor( &, b je vektor c=a-b=(a,-b,,a,—b,,...a,-b,).

Definice. a=D jestlize a, =b,, proi=1,2,....,n.

‘b

4. Skalarnim soucinem vektortia, b je Cislo a-b=a,-b,+a, b, +...+a, b,

2
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Definice. Velikosti vektoru a nazveme nezaporné Cislo |a | = \/31 +a, +...+a

Vektor @ nazveme jednotkovym vektorem, jestlize |&|=1.

Definice. Linearni kombinaci vektord u,u,,...,u, stejného rozméru
nazveme kazdy vektor v =k.,u,+k,u, +...+k u., kde k, eR pro i=12,...,n.

n~n?




Linearni zavislost a nezavislost vektoru

Definice. Vektory u,,u,,...,u. stejné dimenze nazveme

e linearné zavislé, jestlize alespor jeden z nich je linearni kombinaci ostatnich
¢ linearné nezavislé, jestlize Zadny z nich neni linearni kombinaci ostatnich.

—

Véta. Nenulové vektory u,,u,,...,u, jsou linearné nezavislé, pravé kdyz
k,u, +k,u, +...+k.u, =0 jenpro k, =k, =k, =...=k, =0.
Plati-li k,u, +k,u, +...+ku, =0, kde kik,,....k, jsouvhodna €isla, z nichz
aspon jedno je rizné od nuly, jsou vektory u,,u,,...,u, linearné zavislé.

n

Specialné: Vektory jsou linearné zavislé, kdyz je mezi nimi
a) alespon jeden nulovy,
b) dvojice sobé rovnych,
c) jeden vektor k-nasobkem jiného vektoru.

MATICE

Definice. Matici typu (m,n), kde m,n eN, nazveme mnozinu m-n prvku ( real-
nych ¢isel ), uspofadanych do m fadkd a n sloupcu.

a,, a,, .. a
% 81 8yp ... 8p . x . e
PiSeme nebo zkracené Haiiu mn Kde i=1,...m;j=1,..,n.
a,, a,, .. a

Tedy a; je prvek matice A, ktery lezi v i-tém Fadku a j-tém sloupci matice.
Je-lim # n, pak je matice obdélnikova, je-li m =n, je to étvercova matice fadu n.

Prvky matice a,,,8,,,853,...,8,, (M<N) resp.a,,a,,....a,, (Mm>n) tvofi hlavni
diagonalu matice A, analogicky se definuje vedlejSi diagonala matice A tvofena
prvky a .8, 5,85 23

Druhy matic

Matice nulova O je matice typu (m,n), jejiZ vS8echny prvky jsou rovny nule.
Dvé nulové matice se od sebe liSi pouze svym typem.

Matice transponovana AT je matice, ktera vznikne z matice A zaménou
fadkl za sloupce pfi zachovani poradi. Tato operace se nazyva transpozice.



Matice jednotkova je Ctvercova matice, ktera ma v hlavni diagonale vSechny
prvky rovny jedné, vSechny ostatni prvky jsou nuly. Jednotkové matice znacime |I.

Matice stupnova (schodovitd) je matice, jejiz kazdy dalSi Fadek zaCina vétSim
poctem nul nez predchazejici.

Matice diagonalni je matice (Ctvercova nebo obdélnikova), jejiz prvky v hlavni
diagonale nejsou vSechny nulové, ale vSechny prvky, které nelezi v hlavni diagonale,
jsou nuly.

Definice. Pro matice A :Hain mn @ B :Hbiiu mn t€hoZ typu (m, n) plati A=B ,
pravé kdyz aj=b; proi=1,2,...m; j=1,2,...,n.

Operace s maticemi

1. Soucet (rozdil) matic : Jsou-li A, B matice typu (m, n) , pak A+ B = C je matice

typu (m, n)aplati ¢, =a,; £ b; proi=1,2,...m; j=1,2,....,n.

2. Nasobeni matice Cislem : Je-li A matice typu (m, n), a R, pak a-A=B je
matice typu (m, n) aplati b, =«-a proi=1,2,...m; j=1,2,...n.

3. Soudin matic: Necht' A je matice typu (m,p), B je matice typu (p,n).
Soucinem matic A-B=C je matice typu (m,n), pro jejiz prvky plati

Prvek cj je tedy skalarnim soucinem i-tého fadku matice A s j-tym
sloupcem matice B.
Soucin matic AB je definovan pouze v pfipadé, Zze pocet sloupct prvé matice A

je roven poctu rfadkd druhé matice B. Pokud tato podminka neni splnéna, soucin
matic neni definovan.

Pro soucin matic tedy neplati obecné komutativni zakon. A-B=B- A

Definice. Jestlize pro dvé matice A, B, plati AB=BA, nazyvame matice A, B
navzajem zaménitelnymi.

Nékteré zvlastni typy Ctvercovych matic jsou zaménitelné s kazdou ¢tvercovou matici
stejného typu: 1. A l=1-A=A

2.A-0=0-A=0

Inverzni matice

Definice. Matici A~' nazveme inverzni matici k regularni ¢tvercové

matici A, jestlize plati:  A-A~"=A"T.A=1, kdeje jednotkova matice.




Hodnost matice

Definice. Hodnost nenulové matice je pfirozené Cislo, které udava pocet
linearné nezavislych fad matice.

Hodnost matice A znaCime h(A).
Hodnost nulové matice je rovna nule.

Véta. Elementarni upravy matice, které neméni jeji hodnost, jsou:

libovolna zaména poradi rovnobéznych fad
vynasobeni vSech prvkl téze rady stejnym Cislem keR, k=0
pricteni k libovolné fadé linearni kombinace fad s ni rovhobé&znych
vynechani fady, jejiz vSechny prvky jsou nuly
vynechani fady, ktera je linearni kombinaci nékteré nebo ostatnich fad s ni

rovnobé&znych.
e transponovani matice A.

Definice. Elementarni upravy matice z pfedchozi véty nazveme
ekvivalentnimi apravami.

Dvé matice, znichz jednu dostaneme zdruhé koneCnym poctem
ekvivalentnich uprav, nazveme ekvivalentnimi maticemi. PiSeme A~B.

Pfi zjistovani hodnosti matice je nejvhodnéjSi upravit danou matici na matici
stupfiovou pomoci ekvivalentnich uprav, pficemz se vynuluji linearné zavislé radky.
Hodnost matice je pak rovna poctu nenulovych fadku ve vysledné stupriové matici.

Pomoci vypoc&tu hodnosti matice muzeme rozhodnout o linearni zavislosti i
nezavislosti soustavy Ciselnych vektord. Mé&me m n-rozmérnych vektord. Tyto
vektory zapiSeme do fadkd matice. Dostaneme matici A typu (m,n). Pak plati:

h(A)=m = soustava vektoru je linearné nezavisla
h(A) <m = soustava vektoru je linearné zavisla.

DETERMINANTY

Definice. Determinantem Ctvercové matice A fadu n je realné Cislo, které
je jistym pfedpisem této matici pfifazeno.

ayy 8y .. Ay

B a, a, .. a
Piseme detA =|A|= n T2 2n
a, a, .. a,




Cislo n nazveme fadem determinantu, &islo a; prvkem determinantu, ktery
lezi v i-tém fadku a j-tém sloupci. Prvky a,,a,,,...,a,, tvofi hlavni diagonalu. Prvky

a,1,8,_4, -8y, tvoii vedlejSi diagonalu.

n1?

Vycisleni determinantu 1., 2. a 3. radu

Determinant 1. fadu  detA =|a,|= a,;.

a4 Ap

Determinant 2. fadu detA = =a,,@,, —a;,3,,

aZ1 a22

tj. determinant 2. fadu se rovna soucinu prvkd hlavni diagonaly minus soucin
vedlejsi diagonaly. Tento postup se nazyva kfizové pravidlo.

Determinant 3. fadu
;. 3, Qg
detA=la, @, ay|=2a;,8385 +31,8,383 +31;38,35
a3y 33 Ag
84185383 — 812854833 843883

Algoritmu pro vypocet determinantu tfetiho fadu se fika Sarrusovo pravidlo.

Vlastnosti determinantu

prvkl

Véta. Pro determinant A libovolného fadu plati:
1. det A =det AT

2. Vyménime-li v determinantu dvé sousedni rovnobézné fady, zméni

determinant své znaménko.

3. Determinant se rovna nule, kdyz
(a) vSechny prvky nékteré fady jsou nuly
(b) dvé rovnobézné fady jsou stejné
(c) néktera rfada je linearni kombinaci (k-nasobkem) fady s ni rovhobézné.

4. Vynasobime-li prvky libovolné fady det A Cislem o+0, dostaneme det B,
pro ktery plati  det B = o det A,

5. PFi¢teme-li k libovolné fadé determinantu nasobek fady s ni rovnobézné,
hodnota determinantu se nezméni.

6. Determinant, ktery ma pod hlavni diagonalou samé nuly, je roven soucinu
prvku v této diagonale.




Vycisleni determinantu vyssich radu

Definice. Vynechame-li v determinantu n-tého fadu i-ty fadek a j-ty
sloupec, vznikne determinant (n—1). fadu, ktery nazveme subdeterminantem
(minorem) determinantu A pfidruzenym k prvku a;. Tento minor budeme znacit

symbolem M.

Definice. Cislo A, =(-1)"-M,

ij
nazveme algebraickym doplitkem prvku a; v determinantu A.

Véta. Determinant det A, n-tého fadu, se rovna soucdtu vSech soudint
prvkl libovolné fady determinantu a jejich algebraickych doplnika.

n
detA = Zaiinj =ajjAji1 +ajpAj2 +...+ajnAj, pro i-ty fadek nebo
=1
n
detA = Zaij : Aij = a1jA1j + aszzj +...+ anjAnj pro j-ty sloupec.
i=1

Tento postup nazyvame Laplaceovym rozvojem determinantu podle prvki
i-tého fadku nebo j-tého sloupce.

RESENIi SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

Definice. Soustavou m linearnich rovnic o n neznamych x,,x,,..., X,
rozumime soustavu

apXy +aX, e, +a, X, =b,
Ay Xy +AuXy + s +a,,Xx, =b,
A1 Xy + 85X, F e +a,.X, =b,

kde b;, a;, jsourealna Cislaproi=1,2,...m;j=1,2,..,n.

Soustava se nazyva homogenni, kdyz b, =0 provSechna i=1,2, ..., m.
Soustava se nazyva nehomogenni, kdyz je b, = 0 aspon pro jedno i.




Matici A =| 2z 8z s %0 | hazveme matici soustavy,
A, 8py e a,,
= ORI - PP, a,, |b,

matici A, = Go1 Bz oo 820 1%2 | matici rozsifenou,
a, a a.. b,

Fadkovy vektor X =(x,,X,,...,X,) vektorem neznamych a

b1
. - | b, . :
sloupcovy vektor b = vektorem pravych stran rovnic.
b,
Soustavu rovnic pak muzeme zapsat maticové A-XT =b

Re$enim soustavy rovnic je kazdy vektor X =(x,,X,,...,X, ), ktery vyhovuje véem
rovnicim soustavy.

Véta. Frobeniova véta. Soustava m-linearnich rovnic o n-neznamych ma
feSeni pravé tehdy, kdyZz matice soustavy a matice rozSifena maji stejnou

hodnost.

Soustava m-linearnich algebraickych
rovnic o n- neznamych.

h(A)=h(A,) h(A)=h(A,)
soustava ma feSeni soustava nema reSeni
(je konzistentni) (neni konzistentni)
h(A)=h(A.)=n h(A)=h(A,)<n
soustava ma jediné feSeni soustava ma nekone¢né mnoho reseni,
(je konzistentni urcita) zavislych na (n — h) parametrech




1 2
Priklad. Je-li po upravé A, =
0 4|5

protoze h(A)=2,h(A.)=2 a po&et neznamych je také 2.

j, potom ma soustava pravé jedno feseni,

12 3|4
Priklad. Je-li A, =(0 41 ‘ 2], potom h(A)=2,h(A, )= 2, tedy soustava ma fe$eni

a protoze neznamé jsou 3, bude mit nekone¢né mnoho feSeni zavislych na 1
parametru.

Véta. Homogenni soustava linearnich rovnic ma vzdy feSeni.

Protoze rozSifena matice A, homogenni soustavy ma v poslednim sloupci
vSechny prvky rovny nule, maji matice soustavy A a matice rozSifena A, vzdy
stejnou hodnost h(A)=h(A,)=h.

Ma-li homogenni soustava jediné fesSeni, je to tzv. trivialni feSeni Xx=o0.
(VSechny neznamé jsou rovny nule.)

Neuplna (Gaussova) eliminaéni metoda

1)  rozSifenou matici A, soustavy rovnic pfevedeme pomoci ekvivalentnich
uprav fadkd na matici stupriovou. Pouzijeme-li pfi t&chto upravach zaménu
poradi sloupcli v matici soustavy, musime pocitat se stejnou zaménou poradi
neznamych. Sloupec pravych stran rovnic soustavy pfitom vzdy musi zGstat na
svém misté,

2) pomoci Frobeniovy véty provedeme rozbor feseni,

3) stupnové matici pfifadime zpétné soustavu rovnic, ktera je ekvivalentni s
plUvodni soustavou. To znamena: posledni fadek stupfiové matice napiSeme
jako rovnici a z ni vypocitame jednu neznamou. Dale napiSeme rovnici
z pfedposledniho fadku stupnové matice, do ni dosadime jiz vypocitanou
neznamou a vyjadfime dal8i neznamou. Tak pokracujeme dale, az z prvniho
fadku dostaneme posledni neznamou. Timto postupem vypocitame vSechny
neznamé. Vysledek zapisujeme jako vektor feseni.



