INTEGRALNI POCET

Primitivni funkce. Neur¢ity integral

Definice. Jestlize pro funkce F(x) a f(x) definované na otevieném intervalu J
plati F/(x) = f(x) pro kazdé x e J, Fikame, Ze F(x) je primitivni funkci k funkci
f(x) na J.

Véta. Je-li f(x) spojita na J, pak k ni existuje na J funkce primitivni.

Je-li F(x) primitivni k funkci f(x) na Ja C libovolné Cislo, pak

tedy i

[F() +C1"=F/(x) = fx),
kazda funkce F(x) + C je na J k funkci f(x) primitivni.

neurcitym integralem funkce f(x). PiSeme Jf(x) dx = F(x)+ C

Definice. Mnozinu v8ech primitivnich funkci k funkci f(x) na J nazyvame

Poznamka: .[ dx ... integracni znak, f(x).... integrand, C..... integraCni konstanta.

Nalezeni primitivni funkce nazyvame integrovani. Je to opak derivovani.
Nezname ale obecné platné vzorce pro integraci soucinu a podilu a pro integraci
slozené funkce. Pro vypocCet pouzivame predevSim vlastnosti neurcitého integralu (=

pravidla).
Pravidla a vzorce pro integrovani

P1 j[f(x)ig(x)]dx - jf(x)dxijg(x)dx
P2 jk F(x)dx = k-jf(x)dx, kde k= 0 je konstanta
V1 [1ax = x + C

. n+1
V2 x"dx = +C, n#-1

J n+1
va  [Lax=inx+cC

J X
V4 .sinxdx=—cosx+C




V5 ‘cosxdx=sinx+C
V6 [eXdx =X +C
o X
V7 a¥dx=2—1¢C
J Ina
Vs .%dx=ln|f(x)|+C

'A:) j(ax+b)dx_ Flax+b)+C , kdyzjf x)dx = F(x)+C

V10 j dx = —cotgx +C V11 3 dx =tgx+C
sin? x 7 cos” x

V12 I—d x=arctgX +C vis [ = AL e
A? +x2 A A JAZ _x? 2A |A X|

V14 j dx arcsm£+C V15 .;dx:lnx+ x2 +B[+C
VA * Vx? +B

Metody vypocétu neuréitého integralu
sin x

V nékterych pfipadech (napF.J.e—dx,J. dx,...) je nalezeni primitivni funkce nam
X

dostupnymi metodami nemozné. Ukazeme jen zakladni integraéni metody a zpusoby
integrace.

1. PFima integrace pomoci vzorct a uprav integrandu.

Jednodus$si funkce integrujeme pfimo pomoci vzorcu. Nékteré funkce je tfeba
nejdfive vhodné upravit.

1. j(zx2 +3x —4)dx =podle P1= jzxzdx +j3xdx —j4dx = podle P2

3 2

:2jx2dx+3jxdx—4j1dx:V2,v2,v1:2%+3%—4X+C

1
2. J.[‘{’/_ +%]dx I[x3 X~ +lx2de podle P1 a P2

4 3

1 1 3 -1 2
:J.x3dx—J.x-2dx+%J‘x2dx: podIeVZZXT—)i—1 % %+C po Upravé
3

2



=§§/x_4+1+1\/x_3+c
4 X 6

3.J'X;25dx:j(— —j J'( +—jdx podIeP1aP2—J. dx+5jx2dx_

-1
podle V3 a V2 = In|x| + 5{—1 =In[x] —§+ C

Uziti vzorce V8:

4. jxf’_(5dx=3jx22’_(5dx=3-|n\x2—5\+C

5.'[ X° dx:lj ixz dx:%-ln‘x3+1‘+C

x® +1 37 x%+1
6. [tgxdx= [ 27X qx = [Z3NX g _infcos x|+ C
COS X COSs X

Uziti vzorce V9:

_ 9
7. [(5x - 4)° dx =podie Vo a V2 _A0x=47 1 s _ayic
9 45

8. _[e“ dx = podle V9 a V6 :%63X+C

3

1 2
9. j\/7x+3dx=f(7x+3)2 dx=;w=%w/(7x+3)3 +C
2
Uziti vzorcti V12, V13:
10. [ dx=— [ ax=——in| 25X A 28X ¢
x“ -4 4-x 2:2 |2-x 4 |2-x
1. I%dx = doplnéni kvadratického trojélenu na &tverec
X“+2x+3
1 1 X+1
= X = dx =podle V12 = —arctg———+C
| (x +1) J 1)’ 2R

Analogicky postupujeme, je-li ve jmenovateli odmocnina z kvadratického troj¢lenu.
Uziti vzorcu V14, V15:

dx =podle V15

12, [ ———dx=| 1 dx=_[;
Vx? —4x+1 \/ -4 +1 J(x-2) -3
:In‘x—2+\/x2—4x+1‘+C



2. Metoda ,,per partes*”

Tato metoda integrace ,po €astech® umoznuje integrovat nékteré souciny funkci
pomoci vzorce

Iu’vdx =uv —Juv’dx
kde funkce u = u(x) a v = v(x) maiji spojité derivace u’ a v’ (na intervalu J).
Pouziva se k feSeni neurcitych integralt zejména téchto typu (P(x) je polynom):

1. j P(x)-(logaritmicka funkce )dx
volime u’ = P(x), takze u = [ P(x)dx,

j P(x)- (cyklometricka funkce) dx
2. jP(x)-(goniometrické funkce) dx

volime v = P(x), takze v'=P’(x).
'[P(x)-(exponenciélni funkce)dx ) )

X2

2
=X—-Inx—J'X—~1dx=—-Inx—lj'xdx=
2 X 2 2

Metodu mizeme pouzit opakované.
Priklad . sz cosxdx=...=x*sinx+2xcosx -2sinx+C

V nékterych pfipadech muize byt polynom P(x) stupné 0, tj. P(x) = 1.

Piiklad . Iarctgx dx =... = xarctgx —%In(1 +x*)+C

3. Metoda substituéni

Umozriuje integrovat nékteré slozené funkce. Uvedeme dva zakladni typy.

1. Substituce typu ¢(x)=t probiha podle schématu:

p(x)=t
[f(e(x))- ¢/ (x)dx = |diferencujeme| = [ f(t)dt = F(t)+C = F(p(x))+C,
o' (x)dx =1dt

za predpokladu, Ze f(t) je spojita a Ze ¢(x) ma nenulovou derivaci.

Za novou proménnou ¢asto volime vnitini slozku slozené funkce.



x*+3=t 1 1 1
Pi"iklad . J.)(ex2Jr3 dX = 2XdX = dt = Iet._dt :_et :_eX2+3+C
2 2 2

xdx =1dt
2

2. Substituce typu x = g(t) probiha podle schématu:

x=g(t)
If(x)dx =| diferencujeme| = J.f(g(t))g’(t)dt =F(t)+C=F(y(x))+C, kde yw(x)=t

1dx = g'(t)dt

za predpokladu, Ze f(x) je spojita a Zze g(f) ma nenulovou derivaci.

N1+ x =t
oo 1 1+ x =t 1 1
Priklad . |-————dx = =|-————=2tdt=2 dt =
I(2+xN1+x x=t*-1 I(2+t2—1)t Iz‘2+1
dx = 2tdt

= 2arctgt = 2arctgv1+ x +C

Integrace racionalnich lomenych funkci

NemuGzeme-li integrovat pfimo, je tfeba funkci rozlozit a teprve potom integrovat.
Neryze lomenou RLF délenim rozlozime na soucet polynomu a funkce ryze lomené.
(Ryze lomené funkce se nékdy dal rozkladaji na tzv. parcialni zlomky.)

X2
x*+3

Piklad . j dX:déIenl':J.[’I— 3 jdx:v1av12 :x—3iarctg

5 X .ic
x?+3 J3 J3

Poznamka: Ryze lomené racionalni funkce budeme integrovat pomoci nékterého ze
vzorcu V3,8,12,13, pfipadné V9 nebo substituci.

Integrace goniometrickych funkci

IR(cosx)sinxdx ... zavadime substituci cosx =t

jR(sinx)oosxdx ... zavadime substituci sinx =t

VétSinou je tfeba integrand na tento typ prevést uzitim goniometrickych vztahda,
vzorcl (napf. sin® x + cos® x = 1) nebo rozsifenim zlomku sin x nebo cos x .
BézZné se pouziva uprava, kdy lichou mocninu v Citateli rozdélime na soucin prvni
mocniny a mocniny sudé.

sin® x Isin2x~sinxdx j(1—cos X) .

P¥iklad . j 27 dx =
1+ cos x 14 cos x

cosx =t
—sinxdx =dt



2
I1 t (—dt) = det_f(t 1)d =t——t_1cos x—-cosx+C
1+t 1+t 2 2

Poznamka:

1) Univerzalni metoda k vypoctu .[R(sin X,cos x)dx ... substituce tgg=t.

2) Pokud J'R(sin X,cos x)dx obsahuje jen sudé mocniny funkci sinus a kosinus ...
tgx =t, také u .[R(tgx)dx.

Integrace iracionalnich funkci

a) nékteré typy uz byly zminény v pfedchozim: Upravou integrandu, napf. J'Q/Fdx,

uzitim vzorce, napf. j% jednoduchou substituci, napf. j2xx/x2 +1dx,...
X+

b) jR(x; q/ f(x))dx, kde f(x)=ax+b nebo f(x)= ax+s . zavedeme t =%/ f(x)
cX +
Vx-2=t
.. Jx -2 ) t t? .
Pliklad . [ ~"—=_dx=|x-2=t"|=[—— 2tdt =2[ ——dt = déleni
1+x-2 1+t 1+t
dx = 2tdt
2
zzj(t—1+1—1tjdt:2{%—t+ln|1+t| = (x-2)-2x-2+2In[t+x-2[+C
+

c) .[Rx o F(x);R/f(x);...)dx , kde f(x)=ax+b nebo f(x)= ij:s ... zavedeme

t =g/ f(x), kde s je spole€ny odmocnitel

Priklad .

t3
4t3dt =4| ——dt =
-[t2+t

1
et j\/l‘_4 et

dé|enf=4j(t—1+11—tjdt=4(%—t+|n|1+t|}=2\/§—44 X +4In
—+

~|dx = 4t3dt

4\/;+1‘+C



Urcéity integral

Z geometrického hlediska

) y X=a x=b
pFedstavujeJ.f(x)dx obsah plo- " .
a y =T(X
chy, ktera je ohraniCena grafem
nezaporné funkce y =f(x),
0osou x a pfimkami x =a, x =b.
0 a b X

Definice. Necht funkce f(x) je spojitd na uzavieném intervalu (a, b>.
Newtonlv ur€ity integral od a do b z funkce f(x) je Cislo F(b) — F(a), kde F(x) je
funkce primitivni k funkci f(x) na intervalu(a, b) . Piseme

[ f(x)ax =[F(x)] 2= F(b) - F(a)

Cislo a nazyvame dolni integraéni mez, &islo b horni integraéni mez.

b
Poznamka. Vzorec |f(x)dx =|F(x)|°=F(b)—-F(a) byva v literatufe oznaovan jako Newton-
a yv J

Leibnizlv.

Vlastnosti urcitého integralu:

b b

o [lF)xg(x)lx =] f(x)dxifg(x)dx Y

@ @ y= f(X) /

lj)kf(x)dx = klj] f(x)dx

[£(x)dx =0

0 a c b x
o [F(x)dx = [ f(x)dx

?f(x)dx:if(x)dxﬁf(x)dx .- ce(ab)..... viz obr.



1.Vypocet pfimou integraci

2 e X2 2
Pfiklad . j(gx2 —2x +3)dx = {9? - 27 + 3x}
1

1

= [3x3 - x? +3x]12 =
=38-4+6-(3-1+3)=21

2. Metoda ,,per partes* pro urcity integral

Iu vax = uv Iuv ax

2 u=Xx u=
Pfiklad . j xIn xdx =

2
=i|n2—1|n1—1jxo|x=2|n2—1
2 2 21 2

3. Metoda substituéni pro urcity integral

Pouzijeme-li substitu¢ni metodu k vypoctu urc€itého integralu musime stejnou
substituci transformovat meze:

Potom .Tf((p(x))(p'(x)dx - .ﬁ[f(t)dt

=g(a), B = p(b)
b B
respektive [f(x)dx = [f(g(t))g'()dt - a=g(a).b=g(B)
sinx =t
. % L, cos xdx = dt 1 , #3 1 1
Priklad . .!sm X cos xdx = Xx=0=t=sin0=0 :_([t dt:{g}o :5
T . T
x:E:t:S|n—:1

MuzZeme také postupovat tak, Zze nejdfive najdeme primitivni funkci F(x) k funkci
f(x), a potom pouzijeme Newton-Leibniz(v vzorec.



Geometrické aplikace uréitého integralu

1. OBSAH ROVINNE PLOCHY
a) Obsah plochy ohranié¢ené krivkou y = f(x) a osou x je podle definice
b
urgitého integralu S = [f(x)dx.

y y y

y=1| y =f(x) y =f(x)

o] a b x 0]/a be/a b\x

b) Obsah plochy ohrani¢ené dvéma krivkami y = f(x) a y = g(x)

e S = [[f(x)-glx)]dx

y =f(x) x=a y =9(x)

— T y=9Kx)

Zde nezalezi na tom, zda ¢ast plochy lezi nebo nelezi pod osou x. Integracni
meze a, b (pokud nejsou dany) jsou rovny x-ovym soufadnicim pruseciki danych
kfivek.



2. OBJEM ROTACNIHO TELESA

a) Objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci rovinné plochy ohrani¢ené

b
kfivkou y = f(x) a osou x kolem osy xje V = 7 J[f(x)]zdx

b) Objem rotac¢niho télesa, které vznikne rotaci rovinné plochy ohranic¢ené
dvéma krivkami y = f(x) a y = g(x) kolem osy x je

v = [ ([ ol )ax




