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Úlohy 1 . (L'Hospitalovo pravidlo)

1. limx→3
x2+3x−18
x3−9x

�e²ení. limx→3
x2+3x−18
x3−9x

=
∥∥0
0

∥∥ L'H
= limx→3

(x2+3x−18)′

(x3−9x)′ = limx→3
2x+3
3x2−9

= 9
18 = 1

2 .

2. limx→2
ln(x−1)
x−2

�e²ení. limx→2
ln(x−1)
x−2 =

∥∥0
0

∥∥ L'H
= limx→2

(ln(x−1))′

(x−2)′ = limx→2

1
x−1

·1
1 = limx→2

1
x−1 = 1.

3. limx→1
lnx−x+1

x lnx

�e²ení. limx→1
lnx−x+1

x lnx =
∥∥0
0

∥∥ L'H
= limx→1

(lnx−x+1)′

(x lnx)′ = limx→1

1
x
−1

(x)′(lnx)+(x)(lnx)′ = limx→1

1−x
x

1·lnx+x· 1
x

= limx→1

1−x
x

lnx+1 = limx→1
1−x
x · 1

lnx+1 =

= limx→1
1−x

x(lnx+1) =
0
1 = 0.

4. limx→0
1−ex

sinx

�e²ení. limx→0
1−ex

sinx =
∥∥0
0

∥∥ L'H
= limx→0

(1−ex)′

(sinx)′ = limx→0
−ex

cosx = −1
1 = −1.

5. limx→0
ex+e−x−2

x2

�e²ení. limx→0
ex+e−x−2

x2 =
∥∥0
0

∥∥ L'H
= limx→0

(ex+e−x−2)′

(x2)′ = limx→0
ex+e−x·(−1)

2x = limx→0
ex−e−x

2x =
∥∥0
0

∥∥ L'H
= limx→0

(ex−e−x)′

(2x)′ = limx→0
ex−e−x·(−1)

2 =

= limx→0
ex+e−x

2 = 2
2 = 1.

6. limx→∞
x+1√
2+x

�e²ení. limx→∞
x+1√
2+x

=
∥∥∞
∞
∥∥ L'H

= limx→∞
(x+1)′

(
√
2+x)′

= limx→∞
1

1
2
· 1√

2+x
·1 = limx→∞ 2

√
2 + x = ∞.

7. limx→∞
ln(3x+1)

x

�e²ení. limx→∞
ln(3x+1)

x =
∥∥∞
∞
∥∥ L'H

= limx→∞
(ln(3x+1))′

(x)′ = limx→∞
1

3x+1
·3

1 = limx→∞
3

3x+1 = 3
∞ = 0.

8. limx→∞
3−x2

e2x

�e²ení. limx→∞
3−x2

e2x
=

∥∥−∞
∞

∥∥ L'H
= limx→∞

(3−x2)′

(e2x)′ = limx→∞
−2x
e2x·2 =

= limx→∞
−x
e2x

=
∥∥−∞

∞
∥∥ L'H

= limx→∞
(−x)′

(e2x)′ = limx→∞
−1
e2x·2 = −1

∞ = 0.
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Úlohy 2 . Vy²et°ete pr·b¥h funkce:
1. y = x3 − 2x2 + x
�e²ení.

b De�ni£ní obor: D(f) = R

b Limity v nevlastních bodech:
lim

x→−∞
x3 − 2x2 + x = lim

x→−∞
x3 = (−∞)3 = −∞

lim
x→∞

x3 − 2x2 + x = lim
x→∞

x3 = (∞)3 = ∞

b Pr·se£íky s osou x (y = 0), pr·se£ík s osou y (x = 0):

y = 0 x = 0

0 = x3 − 2x2 + x y = 03 − 2 · 02 + 0

0 = x(x2 − 2x+ 1) y = 0

0 = x(x− 1)2

S osou x: [0, 0], [1, 0]
S osou y: [0, 0]
Znaménko funkce (f(x) > 0 ⇒ kladná, f(x) < 0 ⇒ záporná):

x3 − 2x2 + x > 0 x3 − 2x2 + x < 0

x(x2 − 2x+ 1) > 0 x(x2 − 2x+ 1) < 0

x(x− 1)2 > 0 x(x− 1)2 < 0

Nulové body: 0, 1

0 1

− + +

Kladná: (0,∞)
Záporná: (−∞, 0)
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b Parita - sudá (f(x) = f(−x)), lichá (f(x) = −f(−x)), ani jedno, obojí

f(x) = x3 − 2x2 + x f(x) = x3 − 2x2 + x

f(−x) = (−x)3 − 2(−x)2 + (−x) − [f(−x)] = −
[
−x3 − 2x2 − x

]
f(−x) = −x3 − 2x2 − x −f(−x) = x3 + 2x2 + x

f(x) ̸= f(−x) f(x) ̸= −f(−x)

Není sudá, není lichá.

b Monotónnost a lokální extrémy - pomocí první derivace

y′ = (x3 − 2x2 + x)′ = (x3)′ − (2x2)′ + (x)′ = 3x2 − 2(x2)′ + 1 = 3x2 − 4x+ 1

y′ = 0

3x2 − 4x+ 1 = 0

x1,2 =
4±

√
16− 4 · 3 · 1

6
=

4± 2

6
x1 = 1

x2 =
1

3

Nulové body: 1, 13

11/3
+ − +

↗ ↘ ↗

Roste: (−∞, 13) ∪ (1,∞)
Klesá: (13 , 1)
V bod¥ x = 1

3 je lokální maximum a v bod¥ x = 1 je lokální minimum.
Lokální minimim: f(1) = 13 − 2 · 12 + 1 = 0. Sou°adnice [1, 0].
Lokální maximum: f(13) =

(
1
3

)3 − 2 ·
(
1
3

)2
+ 1

3 = 4
27 . Sou°adnice [13 ,

4
27 ].
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b Konvexnost, konkávnost a in�exní body - pomocí druhé derivace

y′′ = (3x2 − 4x+ 1)′ = (3x2)′ − (4x)′ + (1)′ = 3(x2)′ − 4(x) + 0 = 6x− 4

y′′ = 0

6x− 4 = 0

x =
2

3

Nulové body: 2
3

2/3−

∩

+

∪

Konvexní: (23 ,∞)
Konkávní: (−∞, 23)

In�exní bod je x = 2
3 .

In�exní bod: f(23) =
(
2
3

)3 − 2
(
2
3

)2
+ 2

3 = 2
27 . Sou°adnice [23 ,

2
27 ].
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b Graf
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2. y = x2+1
x

�e²ení.

b De�ni£ní obor: x ̸= 0 ⇒ D(f) = R∖ {0}
V bod¥ x = 0 pomocí jednostranných limit - jak se chová funkce v jeho okolí.

0− : lim
x→0−

f(x) = 0+ : lim
x→0+

f(x) =

= lim
x→0−

x2 + 1

x
= = lim

x→0+

x2 + 1

x
=

=

∥∥∥∥02 + 1

0−

∥∥∥∥ = =

∥∥∥∥02 + 1

0+

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥ 1

−0, 000 . . . 001

∥∥∥∥ = −∞ =

∥∥∥∥ 1

0, 000 . . . 001

∥∥∥∥ = ∞

b Limity v nevlastních bodech:

lim
x→−∞

x2 + 1

x
= lim

x→−∞

x2

x
= lim

x→−∞
x = −∞

lim
x→∞

x2 + 1

x
= lim

x→∞

x2

x
= lim

x→∞
x = ∞

b Pr·se£íky s osou x (y = 0), pr·se£ík s osou y (x = 0):

y = 0 x = 0

0 =
x2 + 1

x
y =

02 + 1

0
0 = x2 + 1 nesmysl

x /∈ R

S osou x: nemá
S osou y: nemá
Znaménko funkce (f(x) > 0 ⇒ kladná, f(x) < 0 ⇒ záporná):

x2 + 1

x
> 0

x2 + 1

x
< 0

Nulové body £itatele: x2 + 1 = 0 ⇒ x /∈ R
Nulové body jmenovatele: x = 0

Nulové body: 0
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0

− +

Kladná: (0,∞)
Záporná: (−∞, 0)

b Parita - sudá (f(x) = f(−x)), lichá (f(x) = −f(−x)), ani jedno, obojí

f(x) =
x2 + 1

x
f(x) =

x2 + 1

x

f(−x) =
(−x)2 + 1

(−x)
− [f(−x)] = −

[
−x2 + 1

x

]
f(−x) = −x2 + 1

x
−f(−x) =

x2 + 1

x

f(x) ̸= f(−x) f(x) = −f(−x)

Není sudá, je lichá.

b Monotónnost a lokální extrémy - pomocí první derivace

y′ =

(
x2 + 1

x

)′
=

(x2 + 1)′(x)− (x2 + 1)(x)′

x2
=

=
(2x)(x)− (x2 + 1)(1)

x2
=

2x2 − x2 − 1

x2
=

x2 − 1

x2

y′ = 0

x2 − 1

x2
= 0

�itatel i jmenovatel se rovná nule:

x2 − 1 = 0 x2 = 0

(x− 1)(x+ 1) = 0 x = 0

Nulové body: 1,−1, 0
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⊖
1−1 0

+ − +−

↗ ↘↘ ↗

Roste: (−∞,−1) ∪ (1,∞)
Klesá: (−1, 0) ∪ (0, 1)
V bod¥ x = −1 je lokální maximum a v bod¥ x = 1 je lokální minimum.
Lokální minimum: f(1) = 12+1

1 = 2. Sou°adnice [1, 2].

Lokální maximum: f(−1) = (−1)2+1
−1 = −2. Sou°adnice [−1,−2].

b Konvexnost, konkávnost a in�exní body - pomocí druhé derivace

y′′ =

(
x2 − 1

x2

)′
=

(x2 − 1)′(x2)− (x2 − 1)(x2)′

x4
=

=
(2x)(x2)− (x2 − 1)(2x)

x4
=

2x3 − (2x3 − 2x)

x4
=

2x

x4
=

2

x3

y′′ = 0

2

x3
= 0

�itatel i jmenovatel se rovná nule:

2 = 0 x3 = 0

nesmysl x = 0

Nulové body: 0

⊖
0−

∩

+

∪

Konvexní: (0,∞)
Konkávní: (−∞, 0)

In�exní bod funkce nemá.
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3. y = x2

x2−1

�e²ení.

b De�ni£ní obor: (x2 − 1) ̸= 0 ⇒ D(f) = R∖ {1,−1}
V bodech x = 1, x = −1 pomocí jednostranných limit - jak se chová funkce v jejich okolí.

1− : lim
x→1−

f(x) = 1+ : lim
x→1+

f(x) =

= lim
x→1−

x2

x2 − 1
= = lim

x→1+

x2

x2 − 1
=

=

∥∥∥∥ 12

(1−)2 − 1

∥∥∥∥ = =

∥∥∥∥ 12

(1+)2 − 1

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥ 1

(0, 999)2 − 1

∥∥∥∥ = =

∥∥∥∥ 1

(1, 000 . . . 001)2 − 1

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥ 1

0, 999− 1

∥∥∥∥ = =

∥∥∥∥ 1

1, 000 . . . 001− 1

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥ 1

−0, 000 . . . 001

∥∥∥∥ = −∞ =

∥∥∥∥ 1

0, 000 . . . 001

∥∥∥∥ = ∞

− 1− : lim
x→−1−

f(x) = − 1+ : lim
x→−1+

f(x) =

= lim
x→−1−

x2

x2 − 1
= = lim

x→−1+

x2

x2 − 1
=

=

∥∥∥∥ (−1)2

(−1−)2 − 1

∥∥∥∥ = =

∥∥∥∥ (−1)2

(−1+)2 − 1

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥ 1

(−1, 000 . . . 001)2 − 1

∥∥∥∥ = =

∥∥∥∥ 1

(−0, 999)2 − 1

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥ 1

1, 000 . . . 001− 1

∥∥∥∥ = =

∥∥∥∥ 1

0, 999− 1

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥ 1

0, 000 . . . 001

∥∥∥∥ = ∞ =

∥∥∥∥ 1

−0, 000 . . . 001

∥∥∥∥ = −∞
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b Limity v nevlastních bodech:

lim
x→−∞

x2

x2 − 1
= lim

x→−∞

x2

x2
= lim

x→−∞
1 = 1

lim
x→∞

x2

x2 − 1
= lim

x→∞

x2

x2
= lim

x→∞
1 = 1

b Pr·se£íky s osou x (y = 0), pr·se£ík s osou y (x = 0):

y = 0 x = 0

0 =
x2

x2 − 1
y =

02

02 − 1

0 = x2 y =
0

−1

x = 0 y = 0

S osou x: [0, 0]
S osou y: [0, 0]
Znaménko funkce (f(x) > 0 ⇒ kladná, f(x) < 0 ⇒ záporná):

x2

x2 − 1
> 0

x2

x2 − 1
< 0

Nulové body £itatele: x2 = 0 ⇒ x = 0

Nulové body jmenovatele: x2 − 1 = 0

(x− 1)(x+ 1) = 0 ⇒ x = 1,−1

Nulové body: 0, 1,−1

0 1−1

+ +−−

Kladná: (−∞,−1) ∪ (1,∞)
Záporná: (−1, 1)
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b Parita - sudá (f(x) = f(−x)), lichá (f(x) = −f(−x)), ani jedno, obojí

f(x) =
x2

x2 − 1
f(x) =

x2

x2 − 1

f(−x) =
(−x)2

(−x)2 − 1
− [f(−x)] = −

[
x2

x2 − 1

]
f(−x) =

x2

x2 − 1
−f(−x) = − x2

x2 − 1

f(x) = f(−x) f(x) ̸= −f(−x)

Je sudá, není lichá.

b Monotónnost a lokální extrémy - pomocí první derivace

y′ =

(
x2

x2 − 1

)′
=

(x2)′(x2 − 1)− (x2)(x2 − 1)′

(x2 − 1)2
=

=
(2x)(x2 − 1)− (x2)(2x)

(x2 − 1)2
=

2x3 − 2x− 2x3

(x2 − 1)2
=

−2x

(x2 − 1)2

y′ = 0

−2x

(x2 − 1)2
= 0

�itatel i jmenovatel se rovná nule:

−2x = 0 (x2 − 1)2 = 0

x = 0 x2 − 1 = 0

(x− 1)(x+ 1) = 0

x = 1,−1

Nulové body: 0, 1,−1

⊖⊖
1−1 0

+ + −−

↗ ↘↗ ↘
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Roste: (−∞,−1) ∪ (−1, 0)
Klesá: (0, 1) ∪ (1,∞)
V bod¥ x = 0 je lokální maximum.
Lokální maximum: f(0) = 02

02−1
= 0

−1 = 0. Sou°adnice [0, 0].

b Konvexnost, konkávnost a in�exní body - pomocí druhé derivace

y′′ =

(
−2x

(x2 − 1)2

)′
=

(−2x)′((x2 − 1)2)− (−2x)((x2 − 1)2)′

(x2 − 1)4
=

=
(−2)(x2 − 1)2 + 2x(2(x2 − 1) · 2x)

(x2 − 1)4
=

(−2)(x2 − 1)2 + 8x2(x2 − 1)

(x2 − 1)4
=

=
(x2 − 1) ·

[
−2(x2 − 1) + 8x2

]
(x2 − 1)4

=

[
−2x2 + 2 + 8x2

]
(x2 − 1)3

=
6x2 + 2

(x2 − 1)3

y′′ = 0

6x2 + 2

(x2 − 1)3
= 0

�itatel i jmenovatel se rovná nule:

6x2 + 2 = 0 (x2 − 1)3 = 0

kvadratická rovnice, která nemá °e²ení x2 − 1 = 0

(x− 1)(x+ 1) = 0

x = 1,−1

Nulové body: 1,−1

⊖⊖
1−1+

∪

+

∪

−

∩

Konvexní: (−∞,−1) ∪ (1,∞)
Konkávní: (−1, 1)

In�exní bod funkce nemá.
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