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L'Hospitalovo pravidlo

Slouºí k výpo£tu limit neur£itých výraz·.

V�TA (L'Hospitalovo pravidlo).
f (x) a g(x) jsou funkce, x0 ∈ R∗. Jestliºe

lim
x→x0

f (x)

g(x)
=

∥∥∥∥00
∥∥∥∥ nebo lim

x→x0

f (x)

g(x)
=

∥∥∥∥±∞
±∞

∥∥∥∥ , pak platí

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)
g′(x)

.

(Pokud limita na pravé stran¥ existuje.)

L'Hospitalovo pravidlo lze pouºít opakovan¥!
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P°íklad .
1. limx→0

cos x−1
sin x =

∥∥∥00∥∥∥ L'H
= limx→0

(cos x−1)′

(sin x)′ = limx→0
− sin x
cos x = 0

1 = 0.

2. limx→∞ x2

ex =
∥∥∞
∞
∥∥ L'H

= limx→∞
(x2)′

(ex)′ = limx→∞ 2x
ex =

∥∥∞
∞
∥∥ L'H

=

limx→∞
(2x)′

(ex)′ = limx→∞ 2
ex = 2

∞ = 0.

Neplést si L'Hospitalovo pravidlo s pravidlem pro derivaci zlomku P4!

Úlohy 1 .

1. limx→3
x2+3x−18
x3−9x

2. limx→2
ln(x−1)
x−2 3. limx→1

ln x−x+1
x ln x 4. limx→0

1−ex

sin x

5. limx→0
ex+e−x−2

x2
6. limx→∞ x+1√

2+x
7. limx→∞

ln(3x+1)
x 8. limx→∞ 3−x2

e2x
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Monotónnost funkce. Lokální extrémy

Vztah mezi sm¥rnicí te£ny v bod¥ (f ′(x0)) a monotónností funkce v bod¥ x0
Jestliºe te£na funkce f (x) v bod¥ x0 roste (f ′(x0) > 0), pak roste v bod¥
x0 i funkce f (x).
Jestliºe te£na funkce f (x) v bod¥ x0 klesá (f ′(x0) < 0), pak klesá v bod¥
x0 i funkce f (x).
Jestliºe je te£na funkce f (x) v bod¥ x0 konstantní (f ′(x0) = 0), pak se
v bod¥ x0 m¥ní nebo nem¥ní monotónnost funkce f (x).

x

y

0 1

1 x0

f(x)

x

y

0

x0

f(x)

1

2

x

y

0

x0

f(x)

1

−4

x

y

0

f(x)

1

1 x0



MATM � MATEMATIKA Uºití derivací, pr·b¥h funkce 5

Zm¥na monotónnosti v bodech, kde funkce f (x) není de�novaná
V bodech, kde funkce f (x) není de�novaná, se m¥ní nebo nem¥ní monotón-
nost funkce f (x).

x

y

0

y = x−1 = 1/x

x

y

0

y = x−2 = 1/x2

x

y

0 π−π

y = tanx

x

y

0 π−π

y = cotx

V�TA (Vztah mezi monotónností v bod¥ a monotónností na intervalu).
Funkce je rostoucí na otev°eném intervalu práv¥ tehdy, kdyº je rostoucí v kaº-
dém bod¥ x0 tohoto intervalu.
Funkce je klesající na otev°eném intervalu práv¥ tehdy, kdyº je klesající v kaº-
dém bod¥ x0 tohoto intervalu.
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V�TA (Vztah mezi derivací funkce na intervalu a monotónností na intervalu).
Nech´ má funkce f (x) derivaci na otev°eném intervalu (má derivaci v kaºdém
bod¥ x0 intervalu). Pak

� jestliºe f ′(x) > 0 pro kaºdé x z intervalu, pak je f (x) na intervalu rostoucí

� jestliºe f ′(x) < 0 pro kaºdé x z intervalu, pak je f (x) na intervalu klesající

DEFINICE (Lokální extrémy - lokální maximum a minimum).
Nech´ je funkce f (x) v bod¥ x0 de�novaná. �ekneme, ºe funkce má v tomto
bod¥

� lokální maximum, jestliºe pro kaºdé x z ryzího okolí bodu x0 platí

f (x0) > f (x)

� lokální minimum, jestliºe pro kaºdé x z ryzího okolí bodu x0 platí

f (x0) < f (x)
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V�TA (Vztah mezi lokálními extrémy v bod¥ x0 a derivací v bod¥ x0).
Nech´ má funkce f (x) v bod¥ lokální extrém a nech´ existuje derivace funkce
v bod¥ f ′(x0). Pak

f ′(x0) = 0.

DEFINICE (Stacionární bod).
Bod x0, pro který platí, ºe f ′(x0) = 0, se nazývá stacionární bod.
(Je to tzv. podez°elý bod z extrému - bude nebo nebude zde lokální extrém.)

DEFINICE (Absolutní extrémy - absolutní maximum a minimum).
Funkce f (x) de�novaná na intervalu má v bod¥ x0 absolutní maximum (mini-
mim), práv¥ tehdy, kdyº v tomto bod¥ nabývá své nejv¥t²í (nejmen²í) funk£ní
hodnoty.
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Postup p°i zji²´ování monotónnosti funkce y = f (x) a extrém· funkce

b Vypo£ítáme derivaci funkce
y′ = f ′(x)

b Vypo£ítáme, v jakých bodech je derivace rovna nule - stacionární body.
(Jsou to body, kde se m·ºe m¥nit monotónnost, tedy zde funkce m·ºe mít
lokální extrém.)

y′ = 0

Pokud je
y′ = zlomek,

vypo£ítáme i nulové body jmenovatele, jelikoº znaménko zlomku závisí i
na znaménku jmenovatele!

b Vypo£ítáme, v jakých bodech funkce není de�novaná.
(Jsou to body, kde se m·ºe m¥nit monotónnost.)
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b Nalezené body vyzna£íme na £íselné ose. Získáme tak n¥kolik interval·.
Z kaºdého intervalu si zvolíme libovolný bod a dosadíme do de-
rivace.
Kdyº vyjde kladné £íslo, v celém intervalu funkce roste, kdyº vyjde zá-
porné £íslo, v celém intervalu funkce klesá.

b V bodech, kde je funkce de�novaná a m¥ní se zde monotónnost, má funkce
lokální extrém. Zm¥na + na − je maximum. Zm¥na − na + je minimum.

b Kdyº má funkce v bod¥ x0 extrém, jeho sou°adnice na funkci jsou [x0, f (x0)].
Tedy y-ovou sou°adnici vypo£ítáme dosazením x0 do p°edpisu funkce,
£ímº vypo£ítáme funk£ní hodnotu v bod¥ x0.
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Konvexnost, konkávnost. In�exní body

DEFINICE (Konvexnost ∪, konkávnost ∩).
Funkce f (x) má v bod¥ x0 derivaci. Pak je

� konvexní v bod¥ x0, jestliºe pro v²echna x z ryzího okolí bodu x0 leºí graf
funkce f (x) nad te£nou sestrojenou ke grafu funkce f (x) v bod¥ x0. Tedy

f (x) > f ′(x0) · (x− x0) + f (x0)

� konkávní v bod¥ x0, jestliºe pro v²echna x z ryzího okolí bodu x0 leºí graf
funkce f (x) pod te£nou sestrojenou ke grafu funkce f (x) v bod¥ x0. Tedy

f (x) < f ′(x0) · (x− x0) + f (x0)
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� konvexní (konkávní) na otev°eném intervalu, jestliºe je konvexní (kon-
kávní) v kaºdém jeho bod¥

V�TA (Vztah konvexnosti a konkávnosti s druhou derivací v bod¥ x0)
Nech´ má funkce f (x) druhou derivaci v bod¥ x0. Je-li

� f ′′(x0) > 0, pak je funkce f (x) konvexní v bod¥ x0
� f ′′(x0) < 0, pak je funkce f (x) konkávní v bod¥ x0

V�TA (Vztah konvexnosti a konkávnosti s druhou derivací na intervalu)
Nech´ má funkce f (x) druhou derivaci na otev°eném intervalu. Je-li

� f ′′(x) > 0 pro kaºdé x z intervalu, pak je funkce f (x) konvexní na inter-
valu

� f ′′(x) < 0 pro kaºdé x z intervalu, pak je funkce f (x) konkávní na inter-
valu
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DEFINICE (In�exní bod)
Bod x0 na funkci, ve kterém existuje ke grafu funkce práv¥ jedna te£na a graf
funkce v n¥m p°echází z konvexity do konkávity (nebo naopak), tj. z jedné
strany te£ny na druhou, se nazývá in�exní bod.

Funkce f (x) m·ºe mít in�exní bod v takovém bod¥ x0, kde
¸ f ′′(x0) = 0
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Postup p°i zji²´ování konvexnosti, konkávnosti a in�exních bod· funkce f (x)

b Vypo£ítáme druhou derivaci funkce

y′′ = f ′′(x)

b Vypo£ítáme, v jakých bodech je druhá derivace rovna nule.
(Jsou to body, kde se m·ºe m¥nit konvexnost na konkávnost (nebo nao-
pak), tedy zde funkce m·ºe mít in�exní bod.)

y′′ = 0

Pokud je
y′′ = zlomek,

vypo£ítáme i nulové body jmenovatele, jelikoº znaménko zlomku závisí i
na znaménku jmenovatele!

b Vypo£ítáme, v jakých bodech funkce není de�novaná.
(Jsou to body, kde se m·ºe m¥nit konvexnost na konkávnost (nebo nao-
pak).)
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b Nalezené body vyzna£íme na £íselné ose. Získáme tak n¥kolik interval·.
Z kaºdého intervalu si zvolíme libovolný bod a dosadíme do
druhé derivace.
Kdyº vyjde kladné £íslo, v celém intervalu je funkce konvexní, kdyº
vyjde záporné £íslo, v celém intervalu je funkce konkávní.

b V bodech, kde je funkce de�novaná a m¥ní se zde konvexnost na konkávnost
(nebo naopak), má funkce in�exní bod.

b Kdyº je x0 in�exní bod funkce, jeho sou°adnice na funkci jsou [x0, f (x0)].
Tedy y-ovou sou°adnici vypo£ítáme dosazením x0 do p°edpisu funkce,
£ímº vypo£ítáme funk£ní hodnotu v bod¥ x0.
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Pr·b¥h funkce

Ze zadaného p°edpisu funkce y = f (x) postupným po£ítáním nakreslíme její
graf.
Postup p°i vy²et°ování pr·b¥hu funkce y = f (x)

b De�ni£ní obor. V bodech nespojitosti pomocí jednostranných limit -
jak se chová funkce v jejich okolí.

b Pomocí limit - jak se funkce chová v nevlastních bodech ∞, −∞.

b Pr·se£íky s osou x a osou y. Znaménko funkce -kde je funkce nad/pod
osou x.

b Parita - sudá, lichá, ani jedno, obojí.

b Monotónnost a lokální extrémy - pomocí první derivace.

b Konvexnost, konkávnost a in�exní body - pomocí druhé derivace.

b Graf.
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P°íklad . Vy²et°ete pr·b¥h funkce:

1. y = 3x− x3

�e²ení.

b De�ni£ní obor: D(f ) = R
b Limity v nevlastních bodech:

lim
x→−∞

3x− x3 = lim
x→−∞

−x3 = −(−∞)3 = ∞

lim
x→∞

3x− x3 = lim
x→∞

−x3 = −(∞)3 = −∞

b Pr·se£íky s osou x (y = 0), pr·se£ík s osou y (x = 0):

y = 0 x = 0

0 = 3x− x3 y = 3 · 0− 03

0 = x(3− x2) y = 0

0 = x(
√
3− x)(

√
3 + x)
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S osou x: [0, 0], [
√
3, 0], [−

√
3, 0]

S osou y: [0, 0]
Znaménko funkce (f (x) > 0 ⇒ kladná, f (x) < 0 ⇒ záporná):

3x− x3 > 0 3x− x3 < 0

x(3− x2) > 0 x(3− x2) < 0

x(
√
3− x)(

√
3 + x) > 0 x(

√
3− x)(

√
3 + x) < 0

Nulové body: 0,
√
3,−

√
3

0−
√
3

√
3

−+−+

Kladná: (−∞,−
√
3) ∪ (0,

√
3)

Záporná: (−
√
3, 0) ∪ (

√
3,∞)
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b Parita - sudá (f (x) = f (−x)), lichá (f (x) = −f (−x)), ani jedno, obojí

f (x) = 3x− x3 f (x) = 3x− x3

f (−x) = 3(−x)− (−x)3 − [f (−x)] = −
[
−3x + x3

]
f (−x) = −3x− (−x3) = −3x + x3 −f (−x) = 3x− x3

f (x) ̸= f (−x) f (x) = −f (−x)

Není sudá, je lichá.
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b Monotónnost a lokální extrémy - pomocí první derivace

y′ = (3x− x3)′ = (3x)′ − (x3)′ = 3(x)′ − 3x2 = 3− 3x2

y′ = 0

3− 3x2 = 0

3(1− x2) = 0

3(1− x)(1 + x) = 0

Nulové body: 1,−1

−1 1 −− +

↘↘ ↗

Roste: (−1, 1)
Klesá: (−∞,−1) ∪ (1,∞)
V bod¥ x = −1 je lokální minimum a v bod¥ x = 1 je lokální maximum.
Lokální minimim: f (−1) = 3 · (−1)− (−1)3 = −2. Sou°adnice [−1,−2].
Lokální maximum: f (1) = 3 · 1− 13 = 2. Sou°adnice [1, 2].
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b Konvexnost, konkávnost a in�exní body - pomocí druhé derivace

y′′ = (3− 3x2)′ = (3)′ − (3x2)′ = 0− 3(x2)′ = −3 · 2x = −6x

y′′ = 0

−6x = 0

x = 0

Nulové body: 0

0+

∪

−

∩

Konvexní: (−∞, 0)
Konkávní: (0,∞)

In�exní bod je x = 0.
In�exní bod: f (0) = 3 · 0− 03 = 0. Sou°adnice [0, 0].
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b Graf

−2

2

−1 1 x

y

0−
√
3

√
3

Úlohy 2 .

1. y = x3 − 2x2 + x 2. y = x2+1
x 3. y = x2

x2−1


