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L’Hospitalovo pravidlo

Slouzi k vypoctu limit neurcitych vyrazi.

VETA (L'Hospitalovo pravidlo).
f(x) a g(x) jsou funkce, g € R*. Jestlize

lim @ = ‘ U ‘ nebo lim ——= H
z—1g (1) z—x) g(x
T ACa T (C))
r—rg g(xr)  T—T0 g (gj)

(Pokud limita na pravé strané existuje.)

L'Hospitalovo pravidlo lze pouzit opakovaneé!

)

pak plati
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Priklad.

1. lim,_y COSSH”?ZC = H || = hmxéo (Cé)ssig;;), = lim,_y % = % = 0.
S e
limg— 00 Ez%), = limy—oo e% — % —

Neplést si L’Hospitalovo pravidlo s pravidlem pro derivaci zlomku P4!

Ulohy 1.
2 _
: +32—18 : In(z—1 : Inx—x+1 : 1—¢?
L. limg_y3 %3 _x% 2. lim, 49 :(1;—2 ) 3. limg 1 == 4. limg 0 5
: TLe=T_9 : 1 . In(3x+1 . 2
5. hmx_>0 € —|—6332 6. hmgj_>oo x—lz—:——gj 7. hmgj_>oo T ) 8. 11m$_>oo —Bezg
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Monoténnost funkce. Lokalni extrémy

Vztah mezi smérnici tecny v bodé (f'(zg)) a monoténnosti funkee v bodé
Jestlize tecna funkce f(z) v bodé g roste (f'(zg) > 0), pak roste v bodé
xq 1 funkce f(x).

Jestlize tecna funkce f(z) v bodé zq klesd (f'(zg) < 0), pak klesd v bodé
xq 1 funkce f(x).

Jestlize je tecna funkce f(z) v bodé zg konstantni (f'(zg) = 0), pak se
v bodé xg méni nebo neméni monoténnost funkce f(x).

f(x)
| 1 )
1 +-/ %o I "
! ! 1 !
0 / 1 = 01 - oi - 01 =
/ f(x) |
|
|
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Zména monoténnosti v bodech, kde funkce f(x) neni definovana

V bodech, kde funkce f(x) neni definovana, se meéni nebo neméni monoton-
nost funkce f(x).

I I
I I
I I
I I
Yy =tanx : y:cotx:
I I
I I
I I
I I

X

0 m = 0

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
0 T 0 T -7 :
|
|
|
|
|
|
|
|

VETA (Vztah mezi monotonnosti v bodé a monotonnosti na intervalu).
Funkce je rostouci na otevieném intervalu préave tehdy, kdyz je rostouci v kaz-
dém bodé xg tohoto intervalu.

Funkce je klesajici na otevieném intervalu prave tehdy, kdyz je klesajici v kaz-
dém bodé xg tohoto intervalu.
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VETA (Vztah mezi derivaci funkce na intervalu a monoténnosti na intervalu).

Necht ma funkce f(x) derivaci na otevieném intervalu (mé derivaci v kazdém
bodé xq intervalu). Pak

o jestlize f'(x) > 0 pro kazdé z z intervalu, pak je f(x) na intervalu rostouct
o jestlize f/(x) < 0 pro kazdé x z intervalu, pak je f(x) na intervalu klesajici

DEFINICE (Lokalni extrémy - lokdlni maximum a minimum).

Necht je funkee f(z) v bodé o definovana. Rekneme, 7e funkce ma v tomto

bodé

o [okdlni maximum, jestlize pro kazdé x z ryziho okoli bodu xq plati
flxo) > flz)
o [okdlni minimum, jestlize pro kazdé x z ryziho okoli bodu xq plati

flzo) < f(z)
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VETA (Vztah mezi lokalnimi extrémy v bodé g a derivaci v bode zg).
Necht ma funkce f(x) v bodé lokdlni extrém a necht existuje derivace funkce

v bodé f(xzg). Pak

f'(@) = 0.
DEFINICE (Stacionarni bod).

Bod zq, pro ktery plati, Ze f'(xqg) = 0, se nazyva staciondrni bod.
(Je to tzv. podezrelj bod 2 extrému - bude nebo nebude zde lokalni extrém.)

DEFINICE (Absolutn{ extrémy - absolutni maximum a minimum).

Funkce f(x) definovana na intervalu ma v bodé xq absolutni maximum (mini-
mim ), prave tehdy, kdy7z v tomto bodé nabyva své nejvétsi (nejmensi) funkéni
hodnoty:.
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Postup pii zjistovani monoténnosti funkce y = f(x) a extrému funkce

* Vypocitame derivaci funkce
/ /
y = f(z)
* Vypocitame, v jakych bodech je derivace rovna nule - stacionarni body:.
(Jsou to body, kde se muze ménit monoténnost, tedy zde funkce muze mit

lokaln{ extrém.)
/
y =0
Pokud je
y = zlomek,
vypocitame 1 nulové body jmenovatele, jelikoz znaménko zlomku zéavisi 1
na znaménku jmenovatele!

* Vypocitame, v jakych bodech funkce neni definovana.
(Jsou to body, kde se mize ménit monoténnost.)
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* Nalezené body vyznacime na Ciselné ose. Ziskdme tak nékolik intervali.
7. kazdého intervalu si1 zvolime libovolny bod a dosadime do de-
rivace.
Kdyz vyjde kladné ¢islo, v celém intervalu funkce roste, kdyz vyjde za-
porné c¢islo, v celém intervalu funkce klesa.

* V bodech, kde je funkce definovana a méni se zde monoténnost, mé funkce
lokalni extrém. Zmeéna + na — je maximum. Zména — na + je minimum.

* Kdyz mé funkce v bodé xg extrém, jeho souradnice na funkci jsou |xg, f(xg)].
Tedy y-ovou souradnici vypocitame dosazenim xg do predpisu funkce,
¢imz vypocitame tunkéni hodnotu v bodé xy.
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Konvexnost, konkavnost. Inflexni body

DEFINICE (Konvexnost U, konkavnost N).
Funkce f(x) ma v bodé x derivaci. Pak je

e konvexni v bodé x(, jestlize pro vSechna x z ryziho okoli bodu (g lezi grat
funkce f(x) nad tecnou sestrojenou ke grafu funkce f(x) v bodé xg. Tedy

flx) > f'(xo) - (2 — xp) + f(x0)

e konkduni v bodé x, jestlize pro vSechna x z ryziho okoli bodu xq lezi grat
funkce f(x) pod tecnou sestrojenou ke grafu funkce f(x) v bodé xg. Tedy

f(x) < f'(x0) - (x — xp) + f(x0)

XY y
\ f(z)
|
|
|
| L
|
| |
|
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o bonverni (konkdvni) na otevieném intervalu, jestlize je konvexni (kon-
kavni) v kazdém jeho bodé

VETA (Vztah konvexnosti a konkévnosti s druhou derivaci v bodé )
Necht méa funkce f(x) druhou derivaci v bodé xg. Je-li

o f(xg) >0, pak je funkce f(x) konvexni v bodé x
o f(xg) <0, pak je funkce f(x) konkdvni v bodé x

VETA (Vztah konvexnosti a konkdvnosti s druhou derivaci na intervalu)
Necht ma funkce f(x) druhou derivaci na otevieném intervalu. Je-li

o f(x) > 0 pro kazdé z z intervalu, pak je funkce f(x) konvezns na inter-
valu

o () < 0 pro kazdé x 7 intervalu, pak je funkce f(x) konkdvni na inter-
valu
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DEFINICE (Inflexni bod)

Bod z¢ na funkci, ve kterém existuje ke gratu funkce praveé jedna tecna a graf
funkce v ném prechazi z konvexity do konkavity (nebo naopak), tj. z jedné
strany tecny na druhou, se nazyva inflexni bod.

Funkce f(x) muze mit inflexni bod v takovém bodé zq, kde

% () =0
& ’ f(z)

- — —\Zo
/ | f(x) o

ol N\ o| [ .

x [ (xp) neexistuje
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Postup pii zjistovani konvexnosti, konkavnosti a inflexnich bodu funkce f(x)

* Vypocitame druhou derivaci funkce
y" = f"(x)

* Vypocitame, v jakych bodech je druha derivace rovna nule.
(Jsou to body, kde se muze ménit konvexnost na konkavnost (nebo nao-
pak), tedy zde funkce muze mit inflexni bod.)

=0
Pokud je

v = zlomek,

vypocitame 1 nulové body jmenovatele, jelikoz znaménko zlomku zéavisi 1
na znaménku jmenovatele!

* Vypocitame, v jakych bodech funkce neni definovana.
(Jsou to body, kde se muze ménit konvexnost na konkavnost (nebo nao-

pak).)
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* Nalezené body vyznacime na Ciselné ose. Ziskdme tak nékolik intervali.
7 kazdého intervalu si zvolime libovolny bod a dosadime do

druhé derivace.
Kdyz vyjde kladné c¢islo, v celém intervalu je funkce konvexni, kdyz
vyjde zaporné c¢islo, v celém intervalu je funkce konkavni.

* V bodech, kde je funkce definovana a méni se zde konvexnost na konkavnost
(nebo naopak), mé funkce inflexni bod.

* Kdyz je xg inflexni bod funkce, jeho souradnice na funkei jsou |zq, f(xg)].
Tedy y-ovou souradnici vypocitame dosazenim xg do predpisu funkce,
¢imz vypocitame tunkéni hodnotu v bodé xy.
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Priabéh funkce

Ze zadaného predpisu funkce y = f(x) postupnym pocitanim nakreslime jeji
oraf.
Postup pii vySetfovani prubéhu funkce y = f(x)

* Defini¢ni obor. V bodech nespojitosti pomoci jednostrannych limit -
jak se chova funkce v jejich okoli.

* Pomoci limit - jak se funkce chova v nevlastnich bodech oo, —o0.

Pruseciky s osou x a osou y. Znaménko funkce -kde je funkce nad/pod
0sou .

%

Parita - suda, liché, ani jedno, oboji.
Monotonnost a lokalni extrémy - pomoci prvni derivace.

Konvexnost, konkavnost a inflexni body - pomoci druhé derivace.

Gralf.

L D S S o
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Priklad. Vysetiete prubéh funkce:

l.y:3x—x3

Reseni.
*x Definicni obor: D(f) =R

* Limity v nevlastnich bodech:
3

im 3z—2°= lim —2°=—(—00)’ =00
T——00 T——0O0
lim 3z — 2% = lim —2° = —(00)° = —¢
T—00 T—00
* Pruseciky s osou z (y = 0), prusecik s osou y (x = 0):
0 =3z — a° y=3-0-0°
0=2(3—12°) y =0

0=2z(vV3—2)(V3+2x)
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5 0S0U [07 O]v [\/ga O]a [_\/ga O]
S osou ¥: |0, 0]
Znaménko funkce (f(x) >0 = kladna, f(z) <0 = zaporna):
3z — 27 > 0 3z — 27 < 0
2(3 —2%) > 0 2(3 —2%) < 0

r(V3—2)V3+2)>0 2(V3-2)(V3+z)<0
Nulové body: 0, v/3, —v/3

Kladna: (—oo, —v/3) U (0, v/3)
Zaporné: (—/3,0) U (v/3, 00)
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*x Parita - suda (f(z) = f(—=x)), licha (f(x) = —f(—=x)), ani jedno, oboji

flz) =3z — a° flz) =3z — a°
f(—z) = 3(~z) - (~a)? ~[f(=2) = = [ -3z + 27|
fl—z) = =32 — (—z°) = =3z + a° —f(—z) =3z — a°
fx) # f(—x) flz) = —f(=2z)

Neni suda, je licha.
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* Monotonnost a lokalni extrémy - pomoci prvni derivace

y’ = (3z — $3)’ = (Sx)’ — (333)’ _ 3(33)’ 342 =3 _ 3,2

y =0
3 — 322 =0
3(1—2%) =0

3(1—x)(14+z)=0
Nulové body: 1, —1

N\ S N\
- -1+ 1 =
Roste: (—1,1)
Klesé: (—oo, —1) U (1, 00)
V bodé z = —1 je lokdlni minimum a v bodé x =1 je lokdlni maximum.

Lokalni minimim: f(—1) =3 (=1) — (—1)? = —2. Soutadnice [-1, —2].
Lokalnf maximum: f(1) =3-1— 1% = 2. Soutadnice [1, 2].
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* Konvexnost, konkavnost a inflexni body - pomoci druhé derivace

y// _ (3 . 3:132)/ _

Nulové body: 0

(3) — (322 =0 —3(z*) = =3 .20 = —6z

Konvexni: (—o0,0)
Konkavni: (0, co)

Inflexni bod je z = 0.

[nflexni bod: f(0) =3 -

y”—O
—0x =
x =0
U N
0 _

0 — 0% = 0. Soutadnice [0, 0],
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*x Graf
y A

Ulohy 2.
2 2
1. y=a°—222 42 2. y=2+H 3. =2

X r2—1

Y




