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Úlohy 1 .
1. Ur£ete obsah oblasti ohrani£ené parabolou y = −x2 + 2x+ 3 a osou x.
�e²ení. Nakreslíme graf funkce a z n¥ho vidíme oblast, jejíº obsah budeme po£ítat. Jde o parabolu oto£enou dol· s pr·se£íky s osami [−1, 0], [3, 0] a [0, 3] a
vrcholem v bod¥ [1, 4]. To jsme zjistili pomocí úprav a výpo£t·:

y = 0 : 0 = −x2 + 2x+ 3 = −(x2 − 2x− 3) = −(x+ 1)(x− 3) x = −1, x = 3

x = 0 : y = −02 + 0x+ 3 = 3

doplníme na £tverec: y = −x2 + 2x+ 3 = −[x2 − 2x] + 3 = −[(x− 1)2 − 1] + 3 = −(x− 1)2 + 1 + 3 = −(x− 1)2 + 4 vrchol [1, 4]
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y=−x2+2x+3

Sestavíme ur£itý integrál a po£ítáme:
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=
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2. Ur£ete obsah oblasti ohrani£ené funkcí y = x3 − 1 a osou x, x ∈ ⟨−2, 2⟩.
�e²ení. Nakreslíme graf funkce a omezení na ose x. Vidíme oblast, jejíº obsah budeme po£ítat. Jde o kubickou k°ivku posunutou o 1 dol·. Pr·se£íky s osami
jsou [1, 0] a [0,−1].
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y= x3−1

Sestavíme ur£itý integrál a po£ítáme. MUSÍME HO ROZD�LIT NA DVA, OBLAST POD OSOU BY VY�LA ZÁPORN�. Pouºijeme u prvního integrálu
absolutní hodnotu:
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∣∣∣∣∫ 1
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x3 − 1 dx
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Úlohy 2 .
1. Ur£ete obsah oblasti ohrani£ené k°ivkami y = x2 + 2x+ 1, y = x+ 3.
�e²ení. Nakreslíme grafy funkcí a vidíme oblast, jejíº obsah budeme po£ítat. Jde o parabolu y = x2 + 2x+ 1 = (x+ 1)2 s pr·se£íky s osami [−1, 0] a [0, 1] a
vrcholem v bod¥ [−1, 0] a lineární funkci y = x+ 3.
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Abychom mohli sestavit ur£itý integrál, musíme nejd°íve vypo£ítat meze, coº jsou pr·se£íky obou funkcí - dva body. Sta£í nám x-ové sou°adnice. Tedy:

x2 + 2x+ 1 = x+ 3

x2 + x− 2 = 0

(x− 1) · (x+ 2) = 0 x = 1, x = −2

Sestavíme ur£itý integrál a po£ítáme:

S =

∫ 1

−2
(x+ 3)− (x2 + 2x+ 1) dx =

∫ 1
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=
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Úlohy 3 .
1. Ur£ete objem t¥lesa, které vznikne rotací oblasti ohrani£ené k°ivkami y = −x2 + 1, y = −2x2 + 2 kolem osy x.
�e²ení. Nakreslíme grafy funkcí a vidíme oblast, kterou budeme rotovat kolem osy x, £ímº vznikne t¥l¥so, jehoº objem budeme po£ítat. Jde o dv¥ paraboly
oto£ené sm¥rem dol·. y = −x2 + 1 s pr·se£íky s osami [−1, 0], [1, 0] a [0, 1] a vrcholem v bod¥ [1, 0] a y = −2x2 + 2 s pr·se£íky s osami [−1, 0], [1, 0] a [0, 2] a
vrcholem v bod¥ [2, 0].
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Abychom mohli sestavit ur£itý integrál, musíme nejd°íve vypo£ítat meze, coº jsou pr·se£íky obou funkcí - dva body. Sta£í nám x-ové sou°adnice. (P°estoºe
spole£nými body jsou jejich pr·se£íky s osou x, ukáºeme si i výpo£et.) Tedy:

−x2 + 1 = −2x2 + 2

x2 − 1 = 0

(x− 1) · (x+ 1) = 0 x = −1, x = 1

Sestavíme ur£itý integrál a po£ítáme:

V = π

∫ b

a
[f(x)]2 − [g(x)]2 dx = π

∫ 1

−1

[
−2x2 + 2

]2 − [
−x2 + 1

]2
dx = π
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]
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∫ 1

−1
3x4 − 6x2 + 3dx = π
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Úlohy 4 .
1. Odvo¤te vzorec pro objem koule.
�e²ení. Pot°ebujeme funkci, kterou budeme rotovat kolem osy x a získáme tím kouli. Z analytické geometrie známe rovnici kruºnice (jedna z kuºelose£ek)
x2 + y2 = r2, kde r je polom¥r kruºnice.

x2+ y2 = r2

r−r

Vyjád°íme si z ní y:

x2 + y2 = r2

y2 = r2 − x2

y = ±
√

r2 − x2

Získali jsme dv¥ funkce, dva p°edpisy funkcí - dv¥ p·lkruºnice - nad/pod osou x. Pouºijeme jednu z nich, nap°. y =
√
r2 − x2, kde r je konstanta, sestavíme

ur£itý integrál a po£ítáme:

V = π

∫ b

a
[f(x)]2 dx = π

∫ r

−r

[√
r2 − x2

]2
dx = π

∫ r

−r
r2 − x2 dx = π

[
r2x− x3

3

]r
−r

=

= π

[(
r2 · r − r3

3

)
−
(
r2 · (−r)− (−r)3

3
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= π
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]
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2. Odvo¤te vzorec pro objem válce.
�e²ení. Pot°ebujeme funkci, kterou budeme rotovat kolem osy x a získáme tím válec. Tou je konstantní funkce y = r, kde r je konstanta. Kdyº se omezíme
na interval x ∈ ⟨0, h⟩, p°i rotaci získáme válec s polom¥rem podstavy r a vý²kou h.

y = r

r

0 h

Sestavíme ur£itý integrál a po£ítáme:

V = π

∫ b

a
[f(x)]2 dx = π

∫ h

0
[r]2 dx = π

[
r2x

]h
0
= π

[(
r2h

)
−
(
r2 · 0

)]
= πr2h


