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Ur£itý integrál

Nech´ je f (x) spojitá rostoucí funkce na intervalu ⟨a, b⟩ a nabývá zde klad-
ných hodnot. Graf této funkce, osa x a p°ímky x = a, x = b ohrani£ují ro-
vinný obrazec. Rozd¥lme interval ⟨a, b⟩ na n dílk·, pro jednoduchost stejné
délky h. Ur£íme funk£ní hodnoty v krajních bodech jednotlivých interval· a
vytvo°íme sou£ty:

sn = f (x0) · h + f (x1) · h + f (x2) · h + · · · + f (xn−1) · h
Sn = f (x1) · h + f (x2) · h + f (x3) · h + · · · + f (xn) · h
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sn . . . nazveme dolní sou£et funkce f (x) p°i d¥lení h.
Sn . . . nazveme horní sou£et funkce f (x) p°i d¥lení h.

�ísla sn a Sn p°edstavují sou£et obsah· obdélník· o základnách délky h a
vý²kách daných hodnotami funkce f (x) v krajních bodech interval·. Z°ejm¥
platí

sn ≤ Sn.

Budeme-li zvy²ovat po£et d¥lících bod· n, budou se £ísla sn a Sn k sob¥
p°ibliºovat. Jestliºe n → ∞, existují limity

lim
n→∞

sn a lim
n→∞

Sn

a jejich hodnoty jsou si rovny.

(K existenci a rovnosti limit sta£í, aby funkce f (x) na ⟨a, b⟩ byla spojitá.)
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DEFINICE (Riemann·v ur£itý integrál).
Nech´ je f (x) spojitá na intervalu ⟨a, b⟩. Spole£nou hodnotu popsaných limit
nazýváme Riemann·v ur£itý integrál funkce f (x) na intervalu ⟨a, b⟩ a
zna£íme ho ∫ b

a
f (x) dx.

x

y

0 a b

y = f(x) Jestliºe je f (x) ≥ 0 na ⟨a, b⟩, vyjad°uje ur£itý
integrál ∫ b

a
f (x) dx

obsah plochy omezené k°ivkou f (x), osou x a
p°ímkami x = a, x = b.
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x

y

0

a b

y = f(x)

Jestliºe je f (x) ≤ 0 na ⟨a, b⟩, pak je obsah plo-
chy omezené k°ivkou f (x), osou x a p°ímkami
x = a, x = b roven∣∣∣∣∣

∫ b

a
f (x) dx

∣∣∣∣∣ .
Výpo£et ur£itého integrálu

V�TA (Newton-Leibnizova).
Je-li F (x) primitivní funkce ke spojité funkci f (x) na intervalu ⟨a, b⟩, pak∫ b

a
f (x) dx = [F (x)]ba = F (b)− F (a).

�íslo a nazýváme dolní integra£ní mez, £íslo b horní integra£ní mez.
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P°íklad .∫ π
0 sin x dx

�e²ení.∫ π

0
sin x dx = [− cos x]π0 = (− cos π)− (− cos 0) = (−(−1))− (−1) = 2
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Vlastnosti ur£itého integrálu
f (x), g(x) jsou spojité funkce na intervalu ⟨a, b⟩, c ∈ R je konstanta. Pak

�

∫ b
a (f (x)± g(x)) dx =

∫ b
a f (x) dx±

∫ b
a g(x) dx

�

∫ b
a c · f (x) dx = c ·

∫ b
a f (x) dx

�

∫ a
a f (x) dx = 0

�

∫ b
a f (x) dx = −

∫ a
b f (x) dx

�

∫ b
a f (x) dx =

∫ c
a f (x) dx +

∫ b
c f (x) dx, kde c ∈ ⟨a, b⟩

x

y

0 a bc

y = f(x)
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Metody výpo£tu ur£itého integrálu

V�TA (Metoda per partes pro ur£itý integrál).
Nech´ mají funkce u(x) a v(x) spojité derivace na ⟨a, b⟩. Pak platí∫ b

a
u · v′ dx = [u · v]ba −

∫ b

a
u′ · v dx.

V�TA (1. substitu£ní metoda pro ur£itý integrál).
Nech´ je funkce f (t) spojitá na ⟨a, b⟩ a funkce φ(x) má na ⟨α, β⟩ spojitou
derivaci. Dále p°edpokládejme, ºe a ≤ φ(x) ≤ b pro x ∈ ⟨α, β⟩. Pak∫ β

α
f [φ(x)]φ′(x) dx =

∫ φ(β)

φ(α)
f (t) dt.

U substituce musíme p°epo£ítat meze!!!
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P°íklad . (per partes)∫ π
2
0 x sin x dx

�e²ení.∫ π
2

0
x sin x dx = [x(− cos x)]

π
2
0 −

∫ π
2

0
− cos x · 1 dx =

=
(
−π

2
· cos π

2

)
− (−0 · cos 0) +

∫ π
2

0
cos x dx =

= (0)− (0) + [sin x]
π
2
0 =

(
sin

π

2

)
− (sin 0) = 1

u = x v = − cos x

u′ = 1 v′ = sin x
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P°íklad . (substituce)∫ π
2
0 sin2 x cos x dx

�e²ení.∫ x=π
2

x=0
sin2 x cos x dx =

∫ t=1

t=0
t2 cos x · dt

cos x
=

∫ 1

0
t2 dt =

[
t3

3

]1
0

=

=

(
13

3

)
−

(
03

3

)
=

1

3

t = sin x

1 · dt = cos x · dx

dx =
dt

cos x
x = 0 ⇒ t = sin 0 = 0

x =
π

2
⇒ t = sin

π

2
= 1
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Aplikace ur£itého integrálu

� OBSAH ROVINNÉ PLOCHY

∗ obsah plochy ohrani£ené k°ivkou y = f (x), osou x a p°ímkami x =
a, x = b

x

y

0

a b

y = f(x)

x

y

0 a b

y = f(x)

x

y

0a b

y = f(x)

S =

∫ b

a
f (x) dx
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∗ obsah plochy ohrani£ené dv¥ma k°ivkami y = f (x) a y = g(x), kde
f (x) ≥ g(x) pro x ∈ ⟨a, b⟩

x

y

0 a b

y = f(x)

y = g(x)

x

y

0 a b

y = f(x)

y = g(x)

x

y

0

a by = f(x)

y = g(x)

S =

∫ b

a
[f (x)− g(x)] dx
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� OBJEM T�LESA

∗ objem t¥lesa, které vznikne rotací rovinné plochy ohrani£ené k°ivkou
y = f (x), osou x a p°ímkami x = a, x = b, kolem osy x

V = π

∫ b

a
[f (x)]2 dx

∗ objem t¥lesa, které vznikne rotací rovinné plochy ohrani£ené dv¥ma k°iv-
kami y = f (x) a y = g(x) kolem osy x, kde f (x) ≥ g(x) pro x ∈ ⟨a, b⟩

V = π

∫ b

a
[f (x)]2 − [g(x)]2 dx
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Úlohy 1 .
1. Ur£ete obsah oblasti ohrani£ené parabolou y = −x2 + 2x + 3 a osou x.
2. Ur£ete obsah oblasti ohrani£ené funkcí y = x3− 1 a osou x, x ∈ ⟨−2, 2⟩.

Úlohy 2 .
1. Ur£ete obsah oblasti ohrani£ené k°ivkami y = x2 + 2x + 1, y = x + 3.

Úlohy 3 .
1. Ur£ete objem t¥lesa, které vznikne rotací oblasti ohrani£ené k°ivkami
y = −x2 + 1, y = −2x2 + 2 kolem osy x.

Úlohy 4 .
1. Odvo¤te vzorec pro objem koule.
2. Odvo¤te vzorec pro objem válce.


