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Okoli bodu z(, ryzi okoli bodu x|
Necht xg,0 € R,0 > 0.
e (xg) — 0,0+ 9d) - 0 okoli bodu x
e (xg— 0,x0) - levé & okoli bodu x

xo, o + 0) - pravé & okoli bodu x

(
(
e (xg — 0, x0+9) ~{xp} - ryzi & okoli bodu x
(xg — 0, ) - levé ryzi & okoli bodu xg

(

o (xp,z0+ ) - pravé ryzi & okoli bodu x

Nevlastni body

Prvky —oo a oo se nazyvaji neviastni body. Prvky mnoziny R nazyvame
vlastni body.
R* =R U {—00, 00} - rozsifena mnozina realnych ¢isel
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Pro a € R a body —o0, oo plati:

a—+ 00 =00 0000 =00 =(—00) - (—00)
a4 — 00 = —00 00 - (—00) = —00
a a
00 + 00 = 0 — =0=—
00 —00
—00 — 00 = —00 | + 00| = o0
Pro a > 0:
a- 00 = 00, a-(—o0) = —00
Pro a < 0:
a- 00 = —00, a-(—o0) =00
Neurcité vyrazy - nejsou definovany:
0 T
— > Fo0 - 0, 00 — 00

0’ +00’
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Definice limity

DEFINICE (Limita funkce). Funkce y = f(x) ma v bodé xq limitu L, jestlize
ke kazdému € > 0 existuje 0 > 0 tak, Ze pro vechna x z ryziho 0 okoli bodu
x( plati

L—e< f(z)<L+e.
ZApIs:
lim f(x)=1L

T—X()
Cteme: Limita funkce f(x) pro x jdouci k bodu xq je L.

Y

L+e
L—¢
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DEFINICE (Limita funkce zleva (jednostranna limita)). Stejné definice jako
definice limity funkce, jen ryzi 0 okoli bodu zg nahradime levym ryzim o
okolim bodu x.

ZApis: limx%xo_ () =L

Cteme: Limita funkce f(x) pro z jdouci k bodu xq zleva je L.
DEFINICE (Limita funkce zprava (jednostranna limita)). Stejné definice jako

definice limity funkce, jen ryzi 0 okoli bodu xg nahradime pravym ryzim o
okolim bodu x.

ZApis: limx%xg f(x)=1L

Cteme: Limita funkce f(x) pro z jdouci k bodu xq zprava je L.
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VETA (Kolik ma funkce v bodé z( limit).

Funkce f(x) ma v bodé xq jednu nebo Zddnou limitu.

VETA (Kdy mé funkee v bodé zq limitu). Funkee f(z) ma v bodé 2 limitu,
praveé tehdy kdyz obé jednostranné limity (zleva i zprava) jsou si rovny. A
plati

lim f(x) = hm+ f(x)= lim f(z)= L.

T—T, T T—T()

Limita funkce f(x) neexistuje, kdyz hmx_mo_ f(x) # limx%xar fl(x).

Aby existovala limita funkce f(x) v bodé xg, nemusi byt v tomto bodé
definovana. Musi vsak byt definovanéd v néjakém ryzim okoli tohoto bodu.



MATM - MATEMATIKA LIMITA A SPOJITOST FUNKCE 7

Nevlastni imita funkce

DEFINICE (Nevlastni limita, nevlastn{ limita zleva a zprava).

Funkce ma nevlastni limitu v bodech xo,wo_,xar € R, kdyz L = oo nebo
L = —o0.

y A o 11mx_>x0 f(ilf) = —0
|\
| : | .
: . hmx_mo_ f(x) =00
b
| : -
i : i . 11mx_>x0_ () = —00
T el
To—0 To zog+d «

. 1imx_>xg f(x) = o0

. hmx—mb* f(x) = —o0
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Limita funkce v nevlastnim bodé
DEFINICE (Limita v nevlastnim bod¢).

Funkce ma limitu v nevlastnim bodé, kdyz g = oo nebo g = —o0.

Y
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Nevlastni limita funkce v nevlastnim bodé

lim f(x) =

O
T—>00 T—>0O
O

lim  f(x) =
T—>—00 T——00
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Priklad.
Urcete limity funkce zadané grafem v bodech xg = —o0, -3, —1,0,1, 3, oo

o lim, v~ f(x) =0
o lim, 3 f(z) =3, (f(=3) = 1)
)

elim, ., 1 f(x) = neexistuje
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Spojitost funkce
DEFINICE (Spojitost v bodé). Funkce f(x) je spojitd v bodé xq € R, jestlize
lim f(z) = f(zo).

T—X()

(Limita funkce v bodé zq se rovné funkcni hodnoté v bodé x.)
Funkce f(x) je spojitd v bode xg € R zleva (zprava), jestlize

lim  f(z) = f(xo) ( lim f(z)= flzo)).

.CE—>.CE'O ZC—>ZCO

DEFINICE (Spojitost na intervalu). Funkce f(x) je spojitd na intervalu,
jestlize je spojita ve vsech bodech tohoto intervalu.

VETA. Zékladn{ elementarni funkce a funkce, které vznikly souctem, rozdi-

lem, soucinem, podilem a skladanim téchto funkei jsou spojité ve vsech bodech
svého definicniho oboru.
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Body. v nichZ funkce neni spojita, se nazyvaji body nespojitosti.

Body nespojitosti zakladnich elementarnich funkci jsou body, v nichz tyto
funkce nejsou definované. Napriklad body nespojitosti funkce y = tg x jsou
body k - 5, k € Z. Body nespojitosti racionalni lomené funkce jsou nulové
body jmenovatele.

To, Ze je funkce spojita ve vsech bodech intervalu, odpovida nasi predstave
o tom, ze grafem je cdra nakreslend plynulym neprerusovanym tahem.
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Vypocet limit funkci

VETA (Pravidla pro pocitani limit). Necht f(z) a g(z) jsou funkce, které

maji limitu v bodé zg € R* a ¢ € R. Pak plati

1. lim c=c

T—rX)
2. lim c¢- f(x)=c- lim f(x)

T—rI() T—X(
5 im (/@) £ 9(x)) = Jim f()+ lim g(o
4. xlgg (f(z)-g(x ))_th% flx )-xlgg g(z)

, ﬁ 11m:1:—>:1:0 f() e lim

g xlgl%@g z)  limg_yy, g(x)’ kd xl—m()g(x) 70

PTi vypoctu limity limg 4, f(2) postupujeme tak, Ze nejdiive dosadime bod

xo do funkce f(x).
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X Limita spojité funkce
Je-li funkce f(x) spojita v xq, pak dostaneme po dosazeni bodu zg do
funkce funkéni hodnotu, ktera je zaroven limitou funkce v daném bodé.

Ulohy 1.

1—a? : 2

sine 3. limy,_y(x+1)Inx

¢ Limita nékterych funkci, dostaneme-li po dosazeni H%H
Funkce nejsou v zg definované, ovsem jeji Gpravou - krdcenim - a opctov-
nym dosazenim limitu vypocitame.

Priklad.

2 _
lim,_yo o _2 = H H = lim,_y9 (= ?_(ngQ) = limy_yo(r +2) =4
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Y Limita funkce, dostaneme-li po dosazeni H%H, kde a € R* \ {0}
Poc¢itame pomoci jednostranniych limit, které se musi rovnat.
6

Ulohy 2.
1. limy_yp = 2. limy_y3—5 3. lim,, 4 ZE2 4. limy, 5 57

: —8 : 8 : 1 -
5. 11mx_>_6m 0. hmx_>2% 7. hmx_ﬂ)p 8. hmx_>6 <6—1’)4

"I Limita polynomu a racionalni lomené funkce pro x — +0o
VETA. Plati

lim (agz” + a1z '+ Fap_jz+an) = lim  apz”
T—F00 T—F00
apx™ + a1z -+ ap_17 + ap _ apx"

lim ;
z—+o0 bpx™ + bt 4+ - - + b1+ by, w—F00 Dy

Ulohy 3.
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¢ Limita zakladnich elementarnich funkeci pro xr — +oc

Priklad.

1. limg 00 v/ = 00 2. limgs 005 =0 3. limg—y00 -5 = 0

4. limy ooz =00 5. limp—s_soe® =0 6. limy_ysoe? = 00

7. limy oo sinx = neexistuje 8. limy—y oo cOST = neexistuje

9. limy carctgr = —5 10. limg o0 arctgr = 5

11. lim,y_carccotgxr =7 12. limy;—yoo arccotgx = 0

Y« Limita slozené funkce
P11 vypoctu limity slozené tunkce

lim g(f(x))

T—X)

postupujeme tak, ze nejdrive ur¢ime limitu vnitini slozky, tedy

i o(f(e) =g ( i i)

T—X) T—X)
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Pokud

e limita funkce f(x) neexistuje

o funkce g(x) neni v bodé (limx%xo f(aj)) definovana,

pak limita slozené funkce neexistuje.

Ulohy 4.
51241
1. limy oo sin(arctgz) 2. limy o0 e =8 3. lim,_yq arctgﬁ
imi : - o +
I Limita funkce, dostaneme-li po dosazeni || ‘ nebo ||%H

Pocitame pomoci deritvact, viz nasledujici kapitola.



