
MATM � MATEMATIKA

LIMITA A SPOJITOST FUNKCE

Mgr. Radka SMÝKALOVÁ, Ph.D. radka.smykalova@mendelu.cz



MATM � MATEMATIKA Limita a spojitost funkce 2

Okolí bodu x0, ryzí okolí bodu x0

Nech´ x0, δ ∈ R, δ > 0.
� (x0 − δ, x0 + δ) - δ okolí bodu x0

� (x0 − δ, x0⟩ - levé δ okolí bodu x0

� ⟨x0, x0 + δ) - pravé δ okolí bodu x0

� (x0 − δ, x0 + δ)∖ {x0} - ryzí δ okolí bodu x0

� (x0 − δ, x0) - levé ryzí δ okolí bodu x0

� (x0, x0 + δ) - pravé ryzí δ okolí bodu x0

Nevlastní body

Prvky −∞ a ∞ se nazývají nevlastní body. Prvky mnoºiny R nazýváme
vlastní body.
R∗ = R ∪ {−∞,∞} - roz²í°ená mnoºina reálných £ísel
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Pro a ∈ R a body −∞,∞ platí:

a +∞ = ∞ ∞ ·∞ = ∞ = (−∞) · (−∞)

a−∞ = −∞ ∞ · (−∞) = −∞
∞ +∞ = ∞ a

∞
= 0 =

a

−∞
−∞−∞ = −∞ | ±∞| = ∞

Pro a > 0:
a · ∞ = ∞, a · (−∞) = −∞

Pro a < 0:
a · ∞ = −∞, a · (−∞) = ∞

Neur£ité výrazy - nejsou de�novány:
0

0
,

±∞
±∞

, ±∞ · 0, ∞−∞
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De�nice limity

DEFINICE (Limita funkce). Funkce y = f (x)má v bod¥ x0 limitu L, jestliºe
ke kaºdému ε > 0 existuje δ > 0 tak, ºe pro v²echna x z ryzího δ okolí bodu
x0 platí

L− ε < f (x) < L + ε.

Zápis:
lim
x→x0

f (x) = L

�teme: Limita funkce f (x) pro x jdoucí k bodu x0 je L.

x

y

x0 x0 + δx0 − δ

L
L− ε

L+ ε
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DEFINICE (Limita funkce zleva (jednostranná limita)). Stejná de�nice jako
de�nice limity funkce, jen ryzí δ okolí bodu x0 nahradíme levým ryzím δ
okolím bodu x0.

Zápis: limx→x−0
f (x) = L

�teme: Limita funkce f (x) pro x jdoucí k bodu x0 zleva je L.

DEFINICE (Limita funkce zprava (jednostranná limita)). Stejná de�nice jako
de�nice limity funkce, jen ryzí δ okolí bodu x0 nahradíme pravým ryzím δ
okolím bodu x0.

Zápis: limx→x+0
f (x) = L

�teme: Limita funkce f (x) pro x jdoucí k bodu x0 zprava je L.
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V�TA (Kolik má funkce v bod¥ x0 limit).
Funkce f (x) má v bod¥ x0 jednu nebo ºádnou limitu.

V�TA (Kdy má funkce v bod¥ x0 limitu). Funkce f (x)má v bod¥ x0 limitu,
práv¥ tehdy kdyº ob¥ jednostranné limity (zleva i zprava) jsou si rovny. A
platí

lim
x→x−0

f (x) = lim
x→x+0

f (x) = lim
x→x0

f (x) = L.

Limita funkce f (x) neexistuje, kdyº limx→x−0
f (x) ̸= limx→x+0

f (x).

Aby existovala limita funkce f (x) v bod¥ x0, nemusí být v tomto bod¥
de�novaná. Musí v²ak být de�novaná v n¥jakém ryzím okolí tohoto bodu.
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Nevlastní limita funkce

DEFINICE (Nevlastní limita, nevlastní limita zleva a zprava).
Funkce má nevlastní limitu v bodech x0, x

−
0 , x

+
0 ∈ R, kdyº L = ∞ nebo

L = −∞.

x

y

x0 x0 + δx0 − δ

� limx→x0 f (x) = ∞
� limx→x0 f (x) = −∞

� limx→x−0
f (x) = ∞

� limx→x−0
f (x) = −∞

� limx→x+0
f (x) = ∞

� limx→x+0
f (x) = −∞
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Limita funkce v nevlastním bod¥

DEFINICE (Limita v nevlastním bod¥).
Funkce má limitu v nevlastním bod¥, kdyº x0 = ∞ nebo x0 = −∞.

x

y

L
L− ε

L+ ε
� limx→∞ f (x) = L

� limx→−∞ f (x) = L
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Nevlastní limita funkce v nevlastním bod¥

lim
x→∞

f (x) = ∞ lim
x→∞

f (x) = −∞
lim

x→−∞
f (x) = ∞ lim

x→−∞
f (x) = −∞

x

y
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P°íklad .
Ur£ete limity funkce zadané grafem v bodech x0 = −∞,−3,−1, 0, 1, 3,∞:

x

y

−3

1
1
3

3

2

−1 1

� limx→−∞ f (x) = 0

� limx→−3 f (x) =
1
3, (f (−3) = 1)

� limx→−1 f (x) = neexistuje

� limx→−1− f (x) = ∞
� limx→−1+ f (x) = −∞
� limx→0 f (x) = 0, (f (0) = 0)

� limx→1 f (x) = ∞
� limx→3 f (x) = neexistuje, (f (3) = 1

3)

� limx→3− f (x) = 1
3, limx→3+ f (x) = 2

� limx→∞ f (x) = ∞
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Spojitost funkce

DEFINICE (Spojitost v bod¥). Funkce f (x) je spojitá v bod¥ x0 ∈ R, jestliºe

lim
x→x0

f (x) = f (x0).

(Limita funkce v bod¥ x0 se rovná funk£ní hodnot¥ v bod¥ x0.)
Funkce f (x) je spojitá v bod¥ x0 ∈ R zleva (zprava), jestliºe

lim
x→x−0

f (x) = f (x0) ( lim
x→x+0

f (x) = f (x0)).

DEFINICE (Spojitost na intervalu). Funkce f (x) je spojitá na intervalu,
jestliºe je spojitá ve v²ech bodech tohoto intervalu.

V�TA. Základní elementární funkce a funkce, které vznikly sou£tem, rozdí-
lem, sou£inem, podílem a skládáním t¥chto funkcí jsou spojité ve v²ech bodech
svého de�ni£ního oboru.
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Body, v nichº funkce není spojitá, se nazývají body nespojitosti.

Body nespojitosti základních elementárních funkcí jsou body, v nichº tyto
funkce nejsou de�nované. Nap°íklad body nespojitosti funkce y = tg x jsou
body k · π2 , k ∈ Z. Body nespojitosti racionální lomené funkce jsou nulové
body jmenovatele.

To, ºe je funkce spojitá ve v²ech bodech intervalu, odpovídá na²í p°edstav¥
o tom, ºe grafem je £ára nakreslená plynulým nep°eru²ovaným tahem.
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Výpo£et limit funkcí

V�TA (Pravidla pro po£ítání limit). Nech´ f (x) a g(x) jsou funkce, které
mají limitu v bod¥ x0 ∈ R∗ a c ∈ R. Pak platí

1. lim
x→x0

c = c

2. lim
x→x0

c · f (x) = c · lim
x→x0

f (x)

3. lim
x→x0

(f (x)± g(x)) = lim
x→x0

f (x)± lim
x→x0

g(x)

4. lim
x→x0

(f (x) · g(x)) = lim
x→x0

f (x) · lim
x→x0

g(x)

5. lim
x→x0

f (x)

g(x)
=

limx→x0 f (x)

limx→x0 g(x)
, kde lim

x→x0
g(x) ̸= 0

P°i výpo£tu limity limx→x0 f (x) postupujeme tak, ºe nejd°íve dosadíme bod
x0 do funkce f (x).
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✠ Limita spojité funkce

Je-li funkce f (x) spojitá v x0, pak dostaneme po dosazení bodu x0 do
funkce funk£ní hodnotu, která je zárove¬ limitou funkce v daném bod¥.
Úlohy 1 .

1. limx→0
1−x2

x2−2
2. limx→π

2
x2 sin x 3. limx→1(x + 1) ln x

✠ Limita n¥kterých funkcí, dostaneme-li po dosazení

∥∥∥00∥∥∥
Funkce nejsou v x0 de�nované, ov²em její úpravou - krácením - a op¥tov-
ným dosazením limitu vypo£ítáme.
P°íklad .

limx→2
x2−4
x−2 =

∥∥∥00∥∥∥ = limx→2
(x−2)(x+2)

x−2 = limx→2(x + 2) = 4
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✠ Limita funkce, dostaneme-li po dosazení
∥∥a
0

∥∥, kde a ∈ R∗ ∖ {0}
Po£ítáme pomocí jednostranných limit, které se musí rovnat.
Úlohy 2 .
1. limx→0

1
x 2. limx→3

1
x−3 3. limx→−4

x+12
x+4 4. limx→5

6
(x−5)2

5. limx→−6
−8

(x+6)3
6. limx→2

x+8
2−x 7. limx→0

1
x2

8. limx→6
6

(6−x)4

✠ Limita polynomu a racionální lomené funkce pro x → ±∞
V�TA. Platí

lim
x→±∞

(a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an−1x + an) = lim
x→±∞

a0x
n

lim
x→±∞

a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an−1x + an
b0xm + b1xm−1 + · · · + bm−1x + bm

= lim
x→±∞

a0x
n

b0xm

Úlohy 3 .
1. limx→∞(x3+5x−6) 2. limx→−∞(3x2−x−5) 3. limx→−∞(2x5+1)

4. limx→∞ 3x3−2x+1
2x3+x2−x

5. limx→−∞ 7x3−x2+2
x2+2x+7

6. limx→∞ x2−x−8
3x4+4x
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✠ Limita základních elementárních funkcí pro x → ±∞
P°íklad .
1. limx→∞

√
x = ∞ 2. limx→−∞ 1

x = 0 3. limx→∞ 1
x2

= 0

4. limx→∞ ln x = ∞ 5. limx→−∞ ex = 0 6. limx→∞ ex = ∞
7. limx→∞ sin x = neexistuje 8. limx→−∞ cos x = neexistuje
9. limx→−∞ arctg x = −π

2 10. limx→∞ arctg x = π
2

11. limx→−∞ arccotg x = π 12. limx→∞ arccotg x = 0

✠ Limita sloºené funkce

P°i výpo£tu limity sloºené funkce

lim
x→x0

g(f (x))

postupujeme tak, ºe nejd°íve ur£íme limitu vnit°ní sloºky, tedy

lim
x→x0

g(f (x)) = g

(
lim
x→x0

f (x)

)
.
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Pokud

� limita funkce f (x) neexistuje
� funkce g(x) není v bod¥

(
limx→x0 f (x)

)
de�novaná,

pak limita sloºené funkce neexistuje.

Úlohy 4 .

1. limx→∞ sin(arctg x) 2. limx→∞ e
5x2+1
x2−8 3. limx→1 arctg

1
1−x

✠ Limita funkce, dostaneme-li po dosazení

∥∥∥00∥∥∥ nebo
∥∥±∞
±∞

∥∥
Po£ítáme pomocí derivací, viz následující kapitola.


