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Aproximace (odhad, p°iblíºení, nahrazení) funkce

V praxi mnohohrát aproximujeme danou funkci jinou funkcí - jednodu²²í.
Nej£asteji polynomem. Dv¥ základní metody pouºívané k nahrazení jsou

� aproximace Lagrangeovým polynomem,

� aproximace metodou nejmen²ích £tverc·.

Lagrange·v interpola£ní polynom

Interpolaci (nalezení p°ibliºné hodnoty) pouºíváme v p°ípad¥, ºe funkce f (x),
kterou chceme nahradit, je dána (n + 1) body

f (x) = {[x0, f (x0)], [x1, f (x1)], . . . , [xn, f (xn)]}.

Polynom P (x), kterým funkci nahradíme, t¥mito body prochází.
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Lagrange·v tvar tohoto polynomu je

Ln(x) = f (x0) · l0(x) + f (x1) · l1(x) + · · · + f (xn) · ln(x),
kde

lk(x) =
(x− x0) · (x− x1) . . . (x− xk−1) · (x− xk+1) . . . (x− xn)

(xk − x0) · (xk − x1) . . . (xk − xk−1) · (xk − xk+1) . . . (xk − xn)
.

V £itateli chybí £initel (x− xk) a ve jmenovateli (xk − xk).

P°íklad .
Napi²te Lagrange·v interpola£ní polynom, který aproximuje funkci

f (x) = {[−1, 2], [0, 4], [2, 0], [3, 4]}.
�e²ení. Funkce je dána 4 body, Lagrange·v polynom je stupn¥ maximáln¥
3 a má tvar

L3(x) = 2 · l0(x) + 4 · l1(x) + 0 · l2(x) + 4 · l3(x).
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Nyní sta£í sestavit a upravit koe�cienty lk(x)

l0(x) =
(x− 0)(x− 2)(x− 3)

(−1− 0)(−1− 2)(−1− 3)
=

x3 − 5x2 + 6x

−12

l1(x) =
(x + 1)(x− 2)(x− 3)

(0 + 1)(0− 2)(0− 3)
=

x3 − 4x2 + x + 6

6

l2(x) =
(x + 1)(x− 0)(x− 3)

(2 + 1)(2− 0)(2− 3)
=

x3 − 2x2 − 3x

−6

l3(x) =
(x + 1)(x− 0)(x− 2)

(3 + 1)(3− 0)(3− 2)
=

x3 − x2 − 2x

12
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a následn¥ do Lagrangeova polynomu dosadit

L3(x) = 2 · x
3 − 5x2 + 6x

−12
+ 4 · x

3 − 4x2 + x + 6

6
+

+0 · x
3 − 2x2 − 3x

−6
+ 4 · x

3 − x2 − 2x

12
=

5

6
x3 − 13

6
x2 − x + 4
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x3− 13
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x2−x+4
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Metoda nejmen²ích £tverc·

Pouºívá se pro aproximaci funkce dané tabulkou (n bod·), jsou-li hodnoty
f (xk) zatíºeny chybami (nap°íklad p°i m¥°ení) nebo je-li jich velký po£et.
V t¥chto p°ípadech nepoºadujeme, aby aproxima£ní funkce body souboru
procházela, ale prokládáme je polynomem nebo jinou funkcí tak, aby byla
bod·m �co nejblíºe� .
K aproximaci pouºíváme p°ímku, parabolu, exponenciální funkci atd. podle
toho, na jakou závislost mezi body souboru usuzujeme:

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

y= ax+b

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5
y= ax2+bx+c
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Metoda nejmen²ích £tverc· - u této metody se jako kritérium �co nejv¥t²ího
p°iblíºení� poºaduje, aby sou£et obsah· £tverc·, které mají vºdy jeden vr-
chol v kaºdém z bod· [x1, f (x1)], [x2, f (x2)], . . . , [xn, f (xn)] a druhý vrchol
na aproxima£ní funkci kolmo nad nebo pod daným bodem, byl co nejmen²í.

U p°ímky
y = ax + b, kde a, b ∈ R

vede tento poºadavek k rovnicím:

a

n∑
k=1

xk + b · n =

n∑
k=1

f (xk)

a

n∑
k=1

x2k + b

n∑
k=1

xk =

n∑
k=1

xk · f (xk)
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k=1 xk - sou£et x-ových sou°adnic bod· funkce f (x)

n - po£et bod· funkce f (x)∑n
k=1 f (xk) - sou£et y-ových sou°adnic bod· funkce f (x)∑n
k=1 x

2
k - sou£et druhých mocnic x-ových sou°adnic bod· funkce f (x)∑n

k=1 xk · f (xk) - sou£et sou£in· sou°adnic jednotlivých bod· funkce f (x)

P°íklad .
Aproximujte (nahra¤te) p°ímkou funkci

f (x) = {[−2,−1], [−1,−1], [0, 0], [2, 1], [3, 1], [4, 2]} .
�e²ení. Hledáme p°ímku y = ax+b. a, b ∈ R vypo£ítáme pomocí soustavy

a

n∑
k=1

xk + b · n =

n∑
k=1

f (xk)

a

n∑
k=1

x2k + b

n∑
k=1

xk =

n∑
k=1

xk · f (xk)

a jiº víme, ºe n = 6 (po£et bod·).
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x f (x) x2 x · f (x)
-2 -1 4 2

-1 -1 1 1

0 0 0 0

2 1 4 2

3 1 9 3

4 2 16 8∑6
k=1 6

∑6
k=1 2

∑6
k=1 34

∑6
k=1 16

a · 6 + b · 6 = 2

a · 34 + b · 6 = 16

S£ítací nebo dosazovací metodou vypo£ítáme:

a =
1

2
, b = −1

6
, y =

1

2
x− 1

6

x

y

0
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Úlohy 1 .
Napi²te Lagrange·v interpola£ní polynom, který aproximuje funkci
1. f (x) = {[1,−1], [2, 0], [4, 1]}
2. f (x) = {[1, 2], [3, 1], [5, 8]}

Úlohy 2 .
Aproximujte p°ímkou funkci metodou nejmen²ích £tverc·
1. f (x) = {[0, 0], [1, 1], [2, 0], [3, 3], [4, 2], [5, 2], [6, 3]}
2. f (x) = {[−1, 2], [−2, 1], [1, 0], [2, 0], [4,−1], [5,−1]}


