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Derivace a její geometrický význam

Lineární funkce: y = ax + b, kde a, b ∈ R
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�íslu a °íkáme sm¥rnice p°ímky a je ur£ena vztahem

a = tgφ.

φ je úhel, který tato p°ímka svírá s kladným sm¥rem osy x.
P°ímka je dána bu¤ dv¥ma body nebo jedním bodem [x0, f (x0)] a úhlem φ.
V tomto p°ípad¥ má p°ímka rovnici

y = a · (x− x0) + f (x0), kde a = tgφ.
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P°íklad . Napi²te rovnici te£ny funkce f (x) v bod¥ [x0, f (x0)].
(Te£na funkce - p°ímka, která se dotýká funkce v jednom bod¥ [x0, f (x0)].)
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�e²ení. Te£na má rovnici y = a · (x− x0) + f (x0) , kde a = tgφ. My v²ak
úhel φ neznáme, tedy nem·ºeme vypo£ítat sm¥rnici a.

Zvolíme si je²t¥ jeden bod na funkci a sestrojíme se£nu funkce v bodech
[x0, f (x0)] a [x0+h, f (x0+h)] (p°ímku, která t¥mito dv¥ma body prochází).
Reálné £íslo h si zvolíme libovoln¥.
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Sm¥rnice se£ny je

tg ϕ =
f (x0 + h)− f (x0)

h

(z pravoúhlého trojúhelníku tg ϕ = protilehlá
p°ilehlá

).

Kdyº se bude bod x0 + h blíºit k bodu x0, coº znamená, ºe h se bude blíºit
k nule, tak tato se£na p°ejde postupn¥ v te£nu v bod¥ [x0, f (x0)].
Sm¥rnici te£ny v bod¥ [x0, f (x0)] tedy m·ºeme vyjád°it pomocí limity

a = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
.

(Této limit¥, pokud existuje, budeme °íkat derivace funkce f (x) v bod¥ x0.)
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DEFINICE (Derivace v bod¥). f (x) je funkce a x0 ∈ D(f ). Existuje-li limita

lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
,

nazýváme ji derivace funkce f (x) v bod¥ x0 a zna£íme ji f ′(x0).

Kdyº ozna£íme x = x0 + h, m·ºeme vyjád°it p°edchozí de�nici ve tvaru

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x− x0
.

Geometrický význam derivace. Derivace funkce f (x) v bod¥ x0, £ili f ′(x0),
je sm¥rnice te£ny funkce f (x) v tomto bod¥ x0.

Te£na ke grafu funkce f (x) v bod¥ [x0, f (x0)] je p°ímka, která má rovnici

y = f ′(x0) · (x− x0) + f (x0).
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Fyzikální význam derivace. Derivace funkce f (x) v bod¥ x0, £ili f ′(x0), vy-
jad°uje okamºitou rychlost zm¥ny funk£ní hodnoty funkce f v bod¥ x0.

To znamená, je-li f ′(x0) = c ∈ R, potom na jednu jednotku zm¥ny hodnoty
nezávisle prom¥nné x p°ipadá c jednotek zm¥ny závisle prom¥nné y.

� Okamºitá rychlost v £ase t0 je derivací dráhy podle £asu

v(t0) = s′(t0).

� Okamºité zrychlení v £ase t0 je derivací rychlosti podle £asu

a(t0) = v′(t0).

� Jestliºe je veli£ina m funkcí £asu t, pak okamºitá zm¥na v této
veli£iny m v £ase t0 je dána derivací

v(t0) = m′(t0).
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V�TA (Vztah mezi derivací v bod¥ x0 a spojitostí v bod¥ x0).
Má-li funkce f (x) v bod¥ x0 derivaci, pak je v tomto bod¥ spojitá.

DEFINICE (Derivace jako funkce). Má-li funkce f (x) derivaci ve v²ech bo-
dech mnoºiny M , pak de�nujeme na této mnoºin¥ funkci, která kaºdému
bodu z M p°i°adí derivaci v tomto bod¥. Tato funkce se nazývá derivace
funkce f (x) a zna£í se f ′(x). (Jiné zna£ení: y′, dfdx,

dy
dx.)

Pravidla pro derivování

u, v jsou funkce, c ∈ R. Pak platí

P1 (c · u)′ = c · (u)′

P2 (u± v)′ = (u)′ ± (v)′

P3 (u · v)′ = (u)′ · (v) + (u) · (v)′

P4
(u
v

)′
=

(u)′ · (v)− (u) · (v)′

v2
, kde v ̸= 0.
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Vzorce pro derivování

c ∈ R. Pak platí

V 1 (c)′ = 0 V 8 (cos x)′ = − sin x

V 2 (xn)′ = n · xn−1 V 9 (tg x)′ =
1

cos2 x

V 3 (ex)′ = ex V 10 (cotg x)′ = − 1

sin2 x

V 4 (ax)′ = ax · ln a V 11 (arcsin x)′ =
1√

1− x2

V 5 (ln x)′ =
1

x
V 12 (arccos x)′ = − 1√

1− x2

V 6 (loga x)
′ =

1

x ln a
V 13 (arctg x)′ =

1

1 + x2

V 7 (sin x)′ = cos x V 14 (arccotg x)′ = − 1

1 + x2
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Úlohy 1 .
Derivujte:
1. y = 2 sin x 2. y = 5x + x5 3. y = tg x− cotg x 4. y =

√
x arcsin x

5. y = ex

cos x 6. y = sin x(x3−13) 7. y = x2arctg x
x2+x−9 8. y =

3√
x4·ln x·arccotg x

Derivace sloºené funkce

Pro sloºenou funkci platí

(g(f (x)))′ = g′(f (x)) · f ′(x).
Derivujeme postupn¥ jednotlivé sloºky a mezi nimi pí²eme násobení.
Podobn¥ (h(g(f (x))))′ = h′(g(f (x))) · g′(f (x)) · f ′(x).

Úlohy 2 .
Derivujte:
1. y = sin x2 = sin(x2) 2. y = sin2 x = (sin x)2 3. y =

√
arctg x3

4. y = ln cos ex
6
= ln(cos(e(x

6))) 5. y = (sin
√
ln x)5 6. y = 10x

4
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Derivace vy²²ích °ád·

DEFINICE (Druhá derivace, t°etí derivace, . . . ).
Druhou derivací funkce f (x) rozumíme funkci

f ′′(x) = (f ′(x))′,

tj. derivaci první derivace.
Obecn¥ n-tou derivací funkce f (x) rozumíme funkci f (n) = (f (n−1))′.

Úlohy 3 .
Vypo£ítejte derivaci druhého °ádu:
1. y = x3 + x2 + x− 1 2. y = x2

x2−1
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Úlohy 4 .
Derivujte:
1. y =

√
6x2 + 5x− 9 2. y = ln 1−x

1+x 3. y = cos2
√
x+1√
x

4. y =
√
1−x2

arcsin x

5. y = 1√
3
arctg x

√
3

1−x5 6. y = 3x3 arcsin x + (x2 + 2)
√
1− x2

P°íklad . Ur£ete derivaci funkce y = 1−2x
x3

v bod¥ x0 = −1.
�e²ení.

y′ =
(
1− 2x

x3

)′
=

(1− 2x)′x3 − (1− 2x)(x3)′

(x3)2
=
−2x3 − (1− 2x)3x2

x6
=

=
−2x3 − 3x2 + 6x3

x6
=

4x3 − 3x2

x6
=

4x− 3

x4

y′(−1) = 4 · (−1)− 3

(−1)4
= −7


