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Tento text je primárně určen pro posluchače základńıch kurz̊u matematiky na Agronomické
fakultě Mendelovy univerzity v Brně, nicméně je použitelný jako doplňuj́ıćı text pro každý
kurz základ̊u matematiky. Jsou zde zahrnuty základy lineárńı algebry, diferenciálńıho počtu
a integrálńıho počtu včetně řešených př́ıklad̊u i př́ıklad̊u k procvičeńı.

Ćılem tohoto kurzu je předevš́ım to, aby posluchači źıskali povědomı́ o základńıch nástroj́ıch
v matematice, byli schopni dále prohlubovat své znalosti ve směru daném jejich specializaćı
a tyto bezchybně použ́ıvat, nebot’ ke správné volbě metody, rozplánováńı experimentu, nebo
např́ıklad vyhodnoceńı výstupu je nutná nejen povrchńı znalost typu ’vstup/výstup’, ale také
logika a d̊ukladné porozuměńı vnitřńım princip̊um metod.

Na konci každé kapitoly je uvedena ukázka zadáńı př́ıklad̊u typických pro danou kapitolu ve
formě vhodné pro Wolfram|Alpha, což je odpov́ıdaćı stroj volně dostupný na adrese

http://www.wolframalpha.com/

Výhodou Wolfram|Alpha oproti programům určeným k řešeńı matematických úloh je jeho
dostupnost v śıti bez instalace a také jeho univerzálnost. Otázka nemuśı být zadaná přesně
daným zp̊usobem a často dokonce ani úplně jednoznačně — stroj najde nejpravděpodobněǰśı
interpretaci otázky a zobraźı výsledek, př́ıpadně sám upozorńı na možné jiné interpretace.
Toto nefunguje jen pro matematické výpočty, ale pro otázky všeho druhu. Je tedy možné
zeptat se nejen na výsledek početńıho př́ıkladu, ale také na definici neznámého pojmu, nebo
třeba na počaśı v Amsterdamu. Při použ́ıváńı doporučuji vždy kontrolovat, jaká interpretace
otázky byla použita. Např́ıklad zadáńım ’weather Amsterdam’ źıskáte předpověd’ počaśı pro
Amsterdam v Nizozemı́ a ostatńı Amsterdamy jsou zobrazeny jako daľśı možné interpretace.
Také proto je vhodné si Wolfram|Alpha před řešeńım matematických úloh uvedených v textu
vyzkoušet zadáváńım jiných dotaz̊u (od ’How are you?’ po ’5%=123, 72%=?’) a sledováńım
odpověd́ı. V odpověd́ıch je většinou obsaženo mnohem v́ıce informaćı, než bylo požadováno.
Např. v odpovědi na otázka ohledně vlastńıch č́ısel matice (viz str. 40) jsou obsaženy i př́ıslušné
vlastńı vektory. Doporučuji vyzkoušet Wolfram|Alpha na řešeńı všech př́ıklad̊u uvedených v
textu. T́ım źıskáte představu jak vypadá odpověd’ např. když řešeńı neexistuje, nebo při
nevhodné formě zadáńı. Za povšimnut́ı stoj́ı také možnosti typu ’More digits’, nebo ’Show
steps’, které jsou u některých odpověd́ı k dispozici. Zvláště zobrazeńı krok̊u při řešeńı př́ıklad̊u
může být velmi užitečné (zde ale pozor — zp̊usob výpočtu, který si vybere stroj, je většinou
ten, který lze nejsnadněji algoritmizovat, což nemuśı být nejlepš́ı zp̊usob jak př́ıklad poč́ıtat
ručně).

Na závěr si uved’me několik ukázek jak zadávat početńı operace:

• Početńı operace.

12 + 5 * 3 - 2^3

2 * (1 - 3 / (5 + 1))

• Daľśı početńı operace (hvězdička jako násobeńı může být vynechána, nedojde-li k ne-
dorozuměńı).
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5*8^(1/3)

5 (8)^(1/3)

• Procenta.

20% = 120, 50% = ?

• Poměr.

52:32
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§ 5.5 Př́ıklady k procvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

§ 5.6 Wolfram|Alpha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

6 Soustavy lineárńıch rovnic II 37
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1 Úvod

§ 1.1 Symboly

A ∧B A a současně B (současná platnost, konjunkce)
A ∨B A nebo B (disjunkce)
A⇒ B A z toho plyne B; plat́ı-li A, potom plat́ı B (implikace)
A⇔ B A právě tehdy když B; (ekvivalence, A⇔ B = (A⇒ B) ∧ (B ⇒ A))
∀ pro všechna (obecný kvantifikátor)
∃ existuje (existenčńı kvantifikátor)
∃! existuje právě jeden
@ neexistuje
∈ je prvkem
6∈ neńı prvkem
A = {a, b, c} množina A s prvky a, b, c
∅ prázdná množina
{x ∈M : V (x)} množina takových x z množiny M , které splňuj́ı vlastnost V (x)
[x1, x2, . . . , xn] uspořádaná n-tice
A×B kartézský součin množin A a B; A×B = {[a, b] : a ∈ A, b ∈ B}
An n-tá kartézská mocnina množiny A; An = A×A× · · · ×A
A ⊆ B množina A je podmnožinou množiny B;

množina A je obsažena v množině B (je povolena rovnost)
A ⊂ B množina A je vlastńı podmnožinou množiny B (neńı povolena rovnost)
A ∩B pr̊unik množin A,B (x ∈ A ∩B ⇔ x ∈ A ∧ x ∈ B)
A ∪B sjednoceńı množin A,B (x ∈ A ∪B ⇔ x ∈ A ∨ x ∈ B)
f : A→ B zobrazeńı f z množiny A do množiny B
y = f(x) hodnota zobrazeńı (funkce) f v bodě x; funkce f nezávisle proměnné x

(zde y je závisle proměnná)
(f ◦ g)(x), f(g(x)) složené zobrazeńı (funkce) f po g
a = b a je rovno b
a 6= b a neńı rovno b; a je r̊uzné od b
a ≈ b a je přibližně rovno b
a
.
= b a je po zaokrouhleńı rovno b

a < b a je menš́ı než b
a > b a je větš́ı než b
a ≤ b a je menš́ı nebo rovno b
a ≥ b a je větš́ı nebo rovno b
(a, b) otevřený interval od a do b; {x ∈ R : a < x < b}

1



2 KAPITOLA 1. ÚVOD

[a, b] uzavřený interval od a do b; {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}
(a, b] zleva otevřený a zprava uzavřený interval od a do b;

{x ∈ R : a < x ≤ b} (též polootevřený)
[a, b) zleva uzavřený a zprava otevřený interval od a do b;

{x ∈ R : a ≤ x < b} (též polouzavřený)
n! n faktoriál (0! = 1, 1! = 1, 2! = 2 · 1, 3! = 3 · 2 · 1, . . .)
|a| absolutńı hodnota č́ısla a; velikost č́ısla a (vzdálenost od počátku)
max maximum
min minimum
b∑
i=a

xi součet xa + xa+1 + · · ·+ xb−1 + xb

b∏
i=a

xi součin xa · xa+1 · · · · · xb−1 · xb
∞ nekonečno
e Eulerovo č́ıslo (e = 2, 718 281 828 . . .);

základ přirozeného logaritmu
π Ludolfovo č́ıslo (π = 3, 141 592 654 . . .);

poměr obvodu kruhu k jeho pr̊uměru
i imaginárńı jednotka (i =

√
−1, tj. i2 = −1)

z = a+ bi komplexńı č́ıslo z, kde Re z = a, Im z = b
Re z reálná část komplexńıho č́ısla z
Im z imaginárńı část komplexńıho č́ısla z
z̄ komplexně sdružené č́ıslo ke komplexńımu č́ıslu z;

(z = a+ bi⇒ z̄ = a− bi)
~v vektor
~0 nulový vektor
−~v opačný vektor k vektoru ~v
〈~u,~v〉 = ~u · ~v skalárńı součin vektor̊u ~u a ~v
Matm×n(R) množina matic o m řádćıch a n sloupćıch s reálnými prvky
ai,j , aij prvek matice A z řádku i a sloupce j
O nulová matice
Om×n nulová matice o m řádćıch a n sloupćıch
I jednotková matice
In jednotková matice o n řádćıch a n sloupćıch
A−1 inverzńı matice k matici A
AT transponovaná matice k matici A
h(A) hodnost matice A
|A|, detA determinant matice A
A ∼ B matice A ekvivalentńı s matici B
sgnx signum (znaménko) č́ısla x
x→ a x se bĺıž́ı k a
x→ a+ x se bĺıž́ı k a zprava
x→ a− x se bĺıž́ı k a zleva
lim
x→a

f(x) limita funkce f pro x bĺıž́ıćı se k a

lim
x→a+

f(x) limita funkce f pro x bĺıž́ıćı se k a zprava (jednostranná limita)
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lim
x→a−

f(x) limita funkce f pro x bĺıž́ıćı se k a zleva (jednostranná limita)

D(f) definičńı obor funkce f
H(f) obor hodnot funkce f
f(a) hodnota funkce f v bodě x = a
f(x)|x=a dosazeńı č́ısla a za nezávisle proměnnou x do funkce f ; f(a)

f ′(x), df
dx , y

′ derivace funkce f podle nezávisle proměnné x

f ′′(x), d2f
dx2

, y′′ druhá derivace funkce f podle nezávisle proměnné x

f (n)(x), dnf
dxn , y

(n) n-tá derivace funkce f podle nezávisle proměnné x
df diferenciál funkce f
dx diferenciál argumentu x (nezávisle proměnné)
[x, f(x)] = [x, y] bod grafu funkce f o souřadnićıch x, y
Oδ(x0) δ-okoĺı bodu x0; (x0 − δ, x0 + δ)

Ôδ(x0) prstencové (ryźı) δ-okoĺı bodu x0; (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ)
O−δ (x0) levé δ-okoĺı bodu x0; (x0 − δ, x0]
O+
δ (x0) pravé δ-okoĺı bodu x0; [x0, x0 + δ)

Ô−δ (x0) levé prstencové δ-okoĺı bodu x0; (x0 − δ, x0)

Ô+
δ (x0) pravé prstencové δ-okoĺı bodu x0; (x0, x0 + δ)∫
f(x)dx primitivńı funkce k funkci f ; (neurčitý) integrál funkce f

b∫
a
f(x)dx Riemann̊uv (určitý) integrál funkce f od a do b

[F (x)]ba = F (x)|ba F (b)− F (a)

§ 1.2 Č́ıselné obory1

• Přirozená č́ısla: N = {1, 2, 3, . . .}.

• Celá č́ısla: Z = {z = n ∨ z = −n ∨ z = 0 : n ∈ N} = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}.

• Racionálńı č́ısla: Q = {q = z
n : z ∈ Z, n ∈ N}.

Č́ısla, která nejsou racionálńı, tj. nelze je vyjádřit jako pod́ıl celého a přirozeného č́ısla,
nazýváme iracionálńı a znač́ıme I.

• Reálná č́ısla: R = Q ∪ I.
K reálným č́ısl̊um lze jednoznačně přǐradit všechny body nekonečné př́ımky (č́ıselné osy)
dle jejich vzdálenosti od počátku.

• Komplexńı č́ısla: C = {z = a+ bi : a, b ∈ R, i2 = −1}.
Komplexńım č́ıslem z nazýváme uspořádanou dvojici reálných č́ısel [a, b] a ṕı̌seme z =
[a, b] = a+ bi. Č́ıslu a ř́ıkáme reálná část komplexńıho č́ısla z (Re z), č́ıslu b imaginárńı
část komplexńıho č́ısla z (Im z).

1Bůh stvořil přirozená č́ısla, vše ostatńı už je výtvorem člověka. (Leopold Kronecker)
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Poznámka. Občas se použ́ıvaj́ı např. pouze kladná reálná č́ısla včetně, nebo bez nuly apod.
Proto označ́ıme:

. N0 = N ∪ {0},

. Z+ = {x ∈ Z : x > 0}, Z− = {x ∈ Z : x < 0},

. Z+
0 = {x ∈ Z : x ≥ 0}, Z−0 = {x ∈ Z : x ≤ 0},

. Q+ = {x ∈ Q : x > 0}, Q− = {x ∈ Q : x < 0},

. Q+
0 = {x ∈ Q : x ≥ 0}, Q−0 = {x ∈ Q : x ≤ 0},

. R+ = {x ∈ R : x > 0}, R− = {x ∈ R : x < 0},

. R+
0 = {x ∈ R : x ≥ 0}, R−0 = {x ∈ R : x ≤ 0},

. R∗ = R ∪ {−∞,∞} (tzv. rozš́ı̌rená množina reálných č́ısel).
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2 Vektory

§ 2.1 Vektorový prostor

Veličiny, kterými popisujeme svět kolem nás lze rozdělit do dvou skupin:

• Skalárńı veličiny (skaláry)
– jsou plně určeny jediným č́ıselným údajem udávaj́ıćım jejich velikost
– teplota, hmotnost, množstv́ı,. . .

• Vektorové veličiny (vektory)
– k jejich popisu je třeba v́ıce č́ısel v určeném pořad́ı
– rychlost, śıla (velikost a směr), poloha (souřadnice), barevný odst́ın (souřadnice RGB,
CMYK), stav populace (počet a čas), . . .

Necht’ n ∈ N. Uspořádanou n-tici reálných č́ısel v1, v2, . . . , vn

~v =


v1

v2
...
vn

 ∈ Rn

nazýváme (reálným) vektorem. Č́ıslo n potom nazýváme dimenźı (rozměrem) vek-
toru ~v a č́ısla v1, v2, . . . , vn nazýváme složky vektoru ~v.

Definice 1 (Vektor).

Poznámka. Vektory se v literatuře někdy zapisuj́ı do řádku, tj. ~v = (v1, v2, . . . , vn). Je-li
potom potřeba použ́ıt ho jako sloupec, použ́ıvá se na něj operace transpozice (viz dále v části
o matićıch, kdy je na vektor nahĺıženo jako na matici o jediném řádku/sloupci), podobně
obráceně.

5
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• Sč́ıtáńı vektor̊u definujeme po složkách, tj. pro ~v, ~w ∈ Rn máme

~v + ~w =


v1

v2
...
vn

+


w1

w2
...
wn

 =


v1 + w1

v2 + w2
...

vn + wn

 ∈ Rn.

Je zřejmé, že je možné sč́ıtat pouze vektory o stejné dimenzi.

• Násobeńı vektoru ~v ∈ Rn skalárem α ∈ R definujeme tak, že každou složku vektoru ~v
vynásob́ıme skalárem α, tj.

α~v = α


v1

v2
...
vn

 =


αv1

αv2
...

αvn

 ∈ Rn.

Vektor

~0 =


0
0
...
0


nazýváme nulový vektor.

Definice 2 (Nulový vektor).

Pro libovolné α ∈ R, ~v ∈ Rn plat́ı:

• ~v +~0 = ~v,

• α~0 = ~0.

Vektor −~v = −1~v nazýváme opačný vektor k vektoru ~v.

Definice 3 (Opačný vektor).

Plat́ı

~v + (−~v) = ~v − ~v = ~0.
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Pro všechny vektory ~v, ~w ∈ Rn a skaláry α, β ∈ R plat́ı:

(i) ~v + ~w = ~w + ~v,

(ii) α~v = ~vα,

(iii) α(~v + ~w) = α~v + α~w,

(iv) (α+ β)~v = α~v + β~v,

(v) α(β~v) = (αβ)~v,

(vi) 1~v = ~v.

Vlastnosti operaćı na vektorech

Množinu všech n-rozměrných vektor̊u s operacemi sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı vektoru
reálným č́ıslem nazýváme n-rozměrný vektorový prostor.

Definice 4 (Vektorový prostor).

Poznámka. Vektorový prostor je uzavřen na operace sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı vektoru
reálným č́ıslem. Tj. je-li V vektorový prostor, ~v, ~w ∈ V , a, b ∈ R, pak

• ~v + ~w ∈ V ,

• a~v ∈ V ,

• a~v + b~w ∈ V .

Geometricky lze vektory (dimenze 2 a 3) zobrazit jako orientované pr̊uvodiče bod̊u (v rovině,
nebo v prostoru). Na obr. 2.1 jsou zobrazeny vektory ~v =

(
2
2

)
a ~w =

(
3
1

)
.

Obr. 2.1: Vektory v rovině.

Operaci sč́ıtáńı vektor̊u lze snadno znázornit pomoćı tzv. rovnoběžńıkového pravidla (viz
obr. 2.2). Násobeńı konstantou α ∈ R geometricky znamená prodloužeńı vektoru (pro α > 1),
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žádnou změnu (pro α = 1), nebo jeho zkráceńı (pro α < 1) při zachováńı jeho směru.
Vynásobeńı zápornou konstantou nav́ıc vektor otáč́ı (viz obr. 2.3).

Obr. 2.2: Sč́ıtáńı vektor̊u. Obr. 2.3: Násobeńı vektoru konstantou.

Vektor lze zadat také pomoćı jeho počátečńıho a koncového bodu. Vektor ~w =
−−→
AB = B − A

je orientovaná úsečka z bodu A do bodu B, viz obr. 2.4.

Obr. 2.4: Vektor ~w = B −A.

Poznámka. Protože vektor je dán jen svou velikost́ı a směrem, zelené šipky na obr. 2.4 jsou
jen r̊uzná umı́stěńı téhož vektoru ~w =

(
1
−1

)
.

Necht’ ~v1, ~v2, . . . , ~vm ∈ Rn a α1, α2, . . . , αm ∈ R. Vektor

~w = α1~v1 + α2~v2 + · · ·+ αm~vm =
m∑
i=1

αi~vi

nazýváme lineárńı kombinace vektor̊u ~v1, ~v2, . . . , ~vm.

Definice 5 (Lineárńı kombinace).

Př́ıklad 1. Vektor ~w =

−1
5
4

 je lineárńı kombinaćı vektor̊u ~u =

1
2
3

 ~v =

−3
1
−2

, nebot’
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2~u+ ~v = 2

1
2
3

+

−3
1
−2

 =

2 · 1 + (−3)
2 · 2 + 1

2 · 3 + (−2)

 =

−1
5
4

 = ~w.

Řekneme, že vektory ~v1, ~v2, . . . , ~vm ∈ Rn jsou lineárně závislé, jestliže je jeden z
těchto vektor̊u lineárńı kombinaćı ostatńıch. V opačném př́ıpadě řekneme, že jsou
lineárně nezávislé.

Definice 6 (Lineárńı závislost).

Plat́ı 1. Vektory ~v1, ~v2, . . . , ~vm ∈ Rn jsou lineárně závislé právě tehdy, když existuj́ı taková
č́ısla α1, α2, . . . , αm ∈ R, že aspoň jedno z nich je nenulové a plat́ı

m∑
i=1

αi~vi = α1~v1 + α2~v2 + · · ·+ αm~vm = ~0.

Poznámka. Vektory ~v1, ~v2, . . . , ~vm ∈ Rn jsou zcela jistě závislé, jestliže:

• je mezi nimi aspoň jeden nulový vektor,

• jsou mezi nimi aspoň dva vektory stejné,

• jeden z daných vektor̊u je násobkem jiného,

• m > n (vektor̊u je větš́ı počet, než je jejich dimenze).

Př́ıklad 2. Vektory ~u =

1
2
3

 , ~v =

−3
1
−2

 a ~w =

−1
5
4

 jsou lineárně závislé, nebot’ ~w =

2~u+ ~v, tj.
2~u+ ~v − ~w = ~0.

Necht’ ~v, ~w ∈ Rn. Č́ıslo

〈~v, ~w〉 = ~v · ~w = v1w1 + v2w2 + · · ·+ vmwm =

m∑
i=1

viwi

nazýváme skalárńı součin vektor̊u ~v, ~w.

Definice 7 (Skalárńı součin).

Př́ıklad 3.

〈

−3
7
−2

 ,

−1
5
4

〉 = (−3) · (−1) + 7 · 5 + (−2) · 4 = 3 + 35− 8 = 30.
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§ 2.2 Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad 4. Jsou dány vektory

u =

 2
3
−5

 , v =

−1
4
0

 , w =

1
2
1

 .

Spočtěte:

(i) 5w − u,

(ii) 3u− 2v + w,

(iii) 〈u, v〉 = u · v,

(iv) 〈2u− w,−v〉 = (2u− w) · (−v).

§ 2.3 Wolfram|Alpha

• Součet vektor̊u.

(1,3,2) + (-2,4,5)

• Násobeńı vektoru konstantou.

-2 (-1,0,2)

• Lineárńı kombinace vektor̊u.

4 (-1,0,2) -3 (5,4,-6)

• Skalárńı součin.

(-1,0,2).(5,4,-6)

• Lineárńı (ne)závislost.

linear independence (-1,0,2),(5,4,-6),(1,2,3),(0,2,5)
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3 Matice

§ 3.1 Definice a operace

(Reálnou) matićı typu m× n rozumı́me obdélńıkové č́ıselné schéma

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 ,

kde č́ısla aij ∈ R, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, nazýváme prvky matice A. Množinu
všech matic typu m × n znač́ıme Matm×n(R). Matici A s prvky aij znač́ıme také
A = (aij).

Definice 8 (Matice).

Poznámka. V předchoźı definici m znač́ı počet řádk̊u a n počet sloupc̊u matice A. Prvek aij
se nacháźı v i-tém řádku a j-tém sloupci matice A.

• Sč́ıtáńı matic stejných rozměr̊u definujeme po složkách, tj. pro A,B ∈ Matm×n(R)
máme

A+B = (aij) + (bij) = (aij + bij) ∈Matm×n(R).

Př́ıklad 5. 2 −1
0 1
5 3

+

−2 7
4 −2
1 8

 =

2− 2 −1 + 7
0 + 4 1− 2
5 + 1 3 + 8

 =

0 6
4 −1
6 11


Př́ıklad 6. (

5 0
4 1

)
+

(
7 2 5
4 1 0

)
= Nelze seč́ıst, matice maj́ı r̊uzné rozměry.

• Násobeńı matice A ∈ Matm×n(R) skalárem α ∈ R definujeme tak, že každou složku
matice A vynásob́ıme skalárem α, tj.

αA = α(aij) = (αaij) ∈Matm×n(R).

11
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Př́ıklad 7.

7

−2 7
4 −1
1 8

 =

7 · (−2) 7 · 7
7 · 4 7 · (−1)
7 · 1 7 · 8

 =

−14 49
28 −7
7 56



Pro všechny matice A,B ∈Matm×n(R) a skaláry α, β ∈ R plat́ı:

(i) A+B = B +A,

(ii) αA = Aα,

(iii) α(A+B) = αA+ αB,

(iv) (α+ β)A = αA+ βA,

(v) α(βA) = (αβ)A,

(vi) 1A = A.

Vlastnosti operaćı na matićıch

Necht’ A = (aij) ∈Matm×n(R).

• Plat́ı-li m = n, nazýváme matici A čtvercová matice řádu m (řádu n).

• Prvky aii čtvercové matice nazýváme prvky hlavńı diagonály.

• Matice, jej́ıž všechny prvky jsou nulové, nazýváme nulová matice a znač́ıme
O.

• Čtvercovou matici, která má na hlavńı diagonále jedničky a všude jinde nuly,
nazýváme jednotkovou matićı a znač́ıme I.

• Matici, jej́ıž každý řádek zač́ıná větš́ım počtem nul než řádek přecházej́ıćı,
nazýváme schodovitou matićı.

• Matici
AT = (aji) ∈Matn×m(R)

nazýváme transponovaná matice k matici A. (Transponovaná matice vznikne
záměnou řádk̊u a sloupc̊u p̊uvodńı matice.)

Definice 9.

Př́ıklad 8. Jsou dány matice

A =

(
1 0
0 1

)
, B =

(
1 2 3
0 0 −4

)
, C =

2 −1 0
0 1 3
0 1 0

 , D =

1 0
2 0
3 −4

 .

• Matice A je čtvercovou matićı řádu 2, je to jednotková matice a je schodovitá.

• Matice B je schodovitá.
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• Matice C je čtvercová řádu 3, neńı schodovitá.

• Matice D je transponovaná k matici B, tj. D = BT a B = DT .

Necht’ matice A je typu m× p a B je matice typu p × n. Součinem matic A a B

(v tomto pořad́ı) rozumı́me matici C typu m× n, pro jej́ıž prvky plat́ı

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · · aipbpj =

=

p∑
k=1

aikbkj ,

pro i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Ṕı̌seme C = AB

Definice 10 (Násobeńı matic).

Poznámka. Při násobeńı matic v předchoźı definici vznikl prvek cij jako skalárńı součin i-tého
řádku matice A a j-tého sloupce matice B.

Př́ıklad 9.3 0 −2
1 4 3
2 7 1

 ·
2 1

0 −4
5 9

 =

=

3 · 2 + 0 · 0 + (−2) · 5 3 · 1 + 0 · (−4) + (−2) · 9
1 · 2 + 4 · 0 + 3 · 5 1 · 1 + 4 · (−4) + 3 · 9
2 · 2 + 7 · 0 + 1 · 5 2 · 1 + 7 · (−4) + 1 · 9

 =

−4 −15
17 12
9 −17


2 1

0 −4
5 9

 ·
3 0 −2

1 4 3
2 7 1

 =×

Matice nelze násobit, nemaj́ı správné rozměry [(3× 2)(3× 3)].

Necht’ A, B, C jsou matice vhodných rozměr̊u. Pak plat́ı

(AB)C = A(BC),

A(B + C) = AB +AC,

(A+B)C = AC +BC.

Věta 1.

Poznámka. Součin matic neńı komutativńı, tj. obecně nelze zaměňovat pořad́ı násobeńı matic.
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Necht’ A ∈Matm×n(R). Potom plat́ı A · In = A, Im ·A = A.

Věta 2.

Následuj́ıćı úpravy matic nazýváme ekvivalentńı řádkové operace (úpravy)

• výměna dvou řádk̊u,

• vynásobeńı řádku nenulovým č́ıslem,

• přičteńı jednoho řádku k jinému,

• vynecháńı nulového řádku.

Řekneme, že matice A a B jsou ekvivalentńı a ṕı̌seme A ∼ B, jestliže lze matici A
převést konečným počtem ekvivalentńıch úprav na matici B.

Definice 11 (EŘO).

Každou matici lze konečným počtem ekvivalentńıch řádkových úprav převést do
schodovitého tvaru.

Věta 3.

§ 3.2 Gaussova eliminačńı metoda

Pomoćı Gaussovy eliminačńı metody (GEM) lze převést libovolnou matici do schodovitého
tvaru.
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(i) V matici najdeme sloupec nejv́ıce vlevo s alespoň jedńım nenulovým prvkem.

(ii) Zvoĺıme v tomto sloupci jeden z nenulových prvk̊u (tzv. pivota) a přemı́st́ıme
řádek, ve kterém se nacháźı, na pozici prvńıho řádku (pomoćı výměny řádk̊u).

(iii) Pomoćı EŘO vynulujeme prvky pod pivotem. Vznikne-li nulový řádek, vy-
necháme ho.

(iv) Kroky (i)–(iii) opakujeme na podmatici vzniklé z p̊uvodńı matice vynecháńım
řádku s pivotem.

(v) Postup opakujeme, dokud neńı matice ve schodovitém tvaru

Postup

Poznámka. Kdykoliv během postupu můžeme některý řádek vynásobit, nebo vydělit vhodným
č́ıslem tak, abychom matici zjednodušili.

Př́ıklad 10.

A =

 0 −1 2 6

1 3 −3 0
2 1 4 1

 I ↔ II ∼

 1 3 −3 0
0 −1 2 6
2 1 4 1


III − 2 · I

∼

1 3 −3 0

0 -1 2 6
0 −5 10 1


III − 5 · II

∼

1 3 −3 0
0 −1 2 6
0 0 0 −29



Necht’ A ∈Matm×n(R). Hodnost́ı h(A) matice A rozumı́me maximálńı počet lineárně
nezávislých řádk̊u (= počet lineárně nezávislých sloupc̊u).

Definice 12 (Hodnost matice).

• Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna počtu jej́ıch nenulových řádk̊u.

• Matice transponovaná má stejnou hodnost jako matice p̊uvodńı.

• Ekvivalentńı matice maj́ı stejnou hodnost.

Věta 4.

Př́ıklad 11. V předchoźım př́ıkladu jsme zjistili, že

A =

0 −1 2 6
1 3 −3 0
2 1 4 1

 ∼
1 3 −3 0

0 −1 2 6
0 0 0 −29

 ,
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tedy h(A) = 3.

Poznámka. T́ımto zp̊usobem lze také snadno zjistit, zda jsou dané vektory lineárně závislé,
popř. z nich dokonce vybrat maximálńı počet lineárně nezávislých vektor̊u.
Vektory naskládáme jako sloupce do matice, tu převedeme do schodovitého tvaru. Lineárně

nezávislé vektory jsou ty, které se nacházely ve sloupćıch s pivoty.

Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Jestliže existuje čtvercová matice A−1 řádu n
taková, že plat́ı

A ·A−1 = I = A−1 ·A,

nazýváme matici A−1 inverzńı matićı k matici A.

Definice 13.

Necht’ je A čtvercová matice řádu n. Potom k ńı existuje inverzńı matice A−1 právě
tehdy, když má matice A lineárně nezávislé řádky (ř́ıkáme, že je regulárńı).

Věta 5.

Z předchoźı věty plyne, že inverzńı matici lze naj́ıt jen ke čtvercové matici, která má plnou
hodnost. To znamená, že ve schodovitém tvaru jsou všichni pivoti na jej́ı hlavńı diagonále
a v pr̊uběhu GEM se neobjevil žádný nulový řádek. Jádrem algoritmu pro výpočet inverzńı
matice je tzv. úplná Gaussova eliminace, která spoč́ıvá v tom, že po źıskáńı schodovitého tvaru
pokračujeme stejným zp̊usobem v nulováńı prvk̊u nad pivoty (se kterými se už nehýbe), a to
zprava doleva.

1. K matici A přidáme jednotkovou matici stejné velikosti. T́ım źıskáme
rozš́ı̌renou matici (A|I).

2. Pomoćı úplné Gaussovy eliminace převedeme matici A na diagonálńı matici
(tj. matici, která má nenulové prvky pouze na hlavńı diagonále). Všechny EŘO
přitom provád́ıme s celými řádky matice (A|I).

3. Každý řádek matice (A|I) vyděĺıme diagonálńım prvkem matice A, který se v
něm nacháźı.

4. T́ım jsme matici A převedli na matici I a matici I na matici A−1. Výsledná
rozš́ı̌rená matice je tedy (I|A−1).

Postup
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Poznámka. Opět jako u
”
neúplné“ Gaussovy eliminačńı metody můžeme kdykoliv to jde

matici zjednodušit vhodnou úpravou (zvláště vyděleńı řádku společným dělitelem všech jeho
prvk̊u).

Př́ıklad 12. Najděte inverzńı matice k matićım A, B a C.

A =

1 2
3 4
5 6

 , B =

 1 3 2
−1 0 4
2 3 3

 , C =

2 3 −1
4 1 2
2 −2 3



Matice A neńı čtvercová, tedy k ńı neexistuje inverzńı matice.

(B|I) =

 1 3 2 1 0 0
−1 0 4 0 1 0
2 3 3 0 0 1

 II + I
III − 2 · I

∼

 1 3 2 1 0 0

0 3 6 1 1 0
0 −3 −1 −2 0 1


III + II

∼

 1 3 2 1 0 0
0 3 6 1 1 0
0 0 5 −1 1 1


·15

∼

 1 3 2 1 0 0
0 3 6 1 1 0

0 0 1 −1/5 1/5 1/5

 I − 2 · III
II − 6 · III

∼

 1 3 0 7/5 −2/5 −2/5

0 3 0 11/5 −1/5 −6/5
0 0 1 −1/5 1/5 1/5

 I − II

∼

 1 0 0 −4/5 −1/5 4/5
0 3 0 11/5 −1/5 −6/5
0 0 1 −1/5 1/5 1/5

 ·13

∼

 1 0 0 −4/5 −1/5 4/5
0 1 0 11/15 −1/15 −6/15
0 0 1 −1/5 1/5 1/5

 = (I|B−1)

Tedy

B−1 =

−4/5 −1/5 4/5
11/15 −1/15 −6/15
−1/5 1/5 1/5

 =
1

15
·

−12 −3 12
11 −1 −6
−3 3 3
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(C|I) =

 2 3 −1 1 0 0
4 1 2 0 1 0
2 −2 3 0 0 1

 II − 2I
III − I

∼

 2 3 −1 1 0 0

0 -5 4 −2 1 0
0 −5 4 −1 0 1


III − II

∼

 2 3 −1 1 0 0
0 −5 4 −2 1 0
0 0 0 1 −1 1


Matice C neńı regulárńı (h(C) = 2), tedy k ńı neexistuje inverzńı matice.

§ 3.3 Aplikace – Leslieho model r̊ustu

Pomoćı Leslieho modelu je možné odhadnout vývoj populace. Poṕı̌seme si pouze jej́ı vy-
tvořeńı a použit́ı. Zkoumáme nějaký systém jednotlivc̊u (zv́ı̌rata, hmyz, buněčné kultury,. . . )
rozdělený do n skupin (stář́ı, fáze vývoje,. . . ). Stav v čase k je tedy dán vektorem

xk =


a1

a2
...
an

 ,

kde ai, i = 1, . . . , n, je počet jedinc̊u skupiny i v čase k. (Lineárńı) model vývoje takového
systému je dán matićı A ∈ Matn×n(R), která popisuje změnu z xk na xk+1 (jde o iterovaný
proces):

xk+1 = Axk.

Leslieho matice má tvar

A =



f1 f2 f3 · · · fn−2 fn−1 fn
τ1 0 0 · · · 0 0 0
0 τ2 0 · · · 0 0 0
0 0 τ3 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · τn−2 0 0
0 0 0 · · · 0 τn−1 0


,

kde fi je relativńı plodnost a τi relativńı přežit́ı skupiny i.

Př́ıklad 13. Uvažujme populaci nezmar̊u, kteř́ı se dož́ıvaj́ı tř́ı měśıc̊u. Každý nezmar splod́ı
mezi prvńım a druhým měśıcem dva malé nezmárky, stejně tak mezi druhým a třet́ım měśıcem
života. Mlad́ı nezmaři (do stář́ı jednoho měśıce) neplod́ı. Polovina nezmar̊u po dovršeńı druhého
měśıce umı́rá, po dovršeńı třet́ıho měśıce umı́raj́ı všichni. Napǐste Leslieho matici nezmař́ıho
modelu a určete složeńı populace, o složeńı (17, 102, 191) po třech měśıćıch.
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Řešeńı: Leslieho matice je

A =

0 2 2
1 0 0
0 1/2 0

 .

Daná populace bude mı́t po třech měśıćıch složeńı

A3 · (počátečńı složeńı) =

0 2 2
1 0 0
0 1/2 0

3

·

 17
102
191

 =

1189
136
293

 .

Poznámka. Z modelu daného Leslieho matićı lze snadno určit i př́ır̊ustek za obdob́ı a také
k jakému složeńı (vzhledem k “věkovým” skupinám) populace spěje. K oboj́ımu se vrát́ıme
po probráńı náležitých matematických nástroj̊u. Populace z nezmař́ıho př́ıkladu má př́ır̊ustek
cca 62% a ustáĺı se na složeńı cca 52 : 32 : 10. Tedy nejmladš́ıch bude (cca) 55, 32%, středńıho
věku 34, 04% a senior̊u 10, 64%.

§ 3.4 Př́ıklady k procvičeńı1

Př́ıklad 14. Jsou dány matice

A =

1 2
3 4
5 6

 , B =

−2 8
0 3
2 1

 .

Spočtěte:

(i) A+B,

(ii) 3A− 2B,

(iii) A− 3BT ,

(iv) ABT ,

(v) AB.

Př́ıklad 15. Jsou dány matice

A =

1 5 −2
0 4 3
2 0 1

 , B =


−4 0 2
1 1 1
2 0 0
1 −3 2

 , C =

−2 5
0 3
1 1

 .

Určete, v jakém pořad́ı je lze vynásobit a násobeńı proved’te.

Př́ıklad 16. Proved’te totéž, co v př́ıkladu 15, pro transponované matice AT , BT , CT .

Př́ıklad 17. Pomoćı Gaussovy eliminačńı metody převed’te matici D na schodovitý tvar.

D =

 1 2 1
3 1 −1
−2 1 3

 .

1Největš́ı matice v testu bude 3 × 3 nebo 4 × 4. Je to test, ne reálný život. (Michael Sand)
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Př́ıklad 18. Určete hodnost matice

E =

 1 5 3 0
−1 −2 0 −4
0 2 2 0

 .

Dále určete, které sloupce v matici E jsou lineárně nezávislé.

Př́ıklad 19. Najděte matici inverzńı k zadaným matićım.

F =

 2 −1 0
1 0 3
−3 1 2

 , G =

4 2 −3
1 0 2
2 2 −7

 , H =


1 −2 0 1
3 1 2 −2
0 1 3 0
2 −2 3 1

 .

Př́ıklad 20. Jsou dány matice

A =

 2 1
−1 3
4 5

 , B =

 0 −2
3 1
−1 2

 .

Spočtěte 3A− 2B,ABT , ATB.

Př́ıklad 21. Jsou dány vektory

u =

−2
0
1

 , v =

 3
−1
4

 .

Spočtěte 〈u, v〉, uvT , uT v.

Př́ıklad 22. Určete hodnost matice

A =

 2 −1 0 3
1 3 2 −3
−1 4 2 −6

 .

Př́ıklad 23. Napǐste př́ıklady matic o hodnosti 1, 2, 3 a 4 a hodnost zd̊uvodněte.

Př́ıklad 24. Jsou dány vektory

u1 =

1
4
0

 , u2 =

−1
2
1

 , u3 =

−6
0
4

 , u4 =

 1
−2
3

 , u5 =

 0
2
−1

 .

Vyberte z nich co nejv́ıce lineárně nezávislých vektor̊u.

Př́ıklad 25. Najděte inverzńı matici k matićım

A =

−2 1 3
2 −2 1
1 −3 3

 , B =


3 2 1 −2
0 1 0 −1
2 1 1 −2
2 −3 0 3

 .
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§ 3.5 Wolfram|Alpha

• Součet matic.

{(-1,0,2),(5,4,-6),(1,2,3)} + {(2,1,0),(6,-3,4),(2,2,5)}

• Násobeńı matice konstantou.

3 {(5,-3,0),(2,1,-3),(4,0,3)}

• Lineárńı kombinace matic.

-2 {(3,3,2),(-2,1,6),(1,5,3)} +5 {(2,2,-2),(3,-6,1),(0,2,7)}

• Součin matic.

{(-1,1,0,2),(5,4,-4,-6),(3,5,2,-3)}.{(0,1),(3,-3),(2,-1),(5,0)}

• Hodnost matice.

rank{(5,-4,8),(3,-3,4),(3,-3,4),(2,-1,4)}

• Transponovaná matice.

transpose{(4,2,-1),(3,9,5),(2,-1,1),(1,6,-2)}

• Inverzńı matice.

inverse{(2,-1,3),(0,-3,2),(2,-1,5)}
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4 Soustavy lineárńıch rovnic I

§ 4.1 Definice a pojmy

Necht’ aij ∈ R, bi ∈ R, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Soustavou m lineárńıch rovnic o n
neznámých x1, x2, . . . , xn rozumı́me soustavu rovnic

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(SLR)

Definice 14 (Soustava lineárńıch rovnic).

Řešeńı soustavy lineárńıch rovnic (SLR) rozumı́me uspořádanou n-tici reálných č́ısel
r1, r2, . . . , rn, po jejichž dosazeńı za neznámé x1, x2, . . . , xn (v tomto pořad́ı) do
soustavy lineárńıch rovnic dostaneme ve všech rovnićıch identity.

Věta 6.

23
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• Matici

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn


nazýváme matićı soustavy (SLR).

• Matici

Ar =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 · · · amn bm


nazýváme rozš́ıřenou matićı soustavy (SLR).

Definice 15 (Matice soustavy).

Poznámka. Soustavu (SLR) můžeme zapsat v maticové formě:
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 ·

x1

x2
...
xn

 =


b1
b2
...
bm

 ,

po př́ıslušném označeńı Ax = b.

Jestliže v soustavě (SLR) plat́ı

b1 = b2 = · · · = bm = 0,

nazýváme tuto soustavu homogenńı. V opačném př́ıpadě se nazývá soustava neho-
mogenńı.

Definice 16 (Homogenńı soustava lineárńıch rovnic).

Poznámka. Homogenńı soustava lineárńıch rovnic má bud’ pouze triviálńı řešeńı (jestliže
h(A) = n), nebo nekonečně mnoho řešeńı (jestliže h(A) < n), která lze vyjádřit pomoćı
n− h(A) nezávislých parametr̊u.

Soustava lineárńıch rovnic Ax = b je řešitelná právě tehdy, když matice soustavy A
a rozš́ı̌rená matice soustavy Ar = (A|b) maj́ı stejnou hodnost.

Věta 7 (Frobeniova).
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• Jestliže h(A) 6= h(Ar), soustava nemá řešeńı.

• Jestliže h(A) = h(Ar) = n, soustava má právě jedno řešeńı.

• Jestliže h(A) = h(Ar) < n, soustava má nekonečně mnoho řešeńı, která lze
vyjádřit pomoćı n− h(A) nezávislých parametr̊u.

Počet řešeńı SLR

§ 4.2 Řešeńı soustav lineárńıch rovnic

Dvě soustavy lineárńıch rovnic se nazývaj́ı ekvivalentńı, jestliže maj́ı shodné řešeńı.

Definice 17 (Ekvivalentńı soustavy lineárńıch rovnic).

(i) Pomoćı GEM převedeme rozš́ı̌renou matici soustavy Ar = (A|b) na schodovitý
tvar.

(ii) Pomoćı Frobeniovy věty rozhodneme, zda má soustava řešeńı.

(iii) Je-li soustava řešitelná, přǐrad́ıme schodovité matici soustavu lineárńıch rovnic.
Tato je ekvivalentńı s p̊uvodńı soustavou.

(iv) Postupně řeš́ıme rovnice od posledńı a źıskané výsledky dosazujeme do
následuj́ıćıch rovnic. Má-li soustava nekonečně mnoho řešeńı, zvoĺıme vhodné
proměnné za nezávislé parametry.

Postup

Poznámka. Je-li matice A soustavy Ax = b regulárńı, pak má tato soustava vždy jediné řešeńı.
Toto řešeńı je možné źıskat použit́ım inverzńı matice A−1.

Ax = b /A−1
−−→

A−1Ax = A−1b

Ix = A−1b

x = A−1b.

Pozor, obě strany rovnice muśıme vynásobit matićı ze stejné strany (zde zleva), protože
násobeńı matic neńı komutativńı.
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Př́ıklad 26.

x+ y + z = 3

2x+ 7y + z = −2

x+ 2y + z = 4

A =

1 1 1
2 7 1
1 2 1

 , b =

 3
−2
4

 , A−1 =

 5 1 −6
−1 0 1
−3 −1 5


xy
z

 = A−1 · b =

 5 1 −6
−1 0 1
−3 −1 5

 ·
 3
−2
4

 =

−11
1
13


Řešeńı je tedy x = −11, y = 1, z = 13.

§ 4.3 Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad 27. Vyřešte soustavu lineárńıch rovnic:

(i)

2x+ 3y − z = 9,

x− y + z = −2,

−x+ 2y − 3z = 6,

(ii)

x+ 3y + 2z = −1,

2x+ 7y + 6z = 3,

x+ 5y + 6z = 13,

(iii)

2x− 3y − 6z = −13,

x− y − 2z = −5,

−x+ 2y + 4z = 8,

(iv)

2x1 + 3x2 − x4 = 1,

3x1 + 2x2 + 4x3 − 2x4 = 3,

x1 − x2 + 4x3 − x4 = 2,

(v)

x+ y + z = 6,

x− y + z = 2,

x− 2y − 2z = −6,

(vi)

x+ y + z = 6,

x+ 2y − 2z = 4,

2x+ 3y − z = 10,

(vii)

2x+ 2y + z = −1,

−3x+ y = 0,

2x+ 3y − z = 1,

4x+ 5y = 0,

(viii)

−3x+ y − 2z = 4,

−3x+ y − z = 2,

x+ 3y − 5z = −2,

4x+ 5y − 3z = 1,
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(ix)

x+ y − 2z − w = 2,

−2x+ 3y − z + 2w = 1,

3x+ 2y − z − 3w = −2,

4x− 2y − 3z − 2w = 1.

(x)

x1 + x2 − 2x3 − x4 = 2,

2x1 − 2x2 + x3 + 2x4 = 3,

x1 − 3x2 + 3x3 + 3x4 = 1,

4x1 − 4x2 + 2x3 + 4x4 = 6.

§ 4.4 Wolfram|Alpha

• Řešeńı soustavy lineárńıch rovnic.

solve 2x+3y-z=2,5x-y-4z=7,x-y+6z=1

solve x1+3x2-5x3+x4=12,2x1-x2+x3-x4=-5,x3-5x4=1
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5 Determinanty

§ 5.1 Definice a determinanty do řádu 3

Necht’ jsou dána č́ısla 1, 2, . . . , n. Permutaćı těchto prvk̊u rozumı́me uspořádanou
n-tici, která vznikla jejich přeskládáńım. Inverźı rozumı́me záměnu i-tého a j-tého
prvku v permutaci.

Definice 18 (Permutace).

Poznámka. Počet permutaćı n-prvkové množiny je n! = n · (n − 1) · · · 2 · 1. Např. permutaćı
prvk̊u 1, 2, 3 je 3! = 3 · 2 · 1 = 6, konkrétně:

(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1).

Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Determinant matice A je č́ıslo detA = |A| ∈ R,

detA =
∑

(−1)pa1k1a2k2 · · · ankn ,

kde sč́ıtáme přes všechny permutace (k1, k2, . . . , kn) sloupcových index̊u. Č́ıslo p
znač́ı počet inverźı př́ıslušné permutace.

Definice 19 (Determinant).

Poznámka. Podle definice tedy
”
stač́ı“ vźıt po jednom prvku z každého řádku tak, aby žádné

dva nebyly ze stejného sloupce. Tyto prvky mezi sebou vynásobit. Determinant je právě
součtem všech těchto součin̊u. Z toho je vidět, že definice neńı vhodná pro poč́ıtáńı determi-
nant̊u matic větš́ıch rozměr̊u.

29
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• Determinant řádu 1:
det(a11) = a11.

• Determinant řádu 2 – kř́ıžové pravidlo:

det

(
a11 a12

a21 a22

)
=

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22−a21a12.

• Determinant řádu 3 – Sarrusovo pravidlo

detA = det

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

= a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23−a31a22a13−a11a32a23−a21a12a33.

Výpočet determinant̊u nižš́ıch řád̊u

§ 5.2 Determinanty vyšš́ıch řád̊u

Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Vynecháme-li v matici A i-tý řádek j-tý sloupec,
označujeme derminant vzniklé submatice Mij a nazýváme jej minor př́ıslušný prvku
aij . Č́ıslo

Aij = (−1)i+jMij

nazýváme algebraický doplněk prvku aij .

Definice 20.
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Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Pro libovolný řádek (sloupec) determinantu
detA plat́ı

detA = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj =
n∑
i=1

aijAij

(
detA = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin =

n∑
j=1

aijAij

)
.

Věta 8 (Laplace̊uv rozvoj).

Př́ıklad 28. Je dán determinant

detA =

∣∣∣∣∣∣
−2 3 1
4 5 0
3 −1 −4

∣∣∣∣∣∣ .
Protože druhý řádek a třet́ı sloupec obsahuje nulu, je vhodné zvolit pro Laplace̊uv rozvoj
jeden z nich. Zvolme druhý řádek a poč́ıtejme:∣∣∣∣∣∣

−2 3 1

4 5 0
3 −1 −4

∣∣∣∣∣∣ , a21 = 4, M21 =

∣∣∣∣ 3 1
−1 −4

∣∣∣∣ ,
A21 = (−1)2+1 ·M21 = (−1) · [−12− (−1)] = 11

∣∣∣∣∣∣
−2 3 1

4 5 0
3 −1 −4

∣∣∣∣∣∣ , a22 = 5, M22 =

∣∣∣∣−2 1
3 −4

∣∣∣∣ ,
A22 = (−1)2+2 ·M22 = 1 · [8− 3] = 5

∣∣∣∣∣∣
−2 3 1

4 5 0
3 −1 −4

∣∣∣∣∣∣ , a23 = 0, M23 =

∣∣∣∣−2 3
3 −1

∣∣∣∣ ,
A23 = (−1)2+3 ·M23 = (−1) · [2− 9] = 7.

Odtud
detA = a21A21 + a22A22 + a23A23 = 4 · 11 + 5 · 5 + 0 · 7 = 69.

Poznámka. Determinant řádu n se pomoćı Laplaceova rozvoje převede na nejvýše n determi-
nant̊u řádu n− 1. Přitom ćılem je převést determinant vyšš́ıho řádu na determinanty řádu 2
nebo 3, které lze snadno spoč́ıtat kř́ıžovým, resp. Sarrusovým pravidlem. Např. determinant
řádu 5 vede na nejvýše 5 determinant̊u řádu 4. Z nich každý vede na nejvýše 4 determinanty
řádu 3. Celkem tedy determinant řádu 5 vede na nejvýše 20 determinant̊u řádu 3, popř. na 60
determinant̊u řádu 2. Proto je velmi vhodné vyb́ırat pro rozvoj řádek, nebo sloupec obsahuj́ıćı
co největš́ı počet nulových prvk̊u.
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§ 5.3 Úpravy determinant̊u

Ponecháńı jednoho řádku/sloupce beze změny a přičteńı jeho násobku k jinému
řádku/sloupci neměńı hodnotu determinantu.

Věta 9 (Operace neměńıćı hodnotu determinantu).

Př́ıklad 29. ∣∣∣∣∣∣
1 2 3
2 0 1
−3 2 −1

∣∣∣∣∣∣
I
II − 2I
III + 3I

=

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
0 −4 −5
0 8 8

∣∣∣∣∣∣
= 1 · (−1)1+1 ·

∣∣∣∣−4 −5
8 8

∣∣∣∣ = 1 · (−32 + 40) = 8.

• Záměna dvou řádk̊u/sloupc̊u determinantu změńı jeho znaménko.

• Vynásobeńı řádku/sloupce nenulovým č́ıslem α zvětš́ı hodnotu determinantu
α-krát. (Tj. z řádk̊u/sloupc̊u lze vytýkat před determinant.)

Věta 10 (Operace měńıćı hodnotu determinantu).

Př́ıklad 30. ∣∣∣∣∣∣
4 2 8
1 0 2
3 5 4

∣∣∣∣∣∣ I ↔ II
= −

∣∣∣∣∣∣
1 0 2
4 2 8
3 5 4

∣∣∣∣∣∣ = −2 ·

∣∣∣∣∣∣
1 0 2
2 1 4
3 5 4

∣∣∣∣∣∣

Jsou dány čtvercové matice A,B řádu n.

(i) |A| = 0 ⇔ řádky nebo sloupce matice A jsou lineárně závislé,

(ii) matice A obsahuje nulový řádek nebo sloupec ⇒ |A| = 0,

(iii) |AT | = |A|,

(iv) jestliže je |A| 6= 0, pak |A−1| = 1
|A| ,

(v) |A ·B| = |A| · |B|,

(vi) determinant matice ve schodovitém tvaru je roven součinu prvk̊u na jej́ı hlavńı
diagonále.

Věta 11.
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§ 5.4 Vektorový součin – postup

Pomoćı determinant̊u je možné poč́ıtat vektorový součin dvou vektor̊u délky tři. V postupu
jsou využity směrové elementy pro jednotlivé osy, tedy postupně pro osy x, y a z jde o

i =

1
0
0

 , j =

0
1
0

 a k =

0
0
1

 .

Na rozd́ıl od skalárńıho součinu, kdy je výsledkem skalár (č́ıslo), výsledkem vektorového
součinu je opět vektor. Tento výsledný vektor je kolmý k oběma násobeným vektor̊um a
jeho směr lze určit podle pravidla pravé ruky. Představ́ıme si, jak násobené vektory určuj́ı
rovinu a vycházej́ı z jednoho bodu. Pak kolmý směr je z tohoto výchoźıho bodu nahoru nebo
dol̊u s ohledem na danou rovinu. Uchoṕıme-li tuto osu do pravé ruky tak, aby prsty směřovaly
od prvńıho násobeného vektoru k druhému, potom vztyčený palec ukazuje směr výsledného
vektoru.

Vektorový součin se znač́ı u×v a z popisu výše je zřejmé, že zálež́ı na pořad́ı v jakém násob́ıme,
protože při jeho změně směřuje výsledný vektor přesně na opačnou stranu.

Samotný postup si nejsnadněji ukážeme na konkrétńım př́ıkladu.

Př́ıklad 31. Jsou dány vektory

u =

1
2
3

 , v =

−2
1
5

 .

Vypoč́ıtejte u× v a v × u.

Pro výpočet vektorového součinu sestav́ıme determinant, kde v prvńım řádku budou směrové
elementy i, j, k, ve druhém řádku bude prvńı násobený vektor a na posledńım řádku bude
druhý násobený vektor.

Tento determinant vypoč́ıtáme pomoćı Sarrusova pravidla, tj.

u× v =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 2 3
−2 1 5

∣∣∣∣∣∣ = 7i− 11j + 5k = 7

1
0
0

− 11

0
1
0

+ 5

0
0
1

 =

 7
−11

5

 .

Podobně vypoč́ıtáme druhé pořad́ı násobeńı, tj.

v × u =

∣∣∣∣∣∣
i j k
−2 1 5
1 2 3

∣∣∣∣∣∣ = −7i+ 11j − 5k = −7

1
0
0

+ 11

0
1
0

− 5

0
0
1

 =

−7
11
−5

 .

§ 5.5 Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad 32. Určete determinanty:
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(i)
∣∣−8

∣∣ ,
(ii)

∣∣∣∣2 −3
1 5

∣∣∣∣ ,

(iii)

∣∣∣∣∣∣
1 5 1
−1 3 2
2 −1 3

∣∣∣∣∣∣ ,

(iv)

∣∣∣∣∣∣
5 0 1
2 3 0
1 8 −3

∣∣∣∣∣∣ ,
(v)

∣∣∣∣x2 1− x
5x 3

∣∣∣∣ ,
(vi)

∣∣∣∣∣∣
a− b 3 2a
b− 1 −2a a+ 2b
b 3a ab

∣∣∣∣∣∣ ,
Př́ıklad 33. Určete determinanty:

(i)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1 0
3 1 0 3
2 4 3 1
−2 1 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (ii)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 1 0 4
1 3 2 1
0 2 −4 −1
2 3 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (iii)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 1 3 2
2 0 1 −1 2
3 4 −2 1 −1
1 0 3 1 2
0 1 2 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Př́ıklad 34. Vypočtěte determinant:∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 4 3 −1
3 −3 2 4
2 −2 0 1
1 2 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Př́ıklad 35. Jsou dány vektory

u =

1
0
0

 , v =

0
1
0

 , w1 =

 2
3
−1

 , w2 =

−3
2
3

 .

Vypoč́ıtejte vektorové součiny

(i) u× v, (ii) v × u, (iii) w1 × w2, (iv) w2 × w1.

Př́ıklad 36. Objem rovnoběžnostěnu, jehož tři strany vycházej́ıćı ze stejného vrcholu určuje
trojice vektor̊u u, v, w, lze vypoč́ıtat pomoćı tzv. smı́̌seného součinu. Vzorec je V = |(u×v) ·w|,
kde je použit vektorový součin, skalárńı součin a na závěr absolutńı hodnota. Určete objem
rovnoběžnostěnu daného vektory

u =

4
1
0

 , v =

 2
−5
1

 , w =

3
3
3

 .

Př́ıklad 37. Je dán rovnoběžnostěn s vrcholy

A = [1, 0, 0], B = [6, 0, 0], C = [6,−4, 0], D = [1,−4, 0],

E = [1, 0, 5], F = [6, 0, 5], G = [6,−4, 5], H = [1,−4, 5].

Určete jeho objem pomoćı postupu v př́ıkladu 36. (Vhodné je načrtnout obrázek a následně
určit př́ıslušnou trojici vektor̊u pro dosazeńı do vzorce. Vektor z dvojice bod̊u źıskáme odečteńım

”
koncový minus počátečńı“.)
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§ 5.6 Wolfram|Alpha

• Výpočet determinantu.

det{(2,-1,1,3),(6,2,0,1),(-2,5,3,1),(2,2,0,1)}



36 KAPITOLA 5. DETERMINANTY



K
a
p
i
t
o
l
a

6 Soustavy lineárńıch rovnic II

§ 6.1 Cramerovo pravidlo

Uvažujme soustavu n lineárńıch rovnic o n neznámých Ax = b. Matice A takovéto soustavy
je tedy čtvercová matice řádu n. Jestliže je determinant matice A nenulový, tedy soustava
Ax = b má právě jedno řešeńı, lze použ́ıt k jej́ımu vyřešeńı tzv. Cramerovo pavidlo. Jeho
výhodou je, že je možné spoč́ıtat libovolnou neznámou bez znalosti ostatńıch.

Necht’ je A čtvercová regulárńı matice řádu n. Potom má soustava lineárńıch rovnic
Ax = b jediné řešeńı x, pro jehož i-tou složku plat́ı

xi =
Di

D
,

kde D = detA a Di je determinant matice řádu n vzniklé z matice A náhradou
jej́ıho i-tého sloupce za sloupec pravých stran b.

Věta 12 (Cramerovo pravidlo).

Př́ıklad 38. Určete hodnotu neznámé proměnné x2 ze soustavy lineárńıch rovnic

2x1 + x2 − x3 = 1

x1 + 3x2 + x3 = 0

−x1 + 2x2 + x3 = 3.

Řeš́ıme tedy soustavu lineárńıch rovnic Ax = b 2 1 −1
1 3 1
−1 2 1

 ·
x1

x2

x3

 =

1
0
3

 .

Pro výpočet neznámé x2 je nutné určit determinanty D a D2:

D = detA =

∣∣∣∣∣∣
2 1 −1
1 3 1
−1 2 1

∣∣∣∣∣∣ = −5.

37
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Protože je detA 6= 0, lze použ́ıt Cramerovo pravidlo.

D2 =

∣∣∣∣∣∣
2 1 −1
1 0 1
−1 3 1

∣∣∣∣∣∣ = −11.

Tedy x2 = D2
D = −11

−5 = 11
5 .

§ 6.2 Aplikace – Leslieho model r̊ustu II

Př́ıklad 39. Mějme dán zjednodušený model populace jistého modrého ptáčka (lat. Ptacchus
modrus). Populace je rozdělena do čtyř věkových skupin – vaj́ıčko, mládě v hńızdě, létaj́ıćı
mládě a dospělý jedinec. Je známo, že bývá zničeno sedm vaj́ıček ze šestnácti, osmina mlád’at
v hńızdě uhyne a daľśı osmina zemře při pokusu o prvńı let. Z létaj́ıćıch mlád’at se dospělosti
dožij́ı tři ze čtyř a pár dospělých ptáčk̊u přivede na svět pr̊uměrně 32 vaj́ıček. Napǐste matici
modelu, určete př́ır̊ustek populace a výsledný poměr mezi věkovými skupinami.

Řešeńı: Leslieho matice je

A =


0 0 0 16
9
16 0 0 0
0 3

4 0 0
0 0 3

4 0

 .

Př́ır̊ustek a výsledný poměr populace źıskáme pomoćı tzv. vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u.
Protože nás zaj́ımá jen algoritmické řešeńı daného problému, nebudeme se zabývat teoríı na
pozad́ı. Vlastńı č́ısla źıskáme tak, že od každého prvku na hlavńı diagonále Leslieho matice
odečteme neznámou λ a spoč́ıtáme determinant. Determinantem je polynom s proměnnou λ
a jeho kořeny jsou právě vlastńı č́ısla naš́ı matice. Z nich nás zaj́ımá pouze jediné – největš́ı
reálné. To udává př́ır̊ustek dané populace.∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 0 0 16
9
16 −λ 0 0
0 3

4 −λ 0
0 0 3

4 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ4 −
(

3

2

)4

.

Tedy řeš́ıme rovnici λ4 −
(

3
2

)4
= 0. Ta má pouze dva reálné kořeny a to −3

2 a 3
2 . Větš́ı je

3
2 = 1, 5, takže po jednom obdob́ı bude mı́t populace 1, 5 násobek Ptacchus̊u. Populace tedy
roste s př́ır̊ustkem 50%.

Nyńı zbývá určit výsledné složeńı populace. To udává vlastńı vektor př́ıslušný již použitému
(dominantńımu) vlastńımu č́ıslu. Źıskáme ho jako řešeńı homogenńı soustavy lineárńıch rovnic
dané Leslieho matićı, ve které od každého prvku na hlavńı diagonále odečteme př́ıslušné vlastńı
č́ıslo.
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−3

2 0 0 16
9
16 −3

2 0 0

0 3
4 −3

2 0

0 0 3
4 −3

2


−3

2x1 + 16x4 = 0
9
16x1 − 3

2x2 = 0
3
4x2 − 3

2x3 = 0
3
4x3 − 3

2x4 = 0

Soustava má nekonečně mnoho řešeńı závislých na jednom parametru:
x1

x2

x3

x4

 =


32
3 p
4p
2p
p

 , p ∈ R.

Nám stač́ı kterékoli nenulové z nich. Zvolme tedy např. parametr p = 1. T́ım źıskéme jediné
řešeńı (jediný vlastńı vektor), jehož složky udávaj́ı poměr složeńı ke kterému populace směřuje,
tedy

32
3 : 4 : 2 : 1.

Srozumitelněǰśı je samozřejmě udávat výsledné složeńı v procentech. Nejprve se zbav́ıme
zlomku – celý vektor vynásob́ıme trojkou ⇒ 32 : 12 : 6 : 3, poté vyděĺıme jejich součtem
a vynásob́ıme stovkou (tj. krát 100

53 ). Odtud po zaokroukleńı źıskáme složeńı populace v pro-
centech:

60 : 23 : 11 : 6.

Tedy na 60 vaj́ıček připadá 23 mlád’at v hńızdě, 11 mlád’at letc̊u a 6 dospělých.

§ 6.3 Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad 40. Najděte řešeńı následuj́ıćıch soustav lineárńıch rovnic pomoćı Cramerova pra-
vidla (je-li to možné):

(i)

2x+ 3y − z = 9,

x− y + z = −2,

−x+ 2y − 3z = 6,

(ii)

x+ 3y + 2z = −1,

2x+ 7y + 6z = 3,

x+ 5y + 6z = 13,

(iii)

2x− 3y − 6z = −13,

x− y − 2z = −5,

−x+ 2y + 4z = 8,

(iv)

x+ y + z = 6,

x− y + z = 2,

x− 2y − 2z = −6.
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Př́ıklad 41. Vyřešte soustavu lineárńıch rovnic.

x+ 3y + z = 2,

2x+ 2y − z = −1,

2x+ 5y + 3z = 8.

Př́ıklad 42. Vyřešte soustavu lineárńıch rovnic.

x+ 3y + z = 2,

2x+ 2y+6z = −1,

2x+ 5y + 3z = 8.

Př́ıklad 43. Vyřešte soustavu lineárńıch rovnic.

x+ 3y + z = 2,

2x+ 2y+6z = 20,

2x+ 5y + 3z = 8.

Př́ıklad 44. Určete neznámou x2 ze SLR.

−2x1 + 4x2 + 3x3 − x4 = 1,

3x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4 = 3,

2x1 − 2x2 + x4 = 0,

x1 + 2x2 − 2x4 = 1.

§ 6.4 Wolfram|Alpha

• Výpočet vlastńıch č́ısel matice.

eigenvalues{(0,0,0,16),(9/16,0,0,0),(0,3/4,0,0),(0,0,3/4,0)}

• Výpočet vlastńıch vektor̊u matice.

eigenvectors{(0,0,0,16),(9/16,0,0,0),(0,3/4,0,0),(0,0,3/4,0)}
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7 Úvod k funkćım

§ 7.1 Definice a pojmy

Necht’ D 6= ∅, D ⊆ R. Pravidlo f , které každému prvku x ∈ D přǐrad́ı právě jedno
reálné č́ıslo y ∈ R, se nazývá reálná funkce reálné proměnné. Zapisujeme y = f(x).

Definice 21.

• Množina D = D(f) se nazývá definičńı obor funkce f .

• Množina všech y ∈ R, pro která existuje x ∈ D takové, že f(x) = y se nazývá obor
hodnot funkce f a znač́ıme jej H(f).

• x se nazývá nezávisle proměnná (argument) funkce f .

• y se nazývá závisle proměnná funkce f .

• Č́ıslo f(x0) ∈ R se nazývá funkčńı hodnota funkce f v bodě x0.

Poznámka. Neńı-li definičńı obor funkce zadán, jedná se o množinu všech x ∈ R, pro která
má daná funkce smysl.

Př́ıklad 45. • Definičńı obor funkce f(x) = 1
x−1 je D(f) = R \ {1}.

• Definičńı obor funkce g(x) =
√
−x je D(g) = (−∞, 0].

Množina všech bod̊u roviny daných souřadnicemi [x, f(x)] se nazývá graf funkce f .

Definice 22.

41
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Př́ıklad 46. Křivka na obr. 7.1 je grafem funkce, křivka na obr. 7.2 ne.

Obr. 7.1: Funkce f(x) = x2. Obr. 7.2: Nejde o graf funkce.

Bud’ f funkce a M ⊆ D(f). Řekneme, že funkce f je na množině M

• zdola ohraničená, jestliže existuje d ∈ R takové, že pro každé x ∈ M plat́ı
f(x) ≥ d,

• shora ohraničená, jestliže existuje h ∈ R takové, že pro každé x ∈ M plat́ı
f(x) ≤ h,

• ohraničená, jestliže existuj́ı d, h ∈ R takové, že pro každé x ∈ M plat́ı d ≤
f(x) ≤ h.

Definice 23 (Ohraničenost).

Př́ıklad 47. Funkce na obr. 7.3 je ohraničená shora, na obr. 7.4 je ohraničené funkce.

Obr. 7.3: Funkce ohraničená shora. Obr. 7.4: Ohraničená funkce.
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Bud’ f taková funkce, že pro jej́ı definičńı obor plat́ı

x ∈ D(f) ⇒ −x ∈ D(f).

• Řekneme, že funkce f je sudá, jestliže pro ∀x ∈ D(f) plat́ı, že

f(−x) = f(x).

• Řekneme, že funkce f je lichá, jestliže pro ∀x ∈ D(f) plat́ı, že

f(−x) = −f(x).

Definice 24 (Parita).

Př́ıklad 48. Funkce na obr. 7.5 je sudá, funkce na obr. 7.6 je lichá.

Obr. 7.5: Graf sudé funkce je symetrický
podle osy y.

Obr. 7.6: Graf liché funkce je symetrický
podle počátku.

Necht’ p ∈ R, p > 0. Řekneme, že funkce f je periodická s periodou p, jestliže pro
∀x ∈ D(f) plat́ı

x± p ∈ D(f), f(x± p) = f(x).

Definice 25 (Periodičnost).
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Př́ıklad 49. Funkce na obr. 7.7 je periodická s periodou π.

Obr. 7.7: Periodická funkce.

Bud’ f funkce a M ⊆ D(f). Řekneme, že funkce f je na množině M

• rostoućı, jestliže
∀x1, x2 ∈M : x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2),

• neklesaj́ıćı, jestliže
∀x1, x2 ∈M : x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2),

• klesaj́ıćı, jestliže
∀x1, x2 ∈M : x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2),

• nerostoućı, jestliže
∀x1, x2 ∈M : x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2).

Definice 26.

Je-li funkce f na množině M neklesaj́ıćı, nebo nerostoućı, nazýváme ji monotónńı.
Je-li funkce f na množině M rostoućı, nebo klesaj́ıćı, nazýváme ji ryze monotónńı.

Definice 27.
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Př́ıklad 50. Funkce na obr. 7.8 je rostoućı, funkce na obr. 7.9 je neklesaj́ıćı.

Obr. 7.8: Rostoućı funkce. Obr. 7.9: Neklesaj́ıćı funkce.

Bud’ f funkce a M ⊆ D(f).

• Je-li f(x) > 0 pro ∀x ∈M , řekneme, že f je na množině M kladná.

• Je-li f(x) ≥ 0 pro ∀x ∈M , řekneme, že f je na množině M nezáporná.

• Je-li f(x) < 0 pro ∀x ∈M , řekneme, že f je na množině M záporná.

• Je-li f(x) ≤ 0 pro ∀x ∈M , řekneme, že f je na množině M nekladná.

• Bod [0, f(0)] nazýváme pr̊useč́ık funkce f s osou y.

• Je-li f(x0) = 0, pak nazýváme bod [x0, 0] pr̊useč́ık funkce f s osou x.

Daľśı pojmy

Bud’ f funkce a M ⊆ D(f).

• Je-li graf funkce f pro ∀x ∈ M nad tečnou sestrojenou v libovolném bodě
x0 ∈M , řekneme, že f je na množině M konvexńı.

• Je-li graf funkce f pro ∀x ∈ M pod tečnou sestrojenou v libovolném bodě
x0 ∈M , řekneme, že f je na množině M konkávńı.

• Př́ımku nazýváme asymptotou grafu funkce f , jestliže se jej́ı vzdálenost od
grafu funkce s rostoućı souřadnićı neustále zmenšuje.

Následuj́ıćı pojmy budou přesněji definovány později
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Př́ıklad 51. Popǐste zobrazenou funkci pomoćı výše uvedených pojm̊u.
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8 Polynomy

§ 8.1 Definice a operace s polynomy

Funkci
P (x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

kde a0, . . . , an ∈ R, an 6= 0 nazýváme polynom stupně n. Č́ısla a0, . . . , an nazýváme
koeficienty polynomu P . Koeficient an nazýváme vedoućı koeficient, koeficient a0

nazýváme absolutńı člen. Je-li an = 1 ř́ıkáme, že polynom P je normovaný.

Definice 28 (Polynom).

Obr. 8.1: P (x) = 2. Obr. 8.2: P (x) = 2x− 1. Obr. 8.3: P (x) = x2 − 2.

Protože základńı operace s polynomy jsou dobře známé ze středńı školy, připomeňme si je jen
na př́ıkladech. (Pro vzorce týkaj́ıćı se násobeńı a děleńı mocninných funkćı viz § B.1.)

Př́ıklad 52 (Sč́ıtáńı a násobeńı konstantou).

(3x2 − 2x+ 4)− 2(x3 + x2 + 2x− 1)

= 3x2 − 2x+ 4− 2x3 − 2x2 − 4x+ 2

= −2x3 + x2 − 6x+ 6

47
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Př́ıklad 53 (Násobeńı).

(2x2 − 3)(x3 + 2x+ 3)

= 2x2(x3 + 2x+ 3)− 3(x3 + 2x+ 3)

= 2x5 + 4x3 + 6x2 − 3x3 − 6x− 9

= 2x5 + x3 + 6x2 − 6x− 9

Př́ıklad 54 (Děleńı).

(4x4 − x3 + x2 − 3x+ 7) : (x2 + 2) = 4x2 − x− 7 + −x+21
x2+2

−(4x4 + 8x2)

0− x3 − 7x2 − 3x+ 7

−(−x3 − 2x)

0− 7x2 − x+ 7

−(−7x2 − 14)

0− x+ 21

§ 8.2 Kořeny polynomu

Č́ıslo x0 ∈ C, pro které plat́ı P (x0) = 0 nazýváme kořen polynomu P .

Definice 29 (Kořen polynomu).

Je-li č́ıslo x0 ∈ C kořen polynomu P , pak existuje polynom Q(x) takový, že

P (x) = (x− x0)Q(x).

Věta 13.

Je-li č́ıslo x0 ∈ C kořen polynomu P , nazýváme lineárńı polynom x − x0 kořenový
činitel př́ıslušný ke kořenu x0. Č́ıslo x0 je k-násobným kořenem polynomu P , jestliže
existuje polynom G(x) takový, že

P (x) = (x− x0)kG(x), G(x0) 6= 0.

Definice 30 (Kořenový činitel a násobný kořen).
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Polynom stupně n má právě n komplexńıch kořen̊u.

Věta 14 (Základńı věta algebry).

Poznámka. • Je-li komplexńı č́ıslo a+bi, a, b ∈ R, b 6= 0 kořenem polynomu P , pak je jeho
kořenem i č́ıslo komplexně sdružené a− bi.

• Počet reálných kořen̊u polynomu stupně n je bud’ n, nebo o sudý počet menš́ı.

• Polynom lichého stupně má aspoň jeden reálný kořen.

• Polynomy jsou jediná kapitola, ve které budeme pracovat s komplexńımi č́ısly.

Každý polynom je v reálném oboru možné zapsat jako součin vedoućıho koeficientu,
kořenových činitel̊u a kvadratických polynomů s komplexńımi kořeny .

Věta 15 (Rozklad na součin kořenových činitel̊u).

Necht’ P je polynom s celoč́ıselnými koeficienty. Pak jsou všechny jeho celoč́ıselné
kořeny dělitelé jeho absolutńıho člene.

Věta 16 (Celoč́ıselné kořeny).

Př́ıklad 55.

P (x) = x4 − 5x3 + x2 + 21x− 18, tedy a0 = −18.

Všechny celoč́ıselné kořeny jsou tedy mezi děliteli č́ısla −18:

±1,±2,±3,±6,±9,±18.

Skutečně

P (x) = (x− 1)(x+ 2)(x− 3)2.

§ 8.3 Hornerovo schéma

Hornerovo schéma je algoritmus použ́ıvaný při rozkladu polynomu na součin kořenových
činitel̊u.
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Necht’ jsou dány polynomy

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

Q(x) = bn−1x
n−1 + bn−2x

n−2 + · · ·+ b1x+ b0.

Jestliže existuj́ı α, b−1 ∈ R takové, že

P (x) = (x− α)Q(x) + b−1,

pak
bn−1 = an, bk−1 = αbk + ak, k = 0, . . . , n− 1.

Věta 17.

Poznámka. P (α) = b−1, tedy je-li b−1 = 0, pak je α kořenem polynomu P .

Koeficienty polynomu P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 spolu s č́ıslem α
seṕı̌seme do tabulky

an an−1 · · · a1 a0

α bn−1 bn−2 · · · b0 b−1

A dopoč́ıtáme č́ısla bn−1, . . . , b−1:

bn−1 = an, bk−1 = αbk + ak, k = 0, . . . , n− 1.

T́ım źıskáme polynom Q(x) = bn−1x
n−1 + bn−2x

n−2 + · · · + b1x + b0 a č́ıslo b−1

takové, že plat́ı
P (x) = (x− α)Q(x) + b−1.

Postup

Př́ıklad 56. Rozložte polynom P (x) = x4−5x3 +x2 +21x−18 na součin kořenových činitel̊u.
Celoč́ıselné kořeny jsou mezi č́ısly ±1,±2,±3,±6,±9,±18.

1 -5 1 21 -18

1 1 -4 -3 18 ‖0
1 1 -3 -6 12 –

-1 1 -5 2 16 –

2 1 -2 -7 4 –

-2 1 -6 9 ‖0 –
...

...
...

... – –

X Našli jsme kořeny 1,−2.

X Q(x) = x2 − 6x+ 9

X P (x) = (x− 1)(x+ 2)Q(x)
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Protože Q(x) je kvadratický polynom, neńı nutné dál pokračovat v Hornerově schématu.
Zbývaj́ıćı kořeny dopoč́ıtáme pomoćı diskriminantu.

Q(x) = x2 − 6x+ 9 ⇒ D = 36− 36 = 0 ⇒ x1,2 =
6± 0

2
= 3

Tedy polynom P má dva jednoduché kořeny 1,−2 a jeden dvojnásobný kořen 3. Odtud

P (x) = (x− 1)(x+ 2)(x− 3)2.

§ 8.4 Racionálńı lomená funkce

Necht’ je Pn polynom stupně n a Qm polynom stupně m. Funkci tvaru

R(x) =
Pn
Qm

nazýváme racionálńı lomená funkce. Nav́ıc funkci R(x) označujeme jako

• ryze lomenou, jestliže n < m,

• neryze lomenou, jestliže n ≥ m.

Definice 31.

Každou neryze lomenou funkci je možné (pomoćı děleńı polynomů) vyjádřit jako
součet polynomu a ryze lomené racionálńı funkce.

Věta 18.
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§ 8.5 Lineárńı a kvadratický polynom

• Grafem je př́ımka (y = ax+ b).

• Pro zakresleńı urč́ıme dva body, které ji jednoznačně určuj́ı.

• Koeficient a určuje rychlost r̊ustu (sklon) př́ımky.

• Pokud je a = 0, jedná se o polynom stupně nula a grafem je vodorovná př́ımka
(konstantńı funkce).

• a > 0 znamená r̊ust, a < 0 klesáńı.

• Koeficient b určuje
”
odskok“ od počátku (b > 0 nahoru, b < 0 dol̊u).

• Předpisu y = ax+ b ř́ıkáme směrnicový (a je směrnice).

• Převedeńım všeho na jednu stranu a př́ıpadným přenásobeńım rovnice źıskáme
obecný tvar αx+ βy + γ = 0.

• Daľśı možnost́ı zápisu je parametrický tvar x = u1 + v1p, y = u2 + v2p, kde
[u1, u2] je nějaký bod př́ımky, (v1, v2) je vektor směru př́ımky a p ∈ R je
parametr.

Lineárńı polynom P (x) = ax+ b

Př́ıklad 57. Jsou dány dva body [1, 2], [5, 3]. Najděte směrnicový, obecný a parametrický tvar
př́ımky, která jimi procháźı.

Začneme směrnicovým tvarem y = ax+ b. Dosad́ıme do něj oba body, což vede na soustavu
dvou rovnic o dvou neznámých 2 = a + b, 3 = 5a + b. Neznámé a, b vypoč́ıtáme libovolným
zp̊usobem a zjist́ıme, že a = 1

4 , b = 7
4 . Směrnicový tvar je tedy y = 1

4x+ 7
4 .

Obecný tvar obdrž́ıme př́ımo ze směrnicového jeho přenásobeńım č́ıslem 4 (4y = 1x + 7) a
úpravou na x− 4y + 7 = 0.

Pro parametrický tvar potřebujeme bod, použijme [u1, u2] = [1, 2] a směrový vektor př́ımky.
Ten źıskáme odečteńım zadaných bod̊u(

v1

v2

)
=

(
5− 1
3− 2

)
=

(
4
1

)
.

Výsledný tvar je tedy

x = 1 + 4p,

y = 2 + 1p, p ∈ R.

Všimněme si, že pro p = 0 dostaneme bod [1, 2] a pro p = 1 bod [5, 3]. Pokud tedy omeźıme
parametr p jen na interval od 0 do 1, popisujeme t́ım úsečku mezi zadanými body.
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• D = b2 − 4ac,

• x1,2 = −b±
√
D

2a ,

• P (x) = a(x− x1)(x− x2).

• D > 0 ⇒ x1 6= x2, x1,2 ∈ R,

• D = 0 ⇒ x1 = x2, x1,2 ∈ R,

• D < 0 ⇒ x1 = x̄2, x1,2 ∈ C.

Obr. 8.4: P (x) = ax2 + bx+ c, a > 0. Obr. 8.5: P (x) = ax2 + bx+ c, a < 0.

Kvadratický polynom P (x) = ax2 + bx+ c

ax2 + bx+ c = a(x2 + b
ax+ c

a), x2 + px+ q = (x+ p
2)2 − p2

4 + q.

Doplněńı na čtverec

Př́ıklad 58. Upravme kvadratický polynom y = x2 + 6x+ 5 doplněńım na čtverec.

y = x2 + 6x+ 5,
y = (x+ 3)2 − 9 + 5,
y = (x+ 3)2 − 4,
y = (x+ 3)2 − 4,
y + 4 = (x+ 3)2.

Tı́m jsme źıskali rovnici paraboly v tzv. vrcholovém tvaru, tedy ve tvaru y−n = (x−m)2, kde
bod [m,n] je vrcholem dané paraboly. Naše parabola má tedy vrchol v bodě [−3,−4] a protože
koeficient u x2 v základńım tvaru je kladný, je otevřena směrem nahoru.
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§ 8.6 Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad 59. Jsou dány polynomy

P1(x) = 3x4 − 2x3 + 5x2 − 4x+ 12,

P2(x) = 3x3 − 4x2 + 5x− 2,

P3(x) = 2x2 − 3x+ 1,

P4(x) = −5x2 + 4x− 4.

Spočtěte:

(i) P1(x) + P2(x),

(ii) 3P1(x)− 2P2(x),

(iii) P3(x) · P4(x),

(iv) 2P1(x) · (3P4 − P2(x)) + P3(x).

Př́ıklad 60. Proved’te děleńı polynom̊u

(i) (2x5 − 5x4 + 5x3 − 3x2 + 10x− 3) : (x4 − x3 − x+ 1),

(ii) (3x7 + 2x3 − x+ 5) : (2x3 − 1).

Př́ıklad 61. Najděte všechny celoč́ıselné kořeny daného polynomu a) dosazováńım, b) Hor-
nerovým schématem a rozložte ho na součin kořenových činitel̊u.

(i) P (x) = x5 − 8x3 − 6x2 + 7x+ 6,

(ii) Q(x) = x6 − 2x5 − 2x4 + 8x3 − 7x2 + 2x.

Př́ıklad 62. Pomoćı Hornerova schématu rozhodněte, kolikanásobným kořenem polynomu

(i) P (x) = x5 − 3x4 − 9x3 + 23x2 + 24x− 36 je č́ıslo 3,

(ii) G(x) = 3x5 − 12x4 + 13x3 − 12x+ 16 je č́ıslo 2.

Př́ıklad 63. Určete, zda je daná funkce ryze lomená. Pokud ano, zd̊uvodněte. Pokud ne,
převed’te ji na součet polynomu a ryze lomené funkce.

(i) 12x6−3x5−6x2+x−2
x9+5x2−4

, (ii) x6+2x5−2x4+7x2+2x
x3+1

, (iii) 2x9+12x6−4x2+5
9x9+2x8−1

.

Př́ıklad 64. Vyřešte kvadratickou rovnici a) v R, b) v C.

(i) 2x2 − x− 3 = 0, (ii) x2 + 4x+ 4 = 0, (iii) x2 − 4x+ 29 = 0.

Př́ıklad 65. Určete, pro která x ∈ R je daný výraz a) kladný, b) nezáporný.

(i) 2x2 − x− 3,

(ii) x2 + 4x+ 4,

(iii) x2 − 4x+ 29,

(iv) 1−x
x+2 ,
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(v) 1
x(x+ 1)2(x− 3),

(vi) x2+x−6
2x2+3x+1

,

(vii) x2+x−6
2x2+3x−1

.

Př́ıklad 66. Najděte pr̊useč́ıky grafu funkce f se souřadnými osami.

f(x) =
(x− 3)(x+ 5)

x− 1
.

Př́ıklad 67. Zjistěte, pro která x je daná funkce nezáporná.

f(x) =
x2 − 2x− 3

1− 3x
.

Př́ıklad 68. Rozhodněte, zda je daná RLF ryze lomená, či nikoli. Pokud neńı, převed’te ji
na součet polynomu a ryze lomené RLF.

R(x) =
2x4 + 3x3 − 4x2 + x− 5

3x3 − 2x+ 1
.

Př́ıklad 69. Je dána př́ımka 2x + 3y − 5 = 0. Určete směrnicový tvar, zjistěte souřadnice
bod̊u př́ımky pro x = 0 a x = 1. Poté př́ımku načrtněte.

Př́ıklad 70. Najděte směrnicový tvar př́ımky procházej́ıćı body [−1, 2], [2,−1].

Př́ıklad 71. Jistý lék je dávkován tak, že základńı dávka čińı 2 gramy a za každých započatých
5 kg hmotnosti je nutno přidat daľśı desetinu gramu. Zapǐste rovnici př́ımky, která dávkováńı
popisuje. Následně určete dávku vhodnou pro hmotnost 56 kg.

§ 8.7 Wolfram|Alpha

• Lineárńı kombinace polynomů.

4(2x^3-x^2+5x+7)-5(x^4+3x^3-6x^2-x+15)

• Násobeńı polynomů.

expand (x-3)(x+2)^2(x^2-x+1)

• Děleńı polynomů.

quotient and remainder of (x^5+3x^4-2x^3-5x^2+4x-1)/(2x^2+x-3)

• Rozklad na součin.

factor x^5-8x^3-3x^2+4x-12
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• Dosazeńı do polynomu.

{x^4+3x^3-6x^2-x+15, x=2}

• Kořeny polynomu.

roots of x^5+4x^4+x^3-2x^2-12x-72

solve x^5+4x^4+x^3-2x^2-12x-72=0

• Rovnice.

solve x^4-3x^4+2(x^3-x+1)=5(x-4)(x^2-2)

• Nerovnice.

solve (x^2+2x-3)/(x+1)>=0
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9 Funkce

§ 9.1 Elementárńıch funkce

Obecná mocnina, mnohočleny, goniometrické, cyklometrické, exponenciálńı a lo-
garitmické (a hyperbolické a hyperbolometrické) funkce se nazývaj́ı základńı ele-
mentárńı funkce.

Definice 32 (Základńı elementárńı funkce).

Funkce, které lze źıskat konečným počtem sečteńı, odečteńı, vynásobeńı, poděleńı a
složeńı základńıch elementárńıch funkćı se nazývaj́ı elementárńı funkce.

Definice 33 (Elementárńı funkce).

Grafem funkce y = x2 je parabola (viz obr. 9.1), D(x2) = R, H(x2) = R+
0 , jde o sudou funkci.

Jak se měńı tvar grafu při zvyšuj́ıćı se mocnině je znázorněno na obr. 9.2.

Obr. 9.1: x2 Obr. 9.2: x2, x4

57
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Podobně jsou na obr. 9.3 a 9.4 znázorněny liché mocniny, které jsou typickými zástupci lichých
funkćı. Dále je vidět, že D(x3) = R a H(x3) = R.

Obr. 9.3: x3 Obr. 9.4: x3, x5

Vznik odmocniny z prosté části grafu mocniny, jakožto jej́ı inverze, je zobrazen na obr. 9.5,
kde je také vidět, že D(

√
x) = H(

√
x) = R+

0 .

Obr. 9.5: x2,
√
x
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Grafem funkce y = x−1 je hyperbola, je to funkce lichá, D(x−1) = H(x−1) = R \ {0}. Oproti
tomu je funkce y = x−2 sudá, D(x−2) = R \ {0} a H(x−2) = R+ (viz obr. 9.6). Podobně pro
vyšš́ı mocniny.

Obr. 9.6: 1
x , 1

x2

Grafem exponenciálńı funkce y = ax, a ∈ R+ \{1} (pro a = 1 funkce degeneruje na konstantńı
funkci) je exponenciála, D(ax) = R a H(ax) = R+. Funkce je na celém svém definičńım oboru
rostoućı jestliže a > 1 a klesaj́ıćı jestliže a < 1 (viz obr. 9.7).

Obr. 9.7: 2x,
(

1
2

)x
Obr. 9.8: log2 x, log 1

2
x

Inverzńı funkćı k funkci exponenciálńı je logaritmus y = loga x, a ∈ R+ \ {1}, jehož grafem
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je logaritmická křivka, D(loga x) = R+ a H(loga x) = R. Logaritmus je, stejně jako expo-
nenciála, rostoućı, jestliže je jeho základ a > 1 a klesaj́ıćı jestliže a < 1. (Viz obr. 9.8 a 9.9).
Připomeňme, že logaritmus o základu e (Eulerovo č́ıslo) se nazývá přirozený logaritmus (lo-
garitmus naturalis) a znač́ı se lnx.

Obr. 9.9: 2x,
(

1
2

)x
, log2 x, log 1

2
x

Mezi goniometrické funkce patř́ı sinus, kosinus, tangens a kotangens. Všechny tyto funkce jsou
periodické, přičemž sinus a kosinus s periodou 2π, tangens a kotangens s periodou π. Sinus,
tangens a kotangens jsou funkce liché, kosinus je funkce sudá. Na obr. 9.10 a 9.11 vid́ıme,že
D(sinx) = D(cosx) = R a H(sinx) = H(cosx) = [−1, 1].

Obr. 9.10: sinx
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Obr. 9.11: cosx

Dále na obr. 9.12 je vidět, že grafy sinu a kosinu jsou až na posunut́ı π/2 totožné.

Obr. 9.12: sinx, cosx

Funkce tangens a kotangens jsou zobrazeny na obr. 9.13 a 9.14 a podobnost jejich graf̊u je
dobře patrná z obr. 9.15 (až na posunut́ı o π/2 a zrcadleńı jsou totožné). Dále je vidět, že
D(tg x) = R\{(2k+1)π2 : k ∈ Z} (všechna reálná č́ısla bez lichých násobk̊u π/2), D(cotg x) =
R\{kπ : k ∈ Z} (všechna reálná č́ısla bez celoč́ıselných násobk̊u π) a H(tg x) = H(cotg x) = R.

Obr. 9.13: tg x Obr. 9.14: cotg x
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Obr. 9.15: tg x, cotg x

Inverzńı funkce k funkćım goniometrickým se nazývaj́ı cyklometrické a patř́ı sem arkussinus,
arkuskosinus, arkustangens a arkuskotangens. Jejich graf a vznik z př́ıslušné prosté části
grafu goniometrické funkce je zobrazen na obr. 9.16, 9.17, 9.18 a 9.19. Zd̊urazněme, že funkce
arkussinus je lichá, rostoućı a D(arcsinx) = [−1, 1],H(arcsinx) = [−π/2, π/2].

Obr. 9.16: sinx, arcsinx
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Funkce arkuskosinus neńı ani lichá, ani sudá, je klesaj́ıćı a D(arccosx) = [−1, 1],H(arccosx) =
[0, π].

Obr. 9.17: cosx, arccosx

Funkce arkustangens je lichá, rostoućı a D(arctg x) = R,H(arctg x) = [−π/2, π/2].

Obr. 9.18: tg x, arctg x
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Funkce arkuskotangens neńı ani lichá, ani sudá, je klesaj́ıćı a D(arccotg x) = R,H(arccotg x) =
[0, π].

Obr. 9.19: cotg x, arccotg x
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§ 9.2 Operace s funkcemi

• Plat́ı

(f ± g)(x) = f(x)± g(x),

(f · g)(x) = f(x) · g(x).

Definičńı obor těchto funkćı je pr̊unikem definičńıch obor̊u p̊uvodńıch funkćı, tj.
D(f ± g) = D(f) ∩D(g) = D(f · g).

• Plat́ı (
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)
.

Definičńı obor nové funkce je pr̊unikem definičńıch obor̊u funkćı f a g zmenšený
o body, v nichž je g(x) = 0, tj.

D

(
f

g

)
= D(f) ∩D(g) \ {x : g(x) = 0}.

Operace s funkcemi

Daľśı operaćı je skládáńı funkćı.

Necht’ u = g(x) je funkce s definičńım oborem D(g) a oborem hodnot H(g). Necht’

y = f(u) je funkce s definičńım oborem D(f) ⊇ H(g).
Složenou funkćı (f ◦ g)(x) rozumı́me přǐrazeńı, které ∀x ∈ D(g) přǐrad́ı y = f(u) =

f
(
g(x)

)
. Funkci g nazýváme vnitřńı složkou a funkci f vněǰśı složkou složené funkce.

Definice 34 (Složená funkce).

Obr. 9.20: Složená funkce.
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Př́ıklad 72. • Funkce
F (x) = sinx2

je složena z funkćı f(x) = sinx a g(x) = x2 tak, že

F (x) = (f ◦ g)(x) = f
(
g(x)

)
.

• Funkce
G(x) =

3
√

e2x−4

je složena z funkćı f(x) = 3
√
x, g(x) = ex, h(x) = 2x− 4 tak, že

G(x) = (f ◦ g ◦ h)(x) = f
(
g
(
h(x)

))
.

Poznámka. Při určováńı definičńıch obor̊u složených funkćı je vhodné postupovat zevnitř.
Každý definičńı obor je pr̊unikem všech źıskaných podmı́nek. Např. je-li F (x) =

√
f(x),

najdeme nejprve D(f), poté zjist́ıme, ve kterých bodech je f(x) < 0 a ty odstrańıme, tj.

D(F ) = D(f) \ {x : f(x) < 0}.

Tedy mimo definičńı obory základńıch funkćı muśıme brát v úvahu např. u funkce

• F (x) = f(x)
g(x) , že g(x) 6= 0,

• F (x) =
√
f(x), že f(x) ≥ 0,

• F (x) = loga f(x), že f(x) > 0,

• F (x) = tg f(x), že f(x) 6= (2k + 1)π2 , k ∈ Z,

• F (x) = cotg f(x), že f(x) 6= kπ, k ∈ Z,

• F (x) = arcsin f(x), že f(x) ∈ [−1, 1],

• F (x) = arccos f(x), že f(x) ∈ [−1, 1].

§ 9.3 Inverzńı funkce

Necht’ f je funkce a M ⊆ D(f). Řekneme, že funkce f je na množině M prostá,
jestliže pro každou dvojici x1, x2 ∈M plat́ı

x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2).

Definice 35 (Prostá funkce).

Poznámka. Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.
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• Graf prosté funkce prot́ıná všechny vodorovné př́ımky nejvýše jednou.

Obr. 9.21: Zobrazená funkce je prostá. Obr. 9.22: Zobrazená funkce neńı prostá.

• Je-li funkce na množině M ryze monotónńı, pak je na ńı prostá.

Necht’ f je prostá funkce. Funkci f−1, která každému y ∈ H(f) přǐrazuje právě to x,
pro které plat́ı y = f(x), se nazývá inverzńı funkćı k funkci f . Ṕı̌seme x = f−1(y).

Definice 36 (Inverzńı funkce).

Obr. 9.23: Inverzńı funkce.

Necht’ funkce f je prostá, potom plat́ı (resp. plat́ı pro prostou část funkce f):

• D(f−1) = H(f), H(f−1) = D(f),

•
(
f−1

)−1
= f .

• Grafy funkćı f a f−1 jsou symetrické podle osy I. a III. kvadrantu (př́ımky
y = x).

• Je-li funkce f rostoućı/klesaj́ıćı, je také funkce f−1 rostoućı/klesaj́ıćı.

Plat́ı
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Obr. 9.24: Graf inverzńı funkce.

Iverzńı funkci k funkci f urč́ıme tak, že v předpisu y = f(x) zaměńıme proměnné x a
y, t́ım dostaneme x = f(y). Z této rovnice pak vyjádř́ıme, je-li to možné, proměnnou
y.

Výpočet inverzńı funkce

K elementárńı funkci je inverzńı funkćı jiná elementárńı funkce:

f(x) f−1(x)

x2 (x ≥ 0)
√
x

x2 (x ≤ 0) −
√
x

x3 3
√
x

ex lnx
ax (a 6= 1) loga x
sinx (x ∈ [−π

2 ,
π
2 ]) arcsinx

cosx (x ∈ [0, π]) arccosx
tg x (x ∈ (−π

2 ,
π
2 )) arctg x

cotg x (x ∈ (0, π)) arccotg x

Poznámka. Pro všechna x, pro která má zápis smysl, plat́ı

(f ◦ f−1)(x) = x = (f−1 ◦ f)(x).

Př́ıklad 73. Určete inverzńı funkci k funkci f a určete D(f), H(f), D(f−1) a H(f−1).

a) f(x) = 3x−4
2 , b) f(x) = esinx .

a) f(x) = 3x−4
2

y =
3x− 4

2
 x =

3y − 4

2
2x = 3y − 4

3y = 2x+ 4

y =
2x+ 4

3
⇒ f−1(x) =

2x+ 4

3
.
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D(f) = H(f) = D(f−1) = H(f−1) = R.

b) f(x) = esinx

y = esinx  x = esin y / ln(·)
lnx = sin y / arcsin(·)

arcsin lnx = y ⇒ f−1(x) = arcsin lnx.

D(f) = R, funkce f je prostá pro x ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
= H(f−1)

D(f−1) :

. lnx ⇒ x > 0 ⇒ x ∈ (0,∞)

. arcsin lnx ⇒ lnx ∈ [−1, 1]

−1 ≤ lnx ≤ 1 / e(·) ⇒ e−1 ≤ x ≤ e ⇒ x ∈
[

1

e
, e

]
D(f−1) = (0,∞) ∩

[
1
e , e
]

=
[

1
e , e
]
.

Celkem tedy H(f) = D(f−1) =
[

1
e , e
]
.

§ 9.4 Transformace grafu funkce

Necht’ je dána funkce y = f(x) a nenulová reálná č́ısla a, b.

• Uvažujme funkci ỹ = f(x + a). Tato funkce má v̊uči p̊uvodńı funkci graf
posunutý bud’ doleva (je-li a > 0), nebo doprava (pro a < 0), a to o velikost
č́ısla a.

• Uvažujme funkci ŷ = f(x) + b. Tato funkce má v̊uči p̊uvodńı funkci graf po-
sunutý bud’ nahoru (je-li b > 0), nebo dol̊u (pro b < 0), a to o velikost č́ısla
b.

Transformace grafu funkce

Obr. 9.25: f(x) = (x+ 1)3 Obr. 9.26: f(x) = x3 + 1
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§ 9.5 Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad 74. Načrtněte graf funkce.

(i) y = x2,

(ii) y = −x2,

(iii) y = (−x)2,

(iv) y = (x+ 1)2,

(v) y = x2 + 1,

(vi) y = (1− x)3.

Př́ıklad 75. Načrtněte graf funkce.

(i) y = 2−
√
x,

(ii) y = 1
3−x − 1,

(iii) y = ln(x− 3),

(iv) y = 2 + e1−x.

Př́ıklad 76. Načrtněte graf funkce.

(i) y = sinx,

‡(ii) y = sin(3x),

‡(iii) y = sin x
5 ,

‡(iv) y = 2 sinx,

(v) y = sin(x− 1),

(vi) y = 3 + sinx,

‡(vii) y = tg(3x).

Př́ıklad 77. K danému grafu vyberte správný funkčńı předpis.

a) tg(x+ π
2 )− 1,

b) (x+ 1, 5)3 − 1,

c) 1
x+1,5 − 1,

d) − cotg(x+ π
2 ) + 1,

e) (x− 1, 5)3 + 1.

Př́ıklad 78. Určete definičńı obor funkce.

(i) f(x) = 1
x+2 ,

(ii) f(x) =
√

3− x,

(iii) f(x) = x√
x+3

,

(iv) f(x) = 3
e1−x ,

(v) f(x) = lnx
2x2+3x−2

,

(vi) f(x) = 1
sinx ,

(vii) f(x) = tg(x− 1),

(viii) f(x) = 3x
2x−8 +

√
10− x− ln(x+ 2).
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Př́ıklad 79. Jsou dány funkce f(x) = x2, g(x) = 2x
1−x a h(x) = lnx. Určete složené funkce

(i) f ◦ g, (ii) g ◦ f , (iii) f ◦ g ◦ h, (iv) f ◦ h ◦ f .

Př́ıklad 80. Určete složky dané funkce.

(i) y = cotg5 x,

(ii) y = 3
√

sin(x3 + 3),

(iii) y = cosx7,

(iv) y = log2

√
tg(2 + x).

Př́ıklad 81. Funkci y = sin 1
5x lze považovat za složeninu dvou, nebo tř́ı základńıch funkćı.

Kterých? (Popǐste obě možnosti.)

Př́ıklad 82. K dané funkci f určete funkci inverzńı a načrtněte grafy obou funkćı.

(i) f(x) = 2x+ 1,

(ii) f(x) = 2x2−1
3 ,

(iii) f(x) = log3(x− 2),

(iv) f(x) = 1
5x .

Př́ıklad 83. Popǐste vlastnosti cyklometrických funkćı (arcsin, arccos, arctg a arccotg) a jejich
vznik jakožto inverźı.

Př́ıklad 84. Určete a nakreslete funkci inverzńı k funkci f : y = 2x3 − 1.

Př́ıklad 85. Určete definičńı obor dané funkce.

(i) f(x) = ln(x2 + 4x− 5) + 2x2√
2x+6

, (ii) g(x) = arcsin x+3
2 +

√
x+4
x−2 .

Př́ıklad 86. Určete definičńı obor funkce

f : y = arccotg
x− 1√
1− x

+ log−2
1
3

(2x+ 21).

Př́ıklad 87. Načrtněte graf funkce

f(x) = 2− arcsin(x+ 1).

Př́ıklad 88. Určete definičńı obor funkce

f(x) = ln
x− 1

2 + x
− arcsin

x

4
.

Př́ıklad 89. Určete definičńı obor dané funkce.

f(x) =
√

1− x+
1

x
, g(x) =

1√
1− x

− lnx.

Př́ıklad 90. Rozhodněte, zda je daná funkce sudá, nebo lichá.

f(x) =
3x2 − 2

x3
, g(x) = cosx− sinx2 − 2 sin2 x,

h1(x) = x3 + 2x2 − x+ 4, h2(x) = ln(x− 3).
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§ 9.6 Wolfram|Alpha

• Definičńı obor funkce.

domain of sqrt(x+2)/(x-1)

• Obor hodnot funkce.

range of x^2-5x+3

• Graf funkce.

plot y=x^3-1 for x from -2 to 2.5

plot y=tan(x) for x from -pi to 2pi and y from -10 to 10

• Inverzńı funkce.

inverse of x^5

• Pr̊useč́ıky graf̊u funkćı.

intersections of y=3x^2+x-4 and y=2x+6
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10 Limita funkce

§ 10.1 Okoĺı bodu

Libovolný otevřený interval I ∈ R obsahuj́ıćı bod x0 ∈ R nazýváme okoĺı bodu x0

označ́ıme jej O(x0).

Definice 37 (Okoĺı bodu).

• δ-okoĺı bodu x0

Oδ(x0) = (x0 − δ, x0 + δ).

• Prstencové (ryźı) δ-okoĺı bodu x0

Ôδ(x0) = Oδ(x0) \ {x0} = (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ).

• Levé a pravé δ-okoĺı bodu x0

O−δ (x0) = (x0 − δ, x0], O+
δ (x0) = [x0, x0 + δ).

• Levé a pravé prstencové δ-okoĺı bodu x0

Ô−δ (x0) = (x0 − δ, x0), Ô+
δ (x0) = (x0, x0 + δ).

Speciálńı typy okoĺı bodu

73
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§ 10.2 Limita funkce

Řekneme, že funkce f má v bodě x0 limitu rovnu č́ıslu L, jestliže pro ∀ε > 0 existuje
δ > 0 takové, že pro ∀x ∈ Ôδ(x0) plat́ı f(x) ∈ Oε(L). Ṕı̌seme

lim
x→x0

f(x) = L, popř. f(x)
x→x0−−−→ L.

Definice 38 (Limita funkce).

Obr. 10.1: Limita funkce.

Nepřesně, ale ilustrativně:

“Je-li x bĺızko x0, pak je f(x) bĺızko
L.”

Použijeme-li v definici limity Ô+
δ (x0) mı́sto Ôδ(x0), źıskáme definici limity zprava

lim
x→x+0

f(x) = L.

Podobně, použijeme-li v definici limity Ô−δ (x0) mı́sto Ôδ(x0), źıskáme definici limity
zleva

lim
x→x−0

f(x) = L.

Definice 39 (Jednostranné limity).

Funkce má v každém bodě nejvýše jednu limitu / limitu zprava / limitu zleva.

Věta 19 (Jednoznačnost).
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Rozš́ıřenou množinou reálných č́ısel R∗ rozumı́me množinu reálných č́ısel R
rozš́ı̌renou o body −∞ a +∞, tj

R∗ = R ∪ {−∞,+∞}.

Body ±∞ nazýváme nevlastńı body, zat́ımco body množiny R nazýváme vlastńı
body.

Definice 40 (Rozš́ı̌rená množina reálných č́ısel).

Pro a ∈ R definujeme:

• a+∞ =∞,

• a−∞ = −∞,

• ∞+∞ =∞,

• −∞−∞ = −∞,

• ∞ ·∞ =∞,

• (−∞) · (−∞) =∞,

• ∞ · (−∞) = −∞,

• | ±∞| =∞,

• a
±∞ = 0.

• Je-li a > 0, pak a · ∞ =∞, a · (−∞) = −∞.

• Je-li a < 0, pak a · ∞ = −∞, a · (−∞) =∞.

Poznámka. Nejsou definovány výrazy

∞−∞, ±∞ · 0, ±∞
±∞

.

Tyto výrazy nazýváme neurčité výrazy.
Samozřejmě neńı definováno děleńı nulou.

Okoĺım O(∞) bodu ∞ rozumı́me libovolný interval tvaru (a,∞), a ∈ R, a podobně
okoĺım bodu −∞ interval tvaru (−∞, a). Ryźım okoĺım nevlastńıch bod̊u rozumı́me
totéž, co okoĺım těchto bod̊u.

Definice 41 (Okoĺı nevlastńıho bodu).

Použit́ım okoĺı nevlastńıch bod̊u v definici limity źıskáme definici tzv. nevlastńı limity a limity
v nevlastńım bodě. Definice limity se pak pro tyto speciálńı př́ıpady zjednoduš́ı.

Řekneme, že funkce f má v bodě x0 nevlastńı limitu +∞ (−∞), jestliže pro ∀Y > 0
existuje δ > 0 takové, že pro ∀x ∈ Ôδ(x0) plat́ı f(x) > Y (f(x) < −Y ).

Definice 42 (Nevlastńı limita).
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Obr. 10.2: Nevlastńı limita.

Řekneme, že funkce f má limitu L v nevlastńım bodě +∞ (−∞), jestliže pro
∀ε > 0 existuje X > 0 takové, že pro ∀x > X (∀x < −X) plat́ı f(x) ∈ Oε(L).

Definice 43 (Limita v nevlastńım bodě).

Obr. 10.3: Limita v nevlastńım bodě.
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Limitu
lim
x→x0

f(x) = L

nazýváme

• vlastńı limita ve vlastńım bodě, jestliže x0, L ∈ R,

• nevlastńı limita ve vlastńım bodě, jestliže x0 ∈ R, L ∈ {±∞},

• vlastńı limita v nevlastńım bodě, jestliže x0 ∈ {±∞}, L ∈ R,

• nevlastńı limita v nevlastńım bodě, jestliže x0, L ∈ {±∞}.

Použité pojmy

Funkce f má ve vlastńım bodě x0 limitu právě tehdy, když má v tomto bodě obě
jednostranné limity a ty si jsou rovny, tj.

lim
x→x0

f(x) = L ⇔ lim
x→x−0

f(x) = lim
x→x+0

f(x) = L.

Věta 20 (Existence limity).

Poznámka. Limita neexistuje, jestliže

. neexistuje některá (nebo obě) jednostranné limity,

. jednostranné limity jsou r̊uzné.

Toho lze výhodně využ́ıt při d̊ukazu neexistence limity.

Obr. 10.4: Limita v x0 neexistuje.
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Neńı-li možné č́ıslo do funkce dosadit jinak než “limitně”, můžeme představu o limitńım
chováńı funkce źıskat i empiricky a to dosazováńım bĺızkých č́ısel. Pod́ıvejme se na chováńı
funkce sinx

x pro x→ 0+.

x 1 0, 1 0, 01 0, 001 0, 0001

sinx
x 0, 841470985 0, 998334167 0, 999983333 0, 999999833 0, 999999998

Z tabulky vid́ıme, že hodnoty se bĺıž́ı jedničce. A skutečně lim
x→0+

sinx
x = 1.

Obr. 10.5: Graf funkce f(x) = sinx
x .

POZOR – nejde o nepr̊ustřelnou metodu:

x 1 0, 1 0, 01 0, 001 0, 0001 · · ·
sin π

x 0 0 0 0 0 · · ·

Přitom lim
x→0+

sin π
x neexistuje.

Obr. 10.6: Graf funkce f(x) = sin π
x .

(Zkuste dosazovat náhodná č́ısla bĺıž́ıćı se k nule zprava.
Např. sin π

0,003
.
= −0, 8660253055.)
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§ 10.3 Spojitost funkce

• Řekneme, že funkce f je spojitá v bodě x0 ∈ R, jestliže

x0 ∈ D(f) a lim
x→x0

f(x) = f(x0).

• Řekneme, že funkce f je spojitá zleva v bodě x0 ∈ R, jestliže

x0 ∈ D(f) a lim
x→x−0

f(x) = f(x0).

• Řekneme, že funkce f je spojitá zprava v bodě x0 ∈ R, jestliže

x0 ∈ D(f) a lim
x→x+0

f(x) = f(x0).

Definice 44 (Spojitost).

Řekneme, že funkce je spojitá na intervalu I, je-li spojitá v každém jeho vnitřńım
bodě a v krajńıch bodech (pokud patř́ı do I) je spojitá zleva, resp. zprava.

Definice 45 (Spojitost na intervalu).

Body, ve kterých neńı funkce f spojitá, nazýváme body nespojistosti.

Definice 46 (Body nespojitosti).

Poznámka. Elementárńı funkce jsou spojité v každém bodě svého definičńıho oboru.

Necht’ je funkce f spojitá na uzavřeném intervalu I. Pak je f na I ohraničená a
nabývá zde své největš́ı a nejmenš́ı hodnoty.

Věta 21 (Weierstrassova věta).
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Necht’ je funkce f spojitá na uzavřeném intervalu I = [a, b] a necht’ plat́ı f(a) ·f(b) <
0. Pak existuje alespoň jedno č́ıslo c ∈ (a, b) takové, že f(c) = 0.

Věta 22 (Prvńı Bolzanova věta).

Necht’ je funkce f spojitá na uzavřeném intervalu I. Pak f nabývá všech hodnot
mezi svou největš́ı a nejmenš́ı hodnotou.

Věta 23 (Druhá Bolzanova věta).

Obr. 10.7: Funkce spojitá na uzavřeném intervalu.



§ 10.3. SPOJITOST FUNKCE 81

Necht’ a ∈ R∗, k ∈ R a necht’ f, g : R→ R. Jestliže maj́ı funkce f a g v bodě a limitu,
pak plat́ı

• lim
x→a

k = k,

• lim
x→a

[
f(x)± g(x)

]
= lim

x→a
f(x)± lim

x→a
g(x),

• lim
x→a

[
f(x) · g(x)

]
= lim

x→a
f(x) · lim

x→a
g(x),

• lim
x→a

[
k · f(x)

]
= k · lim

x→a
f(x),

• lim
x→a

f(x)
g(x) =

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

g(x) , pro lim
x→a

g(x) 6= 0.

Věta 24 (Pravidla pro poč́ıtáńı s limitami).

Př́ıklad 91. • lim
x→2

(x2 + 3x) = 4 + 3 · 2 = 10,

• lim
x→∞

(arctg x+ arccotg x) = π
2 + 0 = π

2 ,

• lim
x→0−

1
x cosx = −∞ · 1 = −∞,

• lim
x→∞

1
x·ex = 1

∞·∞ = 0,

• lim
x→0+

( 1
x + lnx) =∞−∞ = neurčitý výraz.

Je-li funkce f spojitá, pak plat́ı

lim
x→x0

f
(
g(x)

)
= f

(
lim
x→x0

g(x)
)
.

Věta 25 (Limita složené funkce).

Poznámka. Při výpočtech limit vždy nejprve dosad́ıme x = x0.

Př́ıklad 92. • limx→0+ ln 1
x =

∥∥ln∞
∥∥ =∞,

• limx→−∞ arctg e−x =
∥∥arctg e+∞ = arctg∞

∥∥ = π
2 ,

• limx→0+ ln sinx =
∥∥ln 0+

∥∥ = −∞,

• limx→0−
1

sinx =
∥∥ 1

sin 0− = 1
0−

∥∥ = −∞,

• limx→0+
1

sinx =
∥∥ 1

sin 0+
= 1

0+

∥∥ =∞.
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§ 10.4 Výpočet limit

Jestliže pro všechna x ∈ Ôδ(x0) plat́ı f(x) = g(x) a existuje limita lim
x→x0

g(x) = L,

pak
lim
x→x0

f(x) = L.

Věta 26.

Odtud plyne, že funkci lze při výpočtu limity vhodně upravovat.

Př́ıklad 93.

lim
x→2

x2 − x− 2

x− 2
=
∥∥0

0

∥∥ = lim
x→2

(x− 2)(x+ 1)

x− 2
= lim

x→2
(x+ 1) = 3.

Následuj́ıćı věta již byla použita v některých př́ıkladech.

Necht’ limx→x0 f(x) = k 6= 0 a limx→x0 g(x) = 0. Existuje-li prstencové okoĺı bodu
x0, takové, že pro každé x z tohoto okoĺı plat́ı

• f(x)
g(x) > 0, pak limx→x0

f(x)
g(x) = +∞,

• f(x)
g(x) < 0, pak limx→x0

f(x)
g(x) = −∞.

Věta 27.

→ Věta plat́ı i pro jednostranné okoĺı a limity.

→ Při výpočtu limity typu
∥∥k

0

∥∥, kde k 6= 0, k ∈ R je potřeba určit obě jednostranné limity
a zjisit, zda jsou si rovny. Pokud ne, limita neexistuje.1

Př́ıklad 94. • Limita
lim
x→1

x

x− 1
=
∥∥1

0

∥∥
neexistuje, nebot’

lim
x→1+

x

x− 1
=
∥∥ 1

0+

∥∥ = +∞, lim
x→1−

x

x− 1
=
∥∥ 1

0−

∥∥ = −∞.

• Limita
lim
x→1

x

(x− 1)2
=
∥∥1

0

∥∥ = +∞,

nebot’

lim
x→1+

x

(x− 1)2
=
∥∥ 1

0+

∥∥ = +∞, lim
x→1−

x

(x− 1)2
=
∥∥ 1

0+

∥∥ = +∞.
1Matematika uč́ı: nepřehĺıžejte nuly. (Gabriel Laub)
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Poznámka. limx→x0
f(x)
g(x) =

∥∥ k
±∞ , k ∈ R

∥∥ = 0.

Plat́ı

•
lim

x→±∞
(anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0) = lim

x→±∞
anx

n,

•
lim

x→±∞

anx
n + · · ·+ a0

bmxm + · · ·+ b0
= lim

x→±∞

anx
n

bmxm
.

Věta 28 (Limita polynomu a rac. lom. funkce v ±∞).

Př́ıklad 95. • lim
x→−∞

(−2x5 + 3x4 − 2x+ 8) = lim
x→−∞

(−2x5)

=
∥∥−2 · (−∞)

∥∥ = +∞

• lim
x→∞

2x3+3x2−1
x4−2x+2

= lim
x→∞

2x3

x4
= lim

x→∞
2
x =

∥∥ 2
∞
∥∥ = 0

• lim
x→−∞

3x2+2x−1
−x2−8x+5

= lim
x→−∞

3x2

−x2 = lim
x→−∞

(−3) = −3

• lim
x→∞

x4+3x2+2x−1
−4x2+3x+5

= lim
x→∞

x4

−4x2
= lim

x→∞
x2

−4 = 1
−4 · lim

x→∞
x2 = −∞.

Poznámka. Neurčité výrazy typu 0
0 , ∞∞ lze řešit pomoćı derivaćı, použit́ım tzv. L’Hospitalova

pravidla.

§ 10.5 Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad 96. Určete limitu z grafu funkce.

(i) lim
x→5

3x+ 1,

(ii) lim
x→∞

arctg x,

(iii) lim
x→0

1
x2
,

(iv) lim
x→0−

1
x ,

(v) lim
x→0

1
x ,

(vi) lim
x→−3+

ln(x+ 3).
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Př́ıklad 97. Určete limitu.

(i) lim
x→2

sinx
x ,

(ii) lim
x→∞

sinx
x ,

(iii) lim
x→−2

x3−2x2+3+log3(1−x)
x−sin πx

4
+2 ,

(iv) lim
x→2

2x2−5x+5
x2−x−2

,

(v) lim
x→0

2x−3
sinx ,

(vi) lim
x→0

x2−1
cosx−1 .

Př́ıklad 98. Určete limitu.

(i) lim
x→∞

x3−3x2+2
2x3−3x−4

,

(ii) lim
x→∞

2x+x4+1
3·2x+x2−1

,

(iii) lim
x→∞

x3+2x−2
4x3+4x2+x+3

,

(iv) lim
x→∞

7x2−2x+12
x3−4x2+2

,

(v) lim
x→∞

−2x7−x+1
x2+1

,

‡(vi) lim
x→∞

2 log6 x−3x+1+15x6

3 log6 x+3x−5x6
.

Př́ıklad 99. Z graf̊u základńıch funkćı a nebo výpočtem určete limitu.

(i) lim
x→∞

(5
1
x + 2), (ii) lim

x→2π−
ecotg x .

§ 10.6 Wolfram|Alpha

• Výpočet limity.

limit (x+3)/(2-x^2) as x->1

limit 3^(1/x)-7 as x->-infinity

• Jednostranná limita.

limit e^(cot(x)) as x->2pi from left

lim_(x->(2 pi)^-) e^(cot(x))
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11 Derivace

§ 11.1 Definice a geometrický význam derivace

Bud’ f funkce a x0 ∈ D(f). Existuje-li

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

(
= lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

)
nazýváme tuto limitu derivace funkce f v bodě x0 a znač́ıme ji f ′(x0). Je-li tato
limita vlastńı, nazýváme ji vlastńı derivace, je-li nevlastńı, nazýváme ji nevlastńı
derivace. Jestliže tato limita neexistuje řekneme, že funkce f v bodě x0 derivaci
nemá.

Definice 47 (Derivace v bodě).

Sečna grafu funkce f procházej́ıćı body [x0, f(x0)] a [x0 + h, f(x0 + h)] má směrnici

tgϕ =
f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Jestliže se s bodem x0 +h bĺıž́ıme k bodu x0 (tj. provád́ıme limitńı přechod h→ 0),
přejde tato sečna v tečnu v bodě [x0, f(x0)]. Směrnice tečny ke grafu funkce f v
bodě x0 je tedy

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
,

což je přesně derivace funkce f v bodě x0.

Geometrický význam derivace

85
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Obr. 11.1: Geometrický význam derivace.

Má-li funkce f v bodě x0 derivaci, pak je v tomto bodě spojitá.

Věta 29.

Poznámka. Obrácená věta neplat́ı. Např. funkce f(x) = |x| je spojitá na celém R, ale v x0 = 0
nemá derivaci.

Obr. 11.2: Graf funkce f(x) = |x|.

Necht’ má funkce f derivaci v každém bodě otevřeného intervalu I. Předpisem, který
každému bodu x z intervalu I přǐrad́ı derivaci funkce f v bodě x, je definována
funkce, kterou nazýváme derivace funkce f na intervalu I a označujeme ji f ′.

Definice 48 (Derivace na intervalu).
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Poznámka. • Derivaci funkce y = f(x) se mimo f ′ také znač́ıvá y′, df
dx ,

dy
dx .

• Výraz df(x) = f ′(x)dx nazýváme diferenciál funkce f v bodě x.

• Funkce f má v bodě x0 diferenciál (je diferencovatelná v bodě x0) ⇔ existuje vlastńı
derivace f ′(x0).

§ 11.2 Pravidla a vzorce1

Necht’ f a g jsou funkce, c ∈ R.

• (f ± g)′ = f ′ ± g′,

• (c · f)′ = c · f ′,

• (f · g)′ = f ′g + fg′,

•
(
f
g

)′
= f ′g−fg′

g2
.

Pravidla

Necht’ a, b, c, α ∈ R, a, b > 0, α 6= 0, b 6= 1.

• (c)′ = 0,

• (xα)′ = αxα−1,

• (ex)′ = ex,

• (ax)′ = ax · ln a,

• (lnx)′ = 1
x ,

• (logb x)′ = 1
x·ln b ,

• (sinx)′ = cosx,

• (cosx)′ = − sinx.

• (tg x)′ = 1
cos2 x

,

• (cotg x)′ = − 1
sin2 x

,

• (arcsinx)′ = 1√
1−x2 ,

• (arccosx)′ = − 1√
1−x2 ,

• (arctg x)′ = 1
1+x2

,

• (arccotg x)′ = − 1
1+x2

.

Vzorce

1Pro derivováńı je potřeba jen slabá mysl a silná pravačka. (Ron Getoor)
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Pro složenou funkci plat́ı

(f ◦ g)′(x) = [f(g(x))]′ = f ′(g(x)) · g′(x),

kde existence derivace vlevo (a uprostřed) plyne z existence derivaćı vpravo.

Věta 30.

Poznámka. • Výraz f ′(g(x)) znamená derivaci funkce f vypočtenou v bodě g(x).

• Při derivováńı složené funkce je vhodné zač́ıt od vněǰśı složky a pokračovat dovnitř (jako
loupáńı cibule), tj.

(f ◦ g ◦ h)′(x) = [f(g(h(x)))]′ = f ′(g(h(x))) · g′(h(x)) · h′(x).

Necht’ f je funkce a f ′ jej́ı derivace. Existuje-li derivace (f ′)′ funkce f ′, nazýváme ji
druhá derivace funkce f a znač́ıme ji f ′′.
Obecně n-tou derivaćı, n ∈ N, funkce f rozumı́me funkci f (n) =

(
f (n−1)

)′
.

Definice 49 (Derivace vyšš́ıch řád̊u).

Poznámka. • Pro derivace vyšš́ıch řád̊u budeme použ́ıvat značeńı

f ′, f ′′, f ′′′, f (4), f (5), . . . , f (n).

• V ostatńıch typech značeńı se n-tá derivace ṕı̌se jako

y(n),
dnf

dxn
,

dny

dxn
.

§ 11.3 Fyzikálńı význam

• Derivace f ′(x0) vyjadřuje okamžitou rychlost změny funkčńı hodnoty funkce
f v bodě x0. Tj. je-li f ′(x0) = c ∈ R, potom na jednu jednotku změny hodnoty
nezávisle proměnné x připadá c jednotek změny závisle proměnné y.

• Zejména z toho plyne, že je-li c > 0, pak s rostoućım x roste i y, a je-li c < 0,
pak s rostoućım x y klesá.

Fyzikálńı význam derivace
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Obr. 11.3: Rychlost změny.

Snadno můžeme pomoćı derivaćı odvodit zákony klasické mechaniky:

• Rychlost je změna polohy v čase v = s
t . Potom okamžitá rychlost v čase t je

v(t) = lim
h→0

s(t+ h)− s(t)
h

=
ds

dt
.

• Zrychleńı je změna rychlosti v čase, tedy podobně obdrž́ıme

a(t) =
dv

dt
=

d2s

dt2
.

• Hybnost p je rovna rychlosti na jednotku hmotnosti, tedy p = mv.

• Śıla je derivaćı hybnosti dle času

F =
dp

dt
=

d(mv)

dt
=

dm

dt
v +m

dv

dt
= 0 +m

dv

dt
= ma.

T́ım jsme odvodili 2. Newton̊uv pohybový zákon (a = F
m):

Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri secundam li-
neam rectam qua vis illa imprimitur.
(= Jestlǐze na těleso p̊usob́ı śıla, pak se těleso pohybuje se zrychleńım, které je př́ımo
úměrné p̊usob́ıćı śıle a nepř́ımo úměrné hmotnosti tělesa.)

Zákon śıly



90 KAPITOLA 11. DERIVACE

§ 11.4 Parciálńı derivace - stručný návod

Uvažujeme-li funkce v́ıce proměnných, tedy f : Rn → R, je nutné zvolit ve kterém směru nás
zaj́ımá rychlost r̊ustu. Např. funkce dvou proměnných f(x, y) = z má dva vstupy (dvojice
argument̊u x, y) a jeden výstup (funkčńı hodnota z). Jej́ım definičńım oborem je tedy část
roviny a graf je

”
plachta“ vznášej́ıćı se nad ńım (podobně jako u funkce jedné proměnné je

definičńı obor část př́ımky a graf funkce je křivka vznášej́ıćı se nad ńım).

Obr. 11.4: Funkce f(x, y) = x2 − y2.
Obr. 11.5: Funkce f(x, y) = sin(xy).

Derivaci ve směru libovolné souřadné osy źıskáme jednoduše derivováńım předpisu funkce
s t́ım, že všechny ostatńı proměnné považujeme za konstanty. Mluv́ıme potom parciálńı deri-
vaci a znač́ıme např. pro funkci dvou proměnných f(x, y) jej́ı derivaci podle x jako

∂f

∂x
(x, y) =

∂f(x, y)

∂x
= f ′x(x, y) = fx(x, y).

Geometricky se jedná o směrnici tečny pritisknuté na graf dané funkce v bodě [x, y] tak, že
jej́ı projekce do roviny xy je rovnoběžná s osou x (rychlost r̊ustu ve směru osy x).

Např. pro f(x, y) = x2 − y2 je fx = 2x, fy = −2y.

Poznámka. Derivace vyšš́ıch řád̊u zavád́ıme tak, že uvažujeme o parciálńı derivaci jako o funkci,
kterou derivujeme. (Samozřejmě tato funkce muśı existovat.)

U funkce dvou proměnných f(x, y) pak mluv́ıme např. o parciálńıch derivaćıch druhého řádu
podle x

∂

∂x

∂f

∂x
=
∂2f

∂x2
= (fx)x = fxx,

nebo o smı́̌sených derivaćıch ∂2f
∂x∂y = fxy = (fx)y a ∂2f

∂y∂x = fyx = (fy)x.

Poznámka. Pokud jsou smı́̌sené parciálńı derivace spojité, pak plat́ı tzv. Schwarzova věta,
která ř́ıká, že je jedno v jakém pořad́ı derivujeme, zálež́ı pouze na počtu derivaćı dle př́ıslušných
proměnných. Tedy např. pro f(x, y) je

fxy = fyx, fxyxyx = fxxxyy.
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Poznámka.
f : R2 → R

∂f
∂x (x, y) = limh→0

f(x+h,y)−f(x,y)
h = fx(x, y) = f ′x(x, y)

∂f
∂y (x, y) = limh→0

f(x,y+h)−f(x,y)
h = fy(x, y) = f ′y(x, y)

Př́ıklad 100.
f(x, y) = ex ·y2 · sin(xy)

∂f(x,y)
∂x = y2(ex sinxy + ex cosxy · y) = y2 ex(sinxy + y cosxy)

∂f(x,y)
∂y = ex(2y · sinxy + y2 · cosxy · x) = ex y(2 sinxy + xy cosxy)

Poznámka (Geometrický význam parciálńı derivace). Parciálńı derivace ∂f
∂x je směrnice křivky,

která vznikne řezem grafu funkce rovinou y = y∗. V n-rozměrném prostoru
”
řežeme“ nadro-

vinou.

Poznámka. Pro funkce jedné proměnné plyne z existence derivace řada pěkných vlastnost́ı,
např. spojitost, diferencovatelnost (lze sestrojit tečnu). Pro funkce v́ıce proměnných z exis-
tence parciálńıch derivaćı téměř nic pěkného neplyne, zejména z existence parciálńı derivace
neplyne spojitost.

§ 11.5 Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad 101. Určete derivaci následuj́ıćıch funkćı.

(i) f(x) = 0,

(ii) f(x) = −18,

(iii) f(x) = −2x3 + x2 − 4x+ 3,

(iv) f(x) =
√
x− 2

5x2
+ 6

5
√
x3,

(v) f(x) = 5
√
x+7x2−3

2x ,

(vi) f(x) = x+8
3x2−1

,

(vii) f(x) = 2 sinx+ cotg x,

(viii) f(x) = x tg x.

Př́ıklad 102. Určete derivaci funkce f v bodě x0.

(i) f(x) = 3x2 + 2x− 8, x0 = −1, (ii) f(x) = ln(tg x), x0 = π
4 .

Př́ıklad 103. Určete funkčńı hodnotu a hodnotu prvńı a druhé derivaci funkce f v bodě x0.

(i) f(x) =
√

3x4 + 1, x0 = −1, (ii) f(x) = x sin(2x), x0 = π
4 .

Př́ıklad 104. Zderivujte a upravte.

(i) f(x) = x2ex sinx,

(ii) f(x) = x36x,

(iii) f(x) =
√
x2 − 1,

(iv) f(x) = 1
lnx ,

(v) f(x) = 1−x
x2+1

,

(vi) f(x) = arccotg(2x).
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Př́ıklad 105. Zderivujte a upravte.

(i) f(x) = 3x2ex(sinx− 3 lnx),

(ii) f(x) = (2x+ 6)4x,

(iii) f(x) =
√

3x3 − 2x2 + 5x− 1,

(iv) f(x) = 7
ln(x2+1)

,

(v) f(x) =
√

1−x
x2+1

,

(vi) f(x) = cos2 x3,

(vii) f(x) = x sin2(2x),

(viii) f(x) = −2
ln cosx ,

(ix) f(x) = 72x3+x−9,

(x) f(x) = arccotg 2x
x2−1

.

Př́ıklad 106. Zderivujte a upravte.

(i) f(x) = x5 + 5x,

‡(ii) f(x) = xx,

‡(iii) f(x) = (sinx)cosx,

‡(iv) f(x) = (lnx)tg x.

Př́ıklad 107. Zderivujte a upravte. (Nenechte se odradit t́ım, jak hrozně vypadá zadáńı.
Derivováńı je čistě mechanická záležitost a stač́ı se v tom “jen” neztratit.)

(i) f(x) = 5x5 5
√

5x,

(ii) f(x) = ln2 cos3 x5,

(iii) f(x) = arccos log 2
3
x2,

(iv) f(x) = ln ln(x− 3) + arcsin x−5
2 ,

(v) f(x) = 1
ln(sin2 x)

,

(vi) f(x) = sinx2 sin2 x.

Př́ıklad 108. Zderivujte:

f(x) = 5x3 − 2 cosx+
3

4x2
, g(x) =

x4

lnx
, h(x) = 3

√
sin(2x).

Př́ıklad 109. Určete hodnotu 3. derivace funkce f(x) = 5x5 + 4x3 − x2 + 1 v bodě x0 = −2.

Př́ıklad 110. Najděte všechny prvńı a druhé parciálńı derivace funkce

f(x) = 3xy4 − 5x6 + y2 − 18.

Př́ıklad 111. Najděte obě prvńı parciálńı derivace funkce

f(x) = sin 2x
y3
.

§ 11.6 Wolfram|Alpha

• Výpočet derivace.

derivative of cos(2x^3)(5x-1)

• Derivace vyšš́ıho řádu.
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second derivative of sqrt(ln(x))

third derivative of ln(x^(1/3))

4th derivative of ln(x^(1/3))

5th derivative of sin(2x)

d^5/dx^5(sin(2 x))

• Hodnota derivace v daném bodě.

7th derivative of sqrt(x) where x=1
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12 Použit́ı derivaćı

§ 12.1 L’Hospitalovo pravidlo

Necht’ α ∈ R∗ a necht’ funkce f a g jsou definované v nějakém ryźım okoĺı bodu α,
maj́ı zde derivaci a g′(x) 6= 0. Necht’ dále plat́ı bud’

lim
x→α

f(x) = lim
x→α

g(x) = 0,

nebo
lim
x→α
|g(x)| =∞.

Pak plat́ı

lim
x→α

f(x)

g(x)
= lim

x→α

f ′(x)

g′(x)
,

pokud limita na pravé straně existuje. Stejné tvrzeńı plat́ı i pro obě jednostranné
limity.

Věta 31 (L’Hospitalovo pravidlo).

Poznámka. • L’Hospitalovo pravidlo můžeme použ́ıt opakovaně.

• Lze ho použ́ıt př́ımo na limity typu 0
0 a ∞∞ .

• Vhodnou úpravou lze převést neurčité výrazy typu 0 ·∞,∞−∞, 1∞, 0∞ a∞0 na jeden
z typ̊u 0

0 , ∞∞ .

Při použit́ı L’Hospitalova pravidla nederivujeme výraz f(x)
g(x) jako pod́ıl, ale derivujeme

zvlášt’ funkci v čitateli a zvlášt’ funkci ve jmenovateli.

Pozor!

95



96 KAPITOLA 12. POUŽITÍ DERIVACÍ

§ 12.2 Tečna a normála ke grafu funkce

Necht’ je f(x) funkce spojitá a má derivaci v bodě x0 ∈ D(f). Potom př́ımku

y − f(x0) = f ′(x0) · (x− x0)

nazýváme tečna ke grafu funkce f v bodě x0 a př́ımku

y − f(x0) = − 1

f ′(x0)
· (x− x0)

nazýváme normála ke grafu funkce f v bodě x0 (v př́ıpadě, že f ′(x0) 6= 0).

Definice 50.

Obr. 12.1: Tečna a normála.

§ 12.3 Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad 112. Určete limity.

(i) lim
x→−2

x3+x2+4
x4+3x3+8

,

(ii) lim
x→0

sinx
x ,

(iii) lim
x→∞

x
ln2 x

,

(iv) lim
x→0

ln(1+sinx)
sin 3x ,

(v) lim
x→∞

lnx√
x
,

(vi) lim
x→0

ln(1+sinx)
sin 4x arccosx .
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Př́ıklad 113. Určete limity.

‡(i) lim
x→π

2

(1− sinx) tg x,

‡(ii) lim
x→π

4
−

tg 2x ln(tg x),

‡(iii) lim
x→0+

x e
1
x ,

‡(iv) lim
x→0−

x e
1
x .

Př́ıklad 114. Určete rovnici tečny funkce f v bodě x0.

(i) f(x) = 1−x
x2−3

, x0 = −2, (ii) f(x) = 2x+ sinx, x0 = π.

Př́ıklad 115. Určete rovnici normály funkce f v bodě x0.

(i) f(x) = x2 + lnx, x0 = 1, (ii) f(x) = 3
√

1− x, x0 = 9.

§ 12.4 Wolfram|Alpha

• Tečna.

tangent to y=x^2 at 2

• Normála.

normal to y=x^(2/3) at 8

• Limita.

limit (ln^5(x))/(x-3) as x->infinity
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13 Pr̊uběh funkce

§ 13.1 Monotonie a lokálńı extrémy

Necht’ je funkce f spojitá na intervalu [a, b] a má derivaci na intervalu (a, b). Pak
plat́ı

• Funkce f je v [a, b] konstantńı právě tehdy, když ∀x ∈ (a, b) : f ′(x) = 0.

• Je-li f ′(x) > 0, ∀x ∈ (a, b), pak je funkce f na intervalu [a, b] rostoućı.

• Je-li f ′(x) < 0, ∀x ∈ (a, b), pak je funkce f na intervalu [a, b] klesaj́ıćı.

Věta 32.

Obrácené tvrzeńı neplat́ı. Např. funkce
f(x) = x3 je na celém R rostoućı, ale v
bodě x = 0 má nulovou derivaci.

Pozor!

Řekneme, že funkce f má v bodě x0 lokálńı maximum (minimum), jestliže pro každé
x v nějakém okoĺı bodu x0 plat́ı

f(x) ≤ f(x0),
(
f(x) ≥ f(x0)

)
.

Pokud pro x 6= x0 plat́ı předchoźı nerovnosti ostře, mluv́ıme o ostrém lokálńım
maximu (minimu). Souhrnně nazýváme (ostré) lokálńı maximum a minimum (ostré)
lokálńı extrémy.

Definice 51.

99
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Má-li funkce f v bodě x0 lokálńı extrém, pak f ′(x0) = 0, nebo f ′(x0) neexistuje.

Věta 33.

Obr. 13.1: Najděte všechny extrémy zobrazené funkce a rozhodněte, které z nich jsou ostré.

Je-li f ′(x0) = 0, pak bod x0 nazýváme stacionárńı bod funkce f .

Definice 52.

Necht’ je funkce f spojitá v bodě x0 a necht’ existuje jej́ı derivace v nějakém prs-
tencovém okoĺı tohoto bodu. Označme L levé prstencové okoĺı bodu x0 a R pravé
prstencové okoĺı bodu x0.

• Jestliže plat́ı
f ′(x) > 0 pro x ∈ L a f ′(x) < 0 pro x ∈ R,

pak má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı maximum.

• Jestliže plat́ı
f ′(x) < 0 pro x ∈ L a f ′(x) > 0 pro x ∈ R,

pak má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı minimum.

Věta 34.



§ 13.1. MONOTONIE A LOKÁLNÍ EXTRÉMY 101

Necht’ f ′(x0) = 0 a f ′′(x0) 6= 0. Pak má funkce f v bodě x0 lokálńı extrém a to

• lokálńı maximum, jestliže f ′′(x0) < 0,

• lokálńı minimum, jestliže f ′′(x0) > 0.

Věta 35.

Př́ıklad 116. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x) = −x2 + 4x− 3.

Řešeńı:

(i) f ′(x) = −2x+ 4 = 0 ⇔ x = 2.

x (−∞, 2) (2,∞)

sgn f ′ + −
f ↗ ↘

Funkce f má tedy v x = 2 lokálńı maximum s hodnotou f(2) = 1.

(ii) f ′(x) = −2x+ 4 = 0 ⇔ x = 2.
f ′′(x) = −2 ⇒ f ′′(2) = −2 < 0.

Funkce f má tedy v x = 2 lokálńı maximum s hodnotou f(2) = 1.

Obr. 13.2: Graf funkce f(x) = −x2 + 4x− 3.
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§ 13.2 Konvexnost, konkávnost a inflexńı body

Funkci nazveme konvexńı (konkávńı) v bodě x0, jestliže jej́ı graf lež́ı v prstencovém
okoĺı bodu x0 nad (pod) tečnou v tomto bodě.
Funkci nazveme konvexńı (konkávńı) na intervalu I, jestliže je konvexńı (konkávńı)
v každém bodě tohoto intervalu.

Definice 53.

Necht’ funkce f(x) má derivaci na intervalu (a, b). Pak plat́ı

• jestliže ∀x ∈ (a, b) plat́ı f ′′(x) > 0, pak je funkce f konvexńı na intervalu (a, b),

• jestliže ∀x ∈ (a, b) plat́ı f ′′(x) < 0, pak je funkce f konkávńı na intervalu (a, b).

Věta 36.

Poznámka. Opačné tvrzeńı neplat́ı. Např. funkce f(x) = x4 je konvexńı na R, ale f ′′(0) = 0.

Obr. 13.3: Graf funkce f(x) = x4.

Řekneme, že funkce f má v bodě x0 inflexńı bod, jestliže v bodě x0 existuje tečna
ke grafu funkce a f ′′ zde měńı znaménko (tj. graf funkce se měńı z konvexńıho na
konkávńı, nebo opačně).

Definice 54.
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Poznámka. Funkce f může mı́t inflexńı bod v bodě x0, ve kterém:

• f ′′(x0) = 0,

Obr. 13.4: Graf funkce f(x) = x3 s in-
flexńım bodem.

• f ′′(x0) neexistuje.

Obr. 13.5: f(x) = 3
√
x s inflexńım bodem.

Necht’ má funkce f v bodě x0 spojitou prvńı derivaci a necht’ existuje ryźı okoĺı bodu
x0, v němž existuje druhá derivace funkce f . Označme L levé ryźı okoĺı bodu x0 a
R pravé ryźı okoĺı bodu x0. Pak jestliže

f ′′(x) > 0 ∀x ∈ L a f ′′(x) < 0 ∀x ∈ R nebo naopak,

pak má funkce f v bodě x0 inflexńı bod.

Věta 37.

Př́ıklad 117. Zjistěte, pro která x ∈ R je funkce f(x) = x3−6x2 +6x−3 konkávńı/konvexńı
a najděte jej́ı inflexńı body.

Řešeńı: f ′(x) = 3x2 − 12x+ 6, f ′′(x) = 6x− 12 = 0 ⇔ x = 2.

x (−∞, 2) (2,∞)

sgn f ′′ − +

f ∩ ∪

Funkce je konkávńı pro x ∈ (−∞, 2) konvexńı pro x ∈ (2,∞) a v x = 2 má inflexńı bod s
hodnotou f(2) = −7.
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Obr. 13.6: Graf funkce f(x) = x3 − 6x2 + 6x− 3.

§ 13.3 Asymptoty

Př́ımku, která je tečnou ke grafu funkce f v některém nevlastńım bodě, nazýváme
asymptota funkce f .

Definice 55.

Funkce má

• asymptotu bez směrnice x = x0 právě tehdy, když má v bodě x0 nevlastńı
limitu zleva nebo zprava,

• asymptotu se směrnićı y = ax+ b pro x→ ±∞ právě tehdy, když

a = lim
x→±∞

f(x)

x
∈ R a b = lim

x→±∞
(f(x)− ax) ∈ R.

Věta 38.

Poznámka. Je-li limita limx→x+0
f(x) = ±∞ nebo limx→x−0

f(x) = ±∞, pak je svislá př́ımka

x = x0 asymptotou bez směrnice funkce f v bodě x0. Tedy asymptoty bez směrnice hledáme
”v d́ırách”nebo na okraji definičńıho oboru.



§ 13.4. PRŮBĚH FUNKCE – SHRNUTÍ 105

Obr. 13.7: Jedna asymptota bez směrnice, dvě vodorovné se směrnićı.

Obr. 13.8: Jedna asymptota bez směrnice, dvě šikmé se směrnićı.

§ 13.4 Pr̊uběh funkce – shrnut́ı

(i) Př́ımo z funkce:

• D(f), sudost/lichost, periodičnost, pr̊useč́ıky s osami, klad-
nost/zápornost,

• asymptoty (se směrnićı, bez směrnice).

(ii) Z prvńı derivace: rostoućı/klesaj́ıćı, lokálńı extrémy.

(iii) Z druhé derivace: konvexńı/konkávńı, inflexńı body.

(iv) Načrtnut́ı grafu: ke všem výše zmı́něným bod̊um dopoč́ıtáme funkčńı hodnoty
a zkombinujeme zjǐstěné informace.

Postup při vyšetřováńı pr̊uběhu funkce
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Postupně tedy plńıme následuj́ıćı body:

a) definičńı obor,

b) sudost/lichost (periodičnost),

c) asymptoty bez směrnice,

d) asymptoty se směrnićı,

e) pr̊useč́ıky s osami,

f) kladnost/zápornost,

g) prvńı derivaci,

h) kde je f rostoućı/klesaj́ıćı,

i) lokálńı extrémy,

j) druhou derivaci,

k) kde je f konvexńı/konkávńı,

l) inflexńı body,

m) funkčńı hodnoty ve významných bo-
dech,

n) načrtneme graf.

Př́ıklad 118. Vyšetřete pr̊uběh funkce

f(x) = − x2

x+ 1

Řešeńı:

a) Funkčńımu předpisu vyhovuj́ı všechna reálná č́ısla taková, že x+ 1 6= 0. Proto máme

D(f) = R \ {−1}.

b) O sudosti/lichosti funkce snadno rozhodneme dosazeńım −x. Poněvadž plat́ı

f(−x) = − x2

−x+ 1
6= ±f(x),

neńı zadaná funkce ani lichá, ani sudá (což je vidět už z nesymetrie definičńıho oboru).
Vzhledem k definičńımu oboru je zřejmé, že funkce nemůže být periodická.

c) Asymptoty bez směrnice popisuj́ı limitńı chováńı funkce v bodech nespojitosti (nebo na
okraji definičńıho oboru), proto př́ımým výpočtem ihned dostaneme

lim
x→−1+

− x2

x+ 1
= − lim

x→−1+

x2

x+ 1
= −(+∞) = −∞,

lim
x→−1−

− x2

x+ 1
= lim

x→−1−
− x2

x+ 1
= −(−∞) =∞.

Funkce má jednu svislou asymptotu x = −1.
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d) Pomoćı vzorc̊u urč́ıme asymptoty se směrnićı (pokud existuj́ı).

a = lim
x→±∞

− x2

x2 + x
= −1,

b = lim
x→±∞

− x2

x+ 1
+ x = lim

x→±∞

x

x+ 1
= 1.

Funkce f(x) má tedy v +∞ i −∞ asymptotu se směrnićı, která je dána rovnićı y =
−x+ 1.

e) Urč́ıme pr̊useč́ıky s osou x (⇒ y = 0):

f(x) = 0 ⇐⇒ x2 = 0 ⇐⇒ x = 0,

tedy Px = [0, 0],

a s osou y (⇒ x = 0):

y = − 02

0 + 1
= 0 ⇐⇒ y = 0,

tedy Py = [0, 0] = Px.

f) Nyńı źıskáme intervaly, kde je funkce f(x) kladná a záporná:

x (−∞,−1) (−1, 0) (0,∞)

sgn f + − −
f kladná záporná záporná

g) Spoč́ıtáme prvńı derivaci a jej́ı definičńı obor, tj.

f ′(x) =
−x2 − 2x

(x+ 1)2
, D(f ′) = R \ {−1}.

h) Nyńı urč́ıme stacionárńı body a intervaly monotonie, tj.

f ′(x) = 0 ⇐⇒ −x(x+ 2) = 0 ⇐⇒ x1 = 0, x2 = −2.

x (−∞,−2) (−2,−1) (−1, 0) (0,∞)

sgn f ′ − + + −
f ↘ ↗ ↗ ↘

i) Z tabulky vid́ıme, že funkce má v x = −2 lokálńı minimum a v x = 0 lokálńı maximum.
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j) Spoč́ıtáme druhou derivaci a urč́ıme jej́ı definičńı obor

f ′′(x) =
−2x− 2

(x+ 1)4
=

−2

(x+ 1)3
,

D(f ′′) = R \ {−1}.

k) Urč́ıme kritické body a intervaly konvexnosti a konkávnosti, tj.

f ′′(x) = 0 ⇐⇒ −2 = 0,

což je nesmysl. Druhá derivace tedy nemá žádný nulový bod. Nesmı́me ovšem zapome-
nout, že jej́ı znaménko se může změnit i v bodech, ve kterých neńı definována (tj. v

”
d́ırách“ jej́ıho definičńıho oboru).

x (−∞,−1) (−1,∞)

sgn f ′′ + −
f ∪ ∩

l) Funkce nemá žádný inflexńı bod (−1 6∈ D(f)).

m) Zrekapitulujme význačné body a spočtěme v nich funkčńı hodnoty.

– Pr̊useč́ıky s osami Px = Py = [0, 0].

– Lokálńı minimum v x = −2, f(−2) = 4, tedy jde o bod [−2, 4].

– Lokálńı maximum v x = 0, f(0) = 0, tedy jde o bod [0, 0].

n) Nyńı zkombinujeme všechny źıskané informace a obdrž́ıme graf funkce

Obr. 13.9: Graf funkce f(x) = − x2

x+1 .
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§ 13.5 Absolutńı (globálńı) extrémy

Často je potřeba naj́ıt na daném intervalu bod, ve kterém je hodnota funkce největš́ı, nebo
nejmenš́ı v rámci celého intervalu. Takovým bod̊um pak ř́ıkáme absolutńı nebo globálńı
extrémy.

Bud’ f : [a, b]→ R. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 ∈ [a, b]
absolutńı maximum (minimum) na intervalu [a, b], jestliže pro všechna x ∈ [a, b]
plat́ı, že

f(x) ≤ f(x0) (f(x) ≥ f(x0)).

Jsou-li nerovnosti pro x 6= x0 ostré, mluv́ıme o ostrých absolutńıch extrémech funkce
na [a, b].

Definice 56 (Absolutńı (globálńı) extrémy).

Necht’ funkce f je spojitá na intervalu [a, b]. Pak funkce f nabývá svého absolutńıho
maxima i minima na intervalu [a, b] a to bud’ v bodě lokálńıho extrému lež́ıćıho v
(a, b) nebo v jednom z krajńıch bod̊u x = a, x = b.

Věta 39.

Tvrzeńı je d̊usledkem Weierstrassovy věty a obsahuje návod k hledáńı globálńıch extrémů
spojitých funkćı.

Poznámka. Globálńı extrémy spojité funkce f na intervalu [a, b] hledáme takto:
Urč́ıme stacionárńı body a body uvnitř intervalu [a, b], v nichž neexistuje derivace, pak po-
rovnáme funkčńı hodnoty v těchto bodech s hodnotami f(a) a f(b).

Př́ıklad 119. Určete rozměry otevřeného zahradńıho bazénu se čtvercovým dnem daného
objemu 32 m3 tak, aby se na vyzděńı jeho dna a stěn spotřebovalo minimum materiálu. Délka
bazénu muśı být v rozmeźı 2–8 metr̊u.

Řešeńı:

Ze zadaného objemu vyjádř́ıme výšku bazénu

V = a2 · v ⇒ v = V
a2
.

Funkce určuj́ıćı obsah dna a stěn je

S = a2 + 4 · v · a ⇒ S(a) = a2 + 4V
a ,

kterou chceme minimalizovat pro a ∈ [2, 8].
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Nejprve najdeme stacionárńı bod

S′(a) = 2a− 4V

a2
= 0 ⇒ a =

3
√

2V
V=32⇒ a = 4, v = 2.

Nyńı porovnáme hodnotu funkce objemu v nalezeném bodě a = 4 s hodnotami v krajńıch
bodech, tj.

S(a) = a2 + 4·32
a ⇒ V (2) = 68, V (4) = 48, V (8) = 80.

Globálńı minimum je tedy v nalezeném stacionárńım bodě a optimálńı rozměry bazénu
splňuj́ıćıho zadáńı jsou 4× 4× 2.

Ověřeńı, že jde skutečně o globálńı extrém, je samozřejmě možné i postupem z pr̊ubehu
funkce, ten ale bývá většinou zdlouhavěǰśı. Zde např. ověř́ıme, že objem na obě strany od
stacionárńıho bodu roste a nižš́ı hodnota tedy jinde být nemůže.

a (0, 4) (4,∞)

sgnS′ − +

S ↘ ↗

§ 13.6 Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad 120. Určete pr̊uběh funkce.

(i) f(x) = x
4−x2 ,

(ii) f(x) = x
x2+1

,

(iii) f(x) = x2

x+1 ,

(iv) f(x) = x2+1
2x ,

(v) f(x) = x2+1
x2−1

,

(vi) f(x) = x−3
x2
,

(vii) f(x) = x2−1
x2+1

,

(viii) f(x) = 1−2x
3x2

,

‡(ix) f(x) = x e−
x2

2 ,

‡(x) f(x) = 1
x + lnx.

Př́ıklad 121. Je dána funkce f(x) = x2 e−x. Určete:

(i) Pro která x je tato funkce klesaj́ıćı.

(ii) Pro která x je tato funkce konkávńı.

(iii) Asymptoty bez směrnice.

(iv) Vodorovné asymptoty.

(v) Najděte lokálńı maxima.

(vi) Najděte inflexńı body.

Poznámka. Vyzkoušejte dopoč́ıtat vše k dokončeńı vyšetřováńı pr̊uběhu funkce z př́ıkladu
121. Jej́ı graf vypadá takto:
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Obr. 13.10: Graf funkce f(x) = x2 e−x.

Př́ıklad 122. Určete inflexńı body funkce f(x) = ln(2x2 − 3x+ 4).

Př́ıklad 123. Které tvrzeńı NEPLATÍ pro funkci f(x) = x2

x2−1
.

a) je sudá, b) jej́ı derivace má v bodě 3 hodnotu − 3
32 , c) je klesaj́ıćı pro x > 8,

d) v bodě 2 je konkávńı, e) má lokálńı maximum v x = 0.

Př́ıklad 124. Vyřešte následuj́ıćı extremálńı problémy.

(i) Obdélńık má obvod o, určete jeho strany a, b tak, aby jeho obsah byl maximálńı.

(ii) Určete takové záporné reálné č́ıslo x, že jeho rozd́ıl s převrácenou hodnotou druhé moc-
niny tohoto č́ısla je maximálńı.

(iii) Váš př́ıtel se na Vás obrátil s prosbou o pomoc. Dostal za úkol vyprojektovat uprostřed
pozemku tvaru čtverce o straně 1,5 km 8 soused́ıćıch parcel určených ke stavbě luxusńıch
vil. Parcely muśı být obdélńıkové, ve dvou řadách po čtyřech a výměra každé z nich
muśı činit 120 ar̊u (tj. celkem 960 ar̊u). Kolem každé parcely muśı Váš př́ıtel nechat
postavit cesty. Přitom dlouhá spojovaćı cesta mezi řadami po čtyřech bude na obě strany
vyvedena mimo pozemek a napojena na silničńı śıt’ oblasti. Tyto napojovaćı cesty budou
financovány plně z fondu EU, takže jejich cenu neńı potřeba uvažovat. Jaké rozměry
parcel porad́ıte, aby se za stavbu cest co nejv́ıce ušetřilo?
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§ 13.7 Wolfram|Alpha

• Lokálńı extrémy.

local extrema of (x-1)/(x^2+1)

• Inflexńı body.

inflection points of (x-1)/(x^2+1)

• Asymptoty.

asymptotes y=(x^2-1)/(5-x)

• Graf funkce.

plot y=(x^2-3)/(x^2+9)

plot y=(x-1)/(x^2+1) for x from -3 to 4 and y from -1 to 0.5
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14 Neurčitý integrál

§ 14.1 Definice a vlastnosti

Necht’ jsou F a f funkce definované na otevřeném intervalu I ⊆ R. Jestliže plat́ı

F ′(x) = f(x) ∀x ∈ I,

pak funkci F nazýváme primitivńı funkce k funkci f , nebo neurčitý integrál funkce
f na intervalu I. Ṕı̌seme ∫

f(x) dx = F (x).

Existuje-li k funkce f primitivńı funkce na intervalu I, pak ř́ıkáme, že funkce f je na
I integrovatelná.

Definice 57 (Neurčitý integrál).

Z definice je vidět, že integrál je jakási antiderivace, tj. integrováńım źıskáme ze známé deri-
vace zpět p̊uvodńı funkci. Proto je také většina vzorc̊u pro integrováńı elementárńıch funkćı
shodná se vzorci pro derivace, jen čteno zprava doleva (a upraveno).

Je-li funkce f spojitá v intervalu I, pak je zde integrovatelná.

Věta 40.

Poznámka. Primitivńı funkce (tedy výsledek po integraci) je vždy spojitá, nebot’ k ńı existuje
derivace (je diferencovatelná).

Primitivńı funkce je určena jednoznačně až na aditivńı konstantu.

Věta 41 (Jednoznačnost).

113
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Např. protože plat́ı
(
x2
)′

= 2x, je funkce x2 primitvńı funkćı k funkci 2x. Podobně ale také(
x2 + 4

)′
=
(
x2 − 8

)′
= 2x. Tedy x2 + c je primitvńı funkce k funkci 2x pro libovolné c ∈ R.

Konstantu c nazýváme aditivńı (integračńı) konstanta. Z toho je zřejmé, že primitivńı funkce
neńı jediná funkce, ale celá množina funkćı lǐśıćıch se o konstantu.

Necht’ A,B, a, c, k, n ∈ R, a > 0, n 6= −1.

1.
∫
k dx = kx+ c,

2.
∫
xn dx = xn+1

n+1 + c,

3.
∫

1
x dx = ln |x|+ c,

4.
∫
ax dx = ax

ln a + c,

5.
∫

ex dx = ex +c,

6.
∫

sinx dx = − cosx+ c,

7.
∫

cosx dx = sinx+ c,

8.
∫

1
cos2 x

dx = tg x+ c,

9.
∫

1
sin2 x

dx = − cotg x+ c,

10.
∫

1√
A2−x2 dx = arcsin x

A + c,

11.
∫

1√
x2±B dx = ln |x+

√
x2 ±B|+ c,

12.
∫

1
A2+x2

dx = 1
A arctg x

A + c,

13.
∫

1
A2−x2 dx = 1

2A ln
∣∣∣A+x
A−x

∣∣∣+ c.

Vzorce

Necht’ f a g jsou funkce integrovatelné na intervalu I a a, b jsou reálná č́ısla. Pak na
I plat́ı ∫

af(x) + bg(x) dx = a

∫
f(x) dx+ b

∫
g(x) dx.

Věta 42 (Linearita).

Př́ıklad 125. ∫ (
3x3 − sinx+ 5

√
x
)

dx = 3

∫
x3 dx−

∫
sinx dx+

∫
x1/5 dx

= 3
x4

4
+ c1 + cosx+ c2 +

x6/5

6/5
+ c3

=
3

4
x4 + cosx+

5

6

5
√
x6 + c.

Poznámka. Při derivováńı šlo jen o správné použit́ı vzorc̊u a jejich znalost. Integrace je často
mnohem obt́ıžněǰśı. Předevš́ım proto, že neexistuj́ı vzorce pro integrál součinu, pod́ılu a složené
funkce.
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§ 14.2 Metoda per partes

Metoda per partes částečně nahrazuje chyběj́ıćı pravidlo pro integraci součinu.

Necht’ jsou funkce u a v diferencovatelné na intervalu I. Pak na I plat́ı∫
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x) dx,

jestliže integrály na pravé straně rovnosti existuj́ı.

Věta 43.

Poznámka. Jako funkci u, tedy tu, kterou při použit́ı věty derivujeme, voĺıme zpravidla funkci,
která se při derivováńı “v́ıce zlepš́ı”. Protože nás budou zaj́ımat výhradně integrandy typu
polynom krát jiná funkce, volba bude vypadat následovně. Je dán integrál

∫
P (x)f(x) dx,

kde P (x) je polynom, řeš́ıme pomoćı metody per partes takto:

. Je-li f(x) jedna z funkćı ekx, sin(kx), cos(kx), pak voĺıme u = P (x).

. Je-li f(x) jedna z funkćı lnx, arcsinx, arccosx, arctg x, arccotg x, pak voĺıme u = f(x).

Metodu per partes lze použ́ıt opakovaně.

Př́ıklad 126.

∫
x sinx dx =

 u = x u′ = 1
v′ = sinx v = − cosx


= x · (− cosx)−

∫
1 · (− cosx) dx = −x cosx+

∫
cosx dx

= −x cosx+ sinx+ c.

Poznámka. Zkoušku provedeme zderivováńım výsledku.
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Př́ıklad 127. ∫
3x2 ln2 x dx =

u = ln2 x u′ = 2 lnx · 1
x

v′ = 3x2 v = x3


= x3 ln2 x−

∫
2 · lnx · 1

x
· x3 dx

= x3 · ln2 x− 2

∫
x2 lnx dx =

u = lnx u′ = 1
x

v′ = x2 v = x3

3


= x3 · ln2 x− 2

[
lnx · x

3

3
−
∫
x3

3
· 1

x
dx

]
= x3 · ln2 x− 2

x3

3
lnx+

2

3

∫
x2 dx

= x3 · ln2 x− 2

3
x3 lnx+

2

3
· x

3

3
+ c

= x3 · ln2 x− 2

3
x3 lnx+

2

9
x3 + c.

§ 14.3 Substitučńı metoda

Substitučńı metoda se použ́ıvá pro výpočet některých integrál̊u ze složených funkćı a také
pro výpočet některých integrál̊u ze součinu či pod́ılu funkćı.

Necht’ f(t) je funkce spojitá na intervalu I, necht’ má funkce ϕ(x) derivaci na inter-
valu J a necht’ plat́ı ϕ(J) = I. Potom na J plat́ı∫

f(ϕ(x)) · ϕ′(x) dx =

∫
f(t) dt,

dosad́ıme-li do výrazu na pravé straně t = ϕ(x).

Věta 44 (Substitučńı metoda I).

Poznámka. Za novou proměnnou t voĺıme vnitřńı složku složené funkce f(ϕ(x)), tedy t =
ϕ(x). Odtud diferenciaćı dostáváme dt = ϕ′(x) dx (porovnejte se vzorcem ve zněńı věty).

Př́ıklad 128. ∫
sin(lnx) · 1

x
dx =

 t = lnx
dt = 1

x dx


=

∫
sin t dt = − cos t+ c = − cos(lnx) + c.
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Necht’ f(x) je funkce spojitá na intervalu I, necht’ má funkce ϕ(t) na intervalu J
nenulovou derivaci a necht’ plat́ı ϕ(J) = I. Potom na I plat́ı∫

f(x) dx =

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt,

dosad́ıme-li do výrazu na pravé straně t = ϕ−1(x), kde ϕ−1(x) je funkce inverzńı k
funkci ϕ(x).

Věta 45 (Substitučńı metoda II).

Poznámka. • Přestože pravá strana vztahu pro substituci vypadá složitěji než levá strana,
vhodnou volbou substituce dodjde často naopak k výraznému zjednodušeńı.

• Porovnáme-li obě uvedené substitučńı metody, zjist́ıme, že jde o jediný vztah, který lze
využ́ıt zprava doleva, nebo naopak.

Př́ıklad 129. Př́ımé použit́ı věty:∫
sin(2x+ 1) dx =

 x = t−1
2

dx = 1
2 dt


=

∫
sin
(

2 · t− 1

2
+ 1
)
· 1

2
dt =

1

2

∫
sin t dt

= −1

2
cos t+ c =

 x = t−1
2

t = 2x+ 1

 = −1

2
cos(2x+ 1) + c.

V tomto př́ıpadě snadněji:

∫
sin(2x+ 1) dx =


t = 2x+ 1
dt = 2 dx
dx = 1

2 dt


=

∫
sin t · 1

2
dt = −1

2
cos t+ c = −1

2
cos(2x+ 1) + c.

Je užitečné mı́t na paměti i následuj́ıćı dva d̊usledky substitučńı metody, protože mohou
výrazně ušetřit čas při výpočtu složitěǰśıch integrál̊u.

D̊usledek. Je-li F primitivńı funkce k funkci f , pak plat́ı∫
f(αx+ β) dx =

1

α
F (αx+ β) + c.

Př́ıklad 130. ∫ √
4x+ 5 dx =

∫
(4x+ 5)1/2 dx

=
1

4

(4x+ 5)3/2

3
2

+ c =
1

6

√
(4x+ 5)3 + c.
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D̊usledek. Plat́ı ∫
f ′(x)

f(x)
dx = ln |f(x)|+ c.

Př́ıklad 131. ∫
5x

3x2 + 5
dx = 5

∫
x

3x2 + 5
dx =

5

6

∫
6x

3x2 + 5
dx

=
5

6
ln |3x2 + 5|+ c =

5

6
ln(3x2 + 5) + c.

§ 14.4 Racionálńı lomená funkce

Poznámka. Již v́ıme, že každou racionálńı lomenou funkci, která neńı ryze lomená, lze pomoćı
děleńı polynomů převést na součet polynomu a ryze lomené racionálńı funkce.

Budeme se tedy zaj́ımat pouze o integrály z ryze lomených racionálńıch funkćı.

Zaměř́ıme se na 4 typy integrál̊u:

1.
∫

A
ax+b dx,

2.
∫

A
(ax+b)n dx, n ∈ N,

3.
∫

A
ax2+bx+c

dx,

4.
∫

Ax+B
ax2+px+q

dx,

kde A,B, a, b, c, p, q jsou reálná č́ısla.

Typ 1 a 2 řeš́ıme substitućı t = ax+ b.

Př́ıklad 132 (Typ 1).∫
3

2x− 8
dx =


t = 2x− 8
dt = 2 dx
dx = 1

2 dt

 =

∫
3

t
· 1

2
dt =

3

2

∫
1

t
dt

=
3

2
ln |t|+ c =

3

2
ln |2x− 8|+ c.

Př́ıklad 133 (Typ 2).∫
3

(2x− 8)3
dx =


t = 2x− 8
dt = 2 dx
dx = 1

2 dt

 =

∫
3

t3
1

2
dt =

3

2

∫
1

t3
dt

=
3

2

∫
t−3 dt =

3

2

t−2

−2
+ c

=
3

−4

1

t2
+ c =

−3

4(2x− 8)2
+ c.
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Typ 3 řeš́ıme doplněńım jmenovatele na čtverec a použit́ım vzorce pro
∫

1
A2+x2

dx, nebo∫
1

A2−x2 dx.

Př́ıklad 134 (Typ 3).∫
3

2x2 − 4x+ 10
dx =

3

2

∫
1

x2 − 2x+ 5
dx =

3

2

∫
1

(x− 1)2 + 4
dx

=

t = x− 1
dx = dt

 =
3

2

∫
1

t2 + 22
dt

=
3

2
· 1

2
· arctg

t

2
+ c =

3

4
arctg

x− 1

2
+ c.

Typ 4 řeš́ıme převedeńım na součet integrálu typu
∫ f ′(x)

f(x) dx a integrálu typu 3.

Př́ıklad 135 (Typ 4).∫
3x− 6

x2 + 2x− 3
dx = 3

∫
x− 2

x2 + 2x− 3
dx = 3 · 1

2

∫
2x− 4

x2 + 2x− 3
dx

=
3

2

∫
2x+ 2− 2− 4

x2 + 2x− 3
dx

=
3

2

∫
2x+ 2

x2 + 2x− 3
+

−6

x2 + 2x− 3
dx

I1 =

∫
2x+ 2

x2 + 2x− 3
dx = ln |x2 + 2x− 3|+ c

I2 = −6

∫
1

x2 + 2x− 3
dx = −6

∫
1

(x+ 1)2 − 4
dx =

t = x+ 1
dt = dx


= −6

∫
1

t2 − 4
dt = 6

∫
1

4− t2
dt = 6

1

2 · 2
ln

∣∣∣∣2 + t

2− t

∣∣∣∣+ c

=
3

2
ln

∣∣∣∣x+ 3

1− x

∣∣∣∣+ c

Celkem ∫
3x− 6

x2 + 2x− 3
dx =

3

2

(
ln |x2 + 2x− 3|+ 3

2
ln

∣∣∣∣x+ 3

1− x

∣∣∣∣)+ c
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§ 14.5 Značeńı

Racionálńı lomenou funkci v proměnných α, β, γ, . . . budeme značit R(α, β, γ, . . . ), tj. R(α, β)
je pod́ıl dvou polynomů, ve kterých mı́sto x vystupuj́ı α, β. Např. R(x, sinx) jsou funkce
x2−2 sin3 x

sin2 x
, 2x+ sinx, sinx−x4

x2−2 sin3 x
apod.

§ 14.6 Goniometrické funkce

Necht’ je integrand (integrovaná funkce) typu R(sinx, cosx). Je-li integrand lichá
funkce v̊uči sinu, voĺıme substituci t = cosx. Je-li lichá v̊uči kosinu, voĺıme t = sinx.

Volba substituce

Poznámka. Připomeňme

sin2 x+ cos2 x = 1

⇒ sin2 x = 1− cos2 x

⇒ cos2 x = 1− sin2 x.

Tedy např. cos6 x = (1− sin2 x)3.

Př́ıklad 136.

∫
sin2 x · cos5 x dx =

 t = sinx
dt = cosx dx

 =

∫
sin2 x cos4 x cosx dx

=

∫
sin2 x(cos2 x)2 cosx dx =

∫
sin2 x(1− sin2 x)2 cosx dx

=

∫
t2(1− t2)2 dt =

∫
t2 − 2t4 + t6 dt =

t3

3
− 2

t5

5
+
t7

7
+ c

=
1

3
sin3 x− 2

5
sin5 x+

1

7
sin7 x+ c.
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§ 14.7 Iracionálńı funkce

Je-li je integrand typu R(x, n
√
ax+ b), n ∈ N, voĺıme substituci

tn = ax+ b,
(
t =

n
√
ax+ b

)
.

T́ım převedeme integrál na integrál z racionálńı lomené funkce.

Volba substituce I

Př́ıklad 137.

∫
2x

3
√

4x− 1
dx =

 t3 = 4x− 1⇒ x = t3+1
4

3t2 dt = 4 dx⇒ dx = 3
4 t

2 dt

 =

∫
2 · t3+1

4

t
· 3

4
t2 dt

=
2

4
· 3

4

∫
(t3 + 1)t2

t
dt =

3

8

∫
(t3 + 1)tdt

=
3

8

∫
t4 + t dt =

3

8

(
t5

5
+
t2

2

)
+ c

=
3

8

[
1

5

(
3
√

4x− 1
)5

+
1

2

(
3
√

4x− 1
)2
]

+ c

=
3

80
3
√

(4x− 1)2
[
2(4x− 1) + 5 · 1

]
+ c

=
3

80
3
√

(4x− 1)2 · (8x+ 3) + c.

Je-li je integrand typu R(x, n1
√
x, n2
√
x, . . . , nk

√
x), n1, . . . , nk ∈ N, voĺıme substituci

ts = x,
(
t = s
√
x
)
,

kde s je nejmenš́ım společným násobkem č́ısel n1, . . . , nk. T́ım převedeme integrál z
iracionálńı funkce na integrál z racionálńı lomené funkce.

Volba substituce II
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Př́ıklad 138. ∫
5
√
x− 3

√
x

x
dx =

t10 = x⇒ t = 10
√
x

10t9 dt = dx


=

∫
t10/5 − 3 · t10/2

t10
· 10t9 dt

=

∫
t2 − 3t5

t10
10t9 dt = 10

∫
t− 3t4 dt

= 10

(
t2

2
− 3

t5

5

)
+ c

= 5
10
√
x2 − 6

10
√
x5 + c = 5 5

√
x− 6

√
x+ c.

§ 14.8 Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad 139. Spočtěte integrály:

(i)
∫

6x2 − 4√
x

+ 2
x dx,

(ii)
∫ 3
√
x2 · (x2 + 1) dx,

(iii)
∫ 2x3 + 4x− 8

x2
dx,

(iv)
∫ 2x3 − 3x2 + 1

x− 3
dx.

Př́ıklad 140. Integrujte pomoćı substituce

(i)
∫

cos
(

3
2x
)

dx,

(ii)
∫

3√
2−8x

dx,

(iii)
∫

4
2x−1 dx,

(iv)
∫

53x dx,

(v)
∫

1
4x2+1

dx

Př́ıklad 141. Pomoćı metody per partes integrujte

(i)
∫
x2 ex dx, (ii)

∫
x2 lnx dx.

Př́ıklad 142. S použit́ım vzorce ∫
f ′(x)

f(x)
dx = ln |f(x)|+ c

spoč́ıtejte integrály

(i)
∫

4x
2x2−8

dx, (ii)
∫

x
2x2−8

dx, (iii)
∫

tg x dx.

Př́ıklad 143. S použit́ım vzorce∫
1

A2 + x2
dx =

1

A
arctg

x

A
+ c
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spoč́ıtejte integrál ∫
1

16 + 9x2
dx.

Př́ıklad 144. S použit́ım vzorce∫
1

A2 − x2
dx =

1

2A
ln

∣∣∣∣A+ x

A− x

∣∣∣∣+ c

spoč́ıtejte integrál ∫
3

16− 9x2
dx.

Př́ıklad 145. S použit́ım vzorce∫
1√

A2 − x2
dx = arcsin

x

A
+ c

spoč́ıtejte integrál ∫
−7√

16− 3x2
dx.

Př́ıklad 146. S použit́ım vzorce∫
1√

x2 ±B
dx = ln |x+

√
x2 ±B|+ c

spoč́ıtejte integrál ∫
2√

4x2 − 3
dx.

Př́ıklad 147. Použit́ım doplněńı na čtverec spoč́ıtejte integrál∫
3

2x2 + 8x− 10
dx.

Př́ıklad 148. Integrujte.

(i)
∫

8x3 − 2x2 + x− 1 dx,

(ii)
∫

(x+ 3)(2x− 7) dx,

(iii)
∫

2x6−3x3+6x−2
4x2

dx,

(iv)
∫ 3√

x2−2
5√
x3

4√
x3

dx,

(v)
∫ −2√

5−5x2
dx,

(vi)
∫

14x−5·7x
4·7x dx.

Př́ıklad 149. Integrujte.

(i)
∫

(2x+ 3) sinx dx,

(ii)
∫

(x2 + 3x− 1) ex dx,

(iii)
∫

lnx dx,

(iv)
∫
x lnx dx,

(v)
∫
x arctg x dx,

‡(vi)
∫

ex cosx dx.

Př́ıklad 150. Integrujte.
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(i)
∫

7
3x dx,

(ii)
∫

2
5−9x dx,

(iii)
∫ √

3− 4x dx,

(iv)
∫

5
√

2x− 3 dx,

(v)
∫ √

x
2x+3 dx, [subst. x = t2]

(vi)
∫

(12x+ 3)−4 dx,

(vii)
∫

3x√
3x2−5

dx,

(viii)
∫ √

lnx
x dx,

(ix)
∫

tg x dx,

(x)
∫

2x−3
x2−3x+7

dx.

Př́ıklad 151. Integrujte.

(i)
∫

ex

4−ex dx,

(ii)
∫ arctg3 x

1+x2
dx,

(iii)
∫

e−x
4
x3 dx,

(iv)
∫

sinx cos2 x dx,

(v)
∫

cos3 x
sin2 x

dx,

(vi)
∫

cosx cotg2 x dx.

Př́ıklad 152. Integrujte.

(i)
∫ 20√x−2 30√x

2 15√x− 12√x dx,

(ii)
∫

2√
4−9x2

dx,

(iii)
∫

4
2x2+8x+11

dx,

(iv)
∫

3√
x2+2x+5

dx,

(v)
∫ √3x−1

2x dx,

(vi)
∫

7x 4
√

2x+ 1 dx.

Př́ıklad 153. Integrujte.

(i)
∫

2
3x−4 dx,

(ii)
∫

2
(3x−4)3

dx,

(iii)
∫

2
x2−2x+3

dx,

(iv)
∫

2x−2
x2−2x+3

dx,

(v)
∫

4x+3
x2−2x+3

dx,

(vi)
∫

3x−1
x2+x+1

dx.

§ 14.9 Wolfram|Alpha

• Neurčitý integrál.

integrate x^5 ln(x)

integrate sqrt(ln(x))/x
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15 Určitý (Riemann̊uv) integrál

§ 15.1 Definice a vlastnosti

Uvažujme uzavřený interval I = [a, b],−∞ < a < b < ∞. Děleńım intervalu I
rozumı́me konečnou posloupnost D = {x0, x1, . . . , xn} bod̊u z intervalu I takových,
že

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b.

č́ısla x0, x1, . . . , xn nazýváme děĺıćı body.
Normou ν(D) děleńı D rozumı́me maximálńı vzdálenost sousedńıch děĺıćıch bod̊u,

tedy
ν(D) = max{xi − xi−1, i = 1, . . . , n}.

Definice 58 (Děleńı intervalu).

Necht’ f je funkce definovaná a ohraničená na uzavřeném intervalu I = [a, b] a necht’

D = {x0, x1, . . . , xn} je děleńı intervalu I a R = {ξ1, ξ2, . . . , ξn} je posloupnost č́ısel
z intervalu I takových, že

xi−1 ≤ ξi ≤ xi, i = 1, . . . , n.

Potom součet

σ(f,D,R) =

n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1)

nazýváme integrálńı součet funkce f př́ıslušný děleńı D a výběru reprezentant̊u R.

Definice 59 (Integrálńı součet).

125
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Obr. 15.1: Integrálńı součet kladné funkce.

Jak je vidět na obr. 15.1, geometricky je integrálńı součet kladné funkce roven součtu ob-
sah̊u obdélńık̊u, jejichž základny maj́ı délku rovnu délce jednotlivých podinterval̊u v děleńı
D a jejichž výška je rovna funkčńı hodnotě v reprezentantu z př́ıslušného podintervalu. Je-li
funkčńı hodnota v reprezentantu záporná, tedy obdélńıček je pod osou x, potom je samozřejmě
př́ıspěvek tohoto obdélńıčku (podintervalu) do integrálńıho součtu záporný. Obecně je tedy
integrálńı součet roven součtu obsah̊u obdélńık̊u nad osou x zmenšený o obsah obdélńık̊u pod
ńı (viz obr. 15.2).

Obr. 15.2: Integrálńı součet funkce měńıćı znaménko.
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Necht’ f je funkce definovaná a ohraničená na uzavřeném intervalu I = [a, b]. Dále
necht’ Dn je posloupnost děleńı intervalu I taková, že limn→∞ ν(Dn) = 0 a Rn
posloupnost reprezentant̊u z těchto děleńı. Řekneme, že funkce f je Riemannovsky
integrovatelná na I, jestliže existuje č́ıslo R ∈ R takové, že

lim
n→∞

σ(f,Dn, Rn) = R.

Č́ıslo R nazýváme Riemann̊uv (určitý) integrál funkce f na intervalu I a znač́ıme
jej ∫ b

a
f(x) dx.

Č́ıslo a nazýváme dolńı mez a č́ıslo b horńı mez Riemannova integrálu.

Definice 60 (Určitý (Riemann̊uv) integrál).

Riemann̊uv integrál tedy pro funkci f spojitou na intervalu I = [a, b] źıskáme takto:

• Interval rozděĺıme na podintervaly. Z každého podintervalu vybereme reprezentanta
urč́ıme integrálńı součet.

• Děleńı zjemńıme (vybereme nové děleńı s menš́ı normou) a postup opakujeme.

• Děleńı zjemňujeme dokud se integrálńı součty neustáĺı. Hodnota, na které se ustáĺı je
Riemann̊uv integrál funkce f na intervalu I.

Necht’ f je funkce integrovatelná na intervalu [a, b] a necht’ c ∈ (a, b). Potom je f
integrovatelná na intervalech [a, c] a [c, b] a plat́ı∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx.

Věta 46 (Aditivita vzhledem k meźım).

Necht’ f a g jsou funkce integrovatelné na intervalu [a, b] a necht’ c ∈ R. Pak plat́ı∫ b

a

[
f(x) + g(x)

]
dx =

∫ b

a
f(x) dx+

∫ b

a
g(x) dx,

∫ b

a
cf(x) dx = c

∫ b

a
f(x) dx.

Věta 47 (Linearita vzhledem k funkci).
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Necht’ a < b. Plat́ı ∫ a

b
f(x) dx = −

∫ b

a
f(x) dx,∫ a

a
f(x) dx = 0.

Meze integrálu

Necht’ f a g jsou funkce integrovatelné na intervalu [a, b] takové, že pro x ∈ (a, b) je
f(x) ≤ g(x). Pak plat́ı ∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
g(x) dx.

Věta 48 (Monotonie vzhledem k funkci).

D̊usledek (Integrál z nezáporné funkce). Uvažujeme-li v předchoźı větě f ≡ 0 dostaneme, že
integrál z funkce nezáporné na celém intervalu, přes nejž integrujeme, je nezáporný.

Poznámka. Obdobné tvrzeńı snadno obdrž́ıme pro funkci nekladnou.

Funkce f je Riemannovsky integrovatelná na intervalu I = [a, b], jestliže splňuje
aspoň jednu z následuj́ıćıch podmı́nek.

• Funkce f je na I spojitá.

• Funkce f je na I monotonńı.

• Funkce f je na I ohraničená a má na I konečný počet bod̊u nespojitosti.

Věta 49 (Postačuj́ıćı podmı́nky integrovatelnosti).

§ 15.2 Výpočet

Necht’ je funkce f Riemannovsky integrovatelná na intervalu I = [a, b]. Dále necht’

je funkce F na intervalu (a, b) primitivńı funkce k funkci f a je spojitá na I. Pak
plat́ı ∫ b

a
f(x) dx =

[
F (x)

]b
a

= F (b)− F (a).

Věta 50 (Newton–Leibnizova formule).
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Př́ıklad 154.

∫ 5

−2
x2 dx =

[
x3

3

]5

−2

=
53

3
− (−2)3

3
=

133

3
.

Necht’ jsou funkce u, v a jejich derivace spojité na intervalu [a, b]. Pak plat́ı∫ b

a
u(x)v′(x) dx =

[
u(x)v(x)

]b
a
−
∫ b

a
u′(x)v(x) dx.

Věta 51 (Metoda per partes pro určitý integrál).

Př́ıklad 155.

∫ 3

1
x lnx dx =

u = lnx u′ = 1
x

v′ = x v = x2

2

 =

[
x2

2
lnx

]3

1

−
∫ 3

1

1

x

x2

2
dx

=

(
9

2
ln 3− 1

2
ln 1

)
− 1

2

∫ 3

1
x dx

=
9

2
ln 3− 1

2

(
9

2
− 1

2

)
=

9

2
ln 3− 2

Necht’ jsou funkce f, ϕ a ϕ′ spojité na př́ıslušných intervalech a necht’ je funkce ϕ
ryze monotonńı. Pak plat́ı∫ b

a
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(t) dt,

∫ b

a
f(x) dx =

∫ ϕ−1(b)

ϕ−1(a)
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

Věta 52 (Substitučńı metoda pro určitý integrál).
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Př́ıklad 156.

∫ 5

1

√
2x− 1 dx =


t = 2x− 1 x = 5⇒ t = 9
dt = 2 dx x = 1⇒ t = 1
dx = 1

2 dt


=

∫ 9

1

√
t
1

2
dt =

1

2

∫ 9

1
t
1
2 dt =

1

2

[
t
3
2

3
2

]9

1

=
1

2

2

3

[
t
3
2

]9

1
=

1

3
(27− 1) =

26

3

Př́ıklad 157.

∫ 1

0
x2(5− 2x3)4 dx =


t = 5− 2x3 x = 1⇒ t = 3

dt = −6x2 dx x = 0⇒ t = 5
x2 dx = −1

6 dt


=

∫ 3

5
t4
(
−1

6

)
dt = −1

6

∫ 3

5
t4 dt =

1

6

∫ 5

3
t4 dt

=
1

6

[
t5

5

]5

3

=
1

30
(55 − 35) =

2882

30
=

1441

15
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§ 15.3 Geometrické aplikace

F Plocha podgrafu kladné funkce na intervalu [a, b]:∫ b

a
f(x) dx.

Obr. 15.3: Plocha podgrafu kladné funkce.

Př́ıklad 158. Určete plochu podgrafu funkce f(x) = x2 + 1 na intervalu I = [−1, 2].

Protože x2 + 1 = 0 nemá žádné reálné kořeny, je tato funkce bud’ stále kladná, nebo stále
záporná. Dosazeńım libovolného č́ısla zjist́ıme, který z těchto př́ıpad̊u nastává. Nebot’ f(0) =
1 > 0, funkce je kladná.

P =

∫ 2

−1
f(x) dx

=

∫ 2

−1
x2 + 1 dx

= . . . = 6

Obr. 15.4: Graf funkce f(x) = x2 + 1.
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F Plocha mezi grafem funkce f a osou x na intervalu [a, b]:∫ b

a
|f(x)| dx.

Obr. 15.5: Plocha mezi grafem funkce f měńıćı znaménko a osou x.

Př́ıklad 159. Určete plochu ohraničenou grafem funkce f(x) = x2 − x − 2 a osou x na
intervalu I = [−2, 3].

Protože x2 − x − 2 = 0 má kořeny x1 = −1 a x2 = 2, snadno zjist́ıme, že funkce f je na
intervalu I kladná pro x ∈ (−2,−1) ∪ (2, 3) a záporná pro x ∈ (−1, 2).

P =

∫ 3

−2
|f(x)| dx

=

∫ −1

−2
f(x) dx+

∫ 2

−1
(−f(x)) dx

+

∫ 3

2
f(x) dx

= . . . =
49

6

Obr. 15.6: Graf funkce f(x) = x2 − x− 2.



§ 15.3. GEOMETRICKÉ APLIKACE 133

F Délka křivky grafu funkce f na intervalu [a, b]:

` =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x) dx.

Obr. 15.7: Délka grafu funkce.

Př́ıklad 160. Určete délka křivky grafu funkce f(x) = 4
3x

3
2 na intervalu I = [0, 6].

` =

∫ 6

0

√
1 + f ′2(x) dx =

∫ 6

0

√
1 + 4x dxt = 1 + 4x x = 6⇒ t = 25

dt = 4 dx x = 0⇒ t = 1

 =
1

4

∫ 25

1

√
t dt

= . . . =
62

3

Obr. 15.8: Graf funkce f(x) = 4
3x

3
2 .
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F Objem a povrch pláště rotačńıho tělesa (rotace nezáporné funkce f kolem osy x na intervalu
[a, b]):

P = 2π

∫ b

a
f(x)

√
1 + f ′2(x) dx, V = π

∫ b

a
f2(x) dx.

Obr. 15.9: Vznik rotačńıho tělesa.

Př́ıklad 161. Určete plochu ohraničenou grafy funkćı f(x) = x2 + 1 a g(x) = x+ 3.

f(x) = g(x)

x2 + 1 = x+ 3

x2 − x− 2 = 0

x1 = −1, x2 = 2

Obr. 15.10: Funkce f a g.

∫ 2

−1
g(x)− f(x) dx =

∫ 2

−1
(x+ 3)− (x2 + 1) dx =

∫ 2

−1
2 + x− x2 dx = . . . =

9

2
.
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Př́ıklad 162. Určete objem tělesa vzniklého rotaćı plochy omezené grafy funkćı f(x) = x2 +1
a g(x) = x+ 3 kolem osy x.

V = π

∫ 2

−1
g2(x) dx− π

∫ 2

−1
f2(x) dx

= π

∫ 2

−1
(x+ 3)2 − (x2 + 1)2 dx

= π

∫ 2

−1
8 + 6x− x2 − x4 dx

= . . . =
117

5
π.

Obr. 15.11: Rotace plochy mezi grafy funkćı f a g.

§ 15.4 Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad 163. Integrujte.

(i)
∫ 5
−3 3x2 − 5x+ 7 dx,

(ii)
∫ π

0 x+ sinx dx,

(iii)
∫ 1

0
3

1+x2
dx,

(iv)
∫ π

2
π
6

(2− x) cosx dx,

(v)
∫ 1
−2 3x(2x2 − 7)3 dx,

(vi)
∫ e8

1
1

x
√

lnx+1
dx,

(vii)
∫ 2

0
5x2√
2x3+9

dx,

(viii)
∫ 0
−2

x2

ex3
dx.

Př́ıklad 164. Pomoćı výše uvedených vzorc̊u:

(i) Spočtěte objem tělesa vzniklého rotaćı části sinusoidy na intervalu [0, π2 ] kolem osy x.

(ii) Spočtěte povrch pláště tělesa vzniklého rotaćı př́ımky y = 2x+1 kolem osy x na intervalu
[0, 1].



136 KAPITOLA 15. URČITÝ (RIEMANNŮV) INTEGRÁL

(iii) Určete celý povrch tělesa z bodu (ii).

Př́ıklad 165. Jsou dány funkce f(x) = 2− x a g(x) = x2. Určete:

(i) Obsah plochy ohraničený jejich grafy.

(ii) Objem rotačńıho tělesa vzniklého rotaćı této plochy kolem osy x.

Př́ıklad 166. Jsou dány funkce

f(x) = x2 + 1, g(x) = 2x+ 4.

Načrtněte obrázek a poč́ıtaný objekt na obrázku vyznačte.

(i) Vypoč́ıtejte obsah plochy ohraničené grafy funkćı f a g.

(ii) Př́ımka g vyt́ıná z paraboly f ohraničený kus. Jaký je objem tělesa, které vznikne rotaćı
tohoto kusu paraboly f kolem osy x?

(iii) Parabola f ohraničuje kus př́ımky g. Jaký je povrch pláště komolého kužele, který vznikne
rotaćı tohoto kusu př́ımky g kolem osy x?

(iv) Určete objem tělesa, které vznikne rotaćı plochy těmito funkcemi omezené kolem osy x.

(v) Př́ımka g vyt́ıná z paraboly f ohraničený kus. Napǐste integrál popisuj́ıćı délku tohoto
kusu paraboly f .

(vi) Parabola f ohraničuje kus př́ımky g. Určete délku tohoto kusu př́ımky g.

§ 15.5 Wolfram|Alpha

• Určitý integrál.

integrate (x^3-2)^2 cos(x) for x from 2 to 5

integrate sin(x)/(cos(x)+2) for x from -pi to 0
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16 Diferenciálńı rovnice

§ 16.1 Úvod

Diferenciálńı rovnice je rovnice, ve které se neznámá funkce vyskytuje spolu se svými
derivacemi. Řád diferenciálńı rovnice je nejvyšš́ı derivace neznámé funkce, která se
v rovnici vyskytne.

Definice 61.

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0

Budeme se zabývat rovnicemi prvńıho řadu.

• Obecný tvar je F (x, y, y′) = 0, kde F je funkce tř́ı proměnných.

• Rovnice rozřešené vzhledem k derivaci je y′ = f(x, y), kde f je funkce dvou
proměnných.

Rovnice prvńıho řádu

Řešeńı diferenciálńı rovnice je funkce y = y(x) (popř. y = y(t), y = y(x, t),...), která
splňuje danou diferenciálńı rovnici.

Definice 62.

Řešeńı diferenciálńıch rovnic źıskáme obvykle pomoćı integrováńı, proto budou obsahovat in-
tegračńı konstanty (tolik integračńıch konstant, kolikrát budeme integrovat). Tedy tzv. obecné
řešeńı (tj. všechna řešeńı) dostaneme jako množinu danou těmito konstantami.

Řešeńı dané počátečńı podmı́nkou, např. y(x0) = y0 (předem zadaná hodnota v daném bodě),
se nazývá partikulárńı.

137
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Poznámka. • Řešeńı diferenciálńıch rovnic jsou spojité funkce (existuj́ı jejich derivace).

• Rovnice y′ = f(x) nemá jediné řešeńı (primitivńı funkce tvoř́ı množinu). Pokud uvažujeme
podmı́nku, že F (x) má procházet určitým bodem, pak má rovnice jedno řešeńı. Podmı́nka
y(x0) = y0 se nazývá počátečńı podmı́nka a rovnice s touto podmı́nkou počátečńı problém
(Cauchyho úloha).

• Výpočet primitivńı funkce y =
∫
f(x) dx odpov́ıdá řešeńı rovnice y′ = f(x).

• y′ = y má řešeńı y = c · ex.

• y′′+ y = 0 slouž́ı k popisu malých kmit̊u matematického kyvadla. Řešeńı jsou y = sinx,
y = cosx a každá lineárńı kombinace těchto dvou funkćı, tedy řešeńı tvoř́ı lineárńı
prostor.

• Podle počtu nezávisle proměnných na obyčejné (ODR) a parciálńı (PDR) di-
ferenciálńı rovnice.

• Podle linearity na lineárńı a nelineárńı diferenciálńı rovnice.

• Podle řádu (rovnice n-tého řádu).

Klasifikace

Př́ıklad 167. • ms′′ = F , kde s = s(t) je poloha bodu na př́ımce, dráha (Newton̊uv
zákon)

• α2uxx = ut, kde u = u(x, t) je teplota v čase t v bodě x na př́ımce (vedeńı tepla v tyči)

• α2uxx = utt, kde u = u(x, t) je pozice vzhledem ke klidové poloze, vychýleńı v čase t v
bodě x na př́ımce (vlnová rovnice)

• θ′′ + α sin θ = 0, kde θ = θ(t) je úhel (matematické kyvadlo)

• Q′ = −kQ, kde Q = Q(t) je množstv́ı radioaktivńı látky (radioaktivńı rozpad)



§ 16.2. ROVNICE SE SEPAROVATELNÝMI PROMĚNNÝMI 139

• f(x, y) = f(x), tj. y′ = f(x)
Odpov́ıdá hledáńı primitivńı funkce k f(x), tedy y =

∫
f(x) dx. Problém

y′ = f(x), y(x0) = y0 (16.1)

má řešeńı

y = y0 +

∫ x

x0

f(x) dt.

• f(x, y) = g(y), tj. y′ = g(y)
Lze převést na předchoźı př́ıpad využit́ım inverzńı funkce.

y′ =
dy

dx
= g(y) ⇒ dx

dy
=

1

g(y)
, g(y) 6= 0,

tedy máme problém (16.1) pro funkci x(y) s řešeńım x = x0 +
∫ y
y0

1
g(t) dt, což

implicitně udává funkci y = y(x).

Speciálńı př́ıpady

Př́ıklad 168. Vyřešte rovnici
y′ = 3x2 + sinx.

Př́ımo integrujeme

y =

∫
3x2 + sinx dx = x3 − cosx+ c, c ∈ R.

�

Př́ıklad 169. Vyřešte rovnici

y′ =
7

ey +4y − 3
.

Zaměńıme proměnné a integrujeme

x′ =
ey +4y − 3

7

x =
1

7

∫
ey +4y − 3 dy =

1

7
(ey +2y2 − 3y) + c1, c1 ∈ R,

7x = ey +2y2 − 3y + c, c ∈ R.

�

§ 16.2 Rovnice se separovatelnými proměnnými

Rovnićı se separovatelnými proměnnými budeme nazývat rovnici y′ = f(x)g(y).
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y′ = f(x) · g(y)

dy

dx
= f(x) · g(y)

/
· 1

g(y)

dy

g(y)
= f(x) dx

/
integrace∫

dy

g(y)
+ c1 =

∫
f(x) dx+ c2

G(y) = F (x) + c (c = c2 − c1)

Explicitńı řešeńı pak lze často zapsat ve tvaru y(x) = G−1
[
F (x) + c

]
.

Zp̊usob řešeńı

Př́ıklad 170. Vyřešme y′ = y2−y
x , tedy f(x) = 1

x , g(y) = y2 − y.

Máme

dy

dx
=
y2 − y
x

dy

y2 − y
=

1

x
dx pro y2 − y 6= 0 ⇒ y 6= 0 ∧ y 6= 1 .

Vypoč́ıtáme ∫
dy

y(y − 1)
=

∫
1

y − 1
− 1

y
dy = ln|y − 1| − ln|y|+ c1,∫

1

x
dx = ln|x|+ c2.

Tedy

ln|y − 1| − ln|y|+ c1 = ln|x|+ c2

ln

∣∣∣∣y − 1

y

∣∣∣∣ = ln|x|+ c3, c3 ∈ R∣∣∣∣y − 1

y

∣∣∣∣ = |x| · ec3

y − 1

y
= ± ec3 ·x = c · x, c 6= 0

y =
1

1− cx
, c 6= 0.

Během výpočtu jsme udělali předpoklad, že y 6= 0 ∧ y 6= 1. Zkontrolujeme, zda nejde také
o řešeńı rovnice:
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• y = 1 je řešeńım a dostaneme jej pro c = 0,

• y = 0 je řešeńım, ale nijak jej nedostaneme,

tedy

y =
1

1− cx
,︸ ︷︷ ︸

obecné řešeńı

y = 0,︸ ︷︷ ︸
singulárńı řešeńı

c ∈ R

(Obecné řešeńı obsahuje tolik konstant, jako byl řád rovnice.) �

Př́ıklad 171.

y′ =
1 + y2

1 + x2
, y(0) = 1

Počátečńı problém – vypoč́ıtáme obecné řešeńı a pak použit́ım počátečńı podmı́nky urč́ıme
(vybereme) řešeńı, tedy

y′ =
1 + y2

1 + x2

dy

1 + y2
=

dx

1 + x2

arctg y = arctg x+ c.

Podmı́nka y(0) = 1 dává arctg 1 = arctg 0 + c⇒ c = arctg 1 = π
4 .

Odtud dostáváme řešeńı
y = tg

(
arctg x+

π

4

)
a užit́ım vzorce tg(α+ β) = tgα+tg β

1−tgα·tg β ho lze upravit na

y =
x+ 1

1− x
.

�

§ 16.3 Lineárńı rovnice

Lineárńı diferenciálńı rovnice je rovnice tvaru (linearita vzhledem k y)

y′ = a(x)y + b(x). (LDR)

Je-li b(x) ≡ 0, mluv́ıme o homogenńı lineárńı rovnici

u′ = a(x)u, (hLDR)

v opačném př́ıpadě o nehomogenńı lineárńı rovnici.

Definice 63.
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Poznámka. Obecné řešeńı rovnice (LDR) (tj. řešeńı závisej́ıćı na jedné integračńı konstantě)
je tvaru y = yp + u, kde yp je nějaké řešeńı rovnice (LDR), tzv. partikulárńı řešeńı, a u je
obecné řešeńı rovnice (hLDR).

Obecná metoda řešeńı je tzv. variace konstant, kdy se nejprve vyřeš́ı homogenńı rovnice
metodou separace proměnných. Poté se v jej́ım řešeńı aditivńı konstanta nahrad́ı za neznámou
funkci, kterou lze naj́ıt dosazeńım do p̊uvodńı rovnice a integrováńım. Tento postup v jistém
zobecněńı funguje i pro některé rovnice vyšš́ıch řád̊u.

Nás zaj́ımaj́ı pouze rovnice prvńıho řádu, proto použijeme metodu integračńıho faktoru.

Pro rovnici
y′ = a(x)y + b(x)

je integračńı faktor
µ(x) = e−

∫
a(x) dx .

Touto funkćı celou rovnici vynásob́ıme a následně upravujeme.

Integračńı faktor

y′ − a(x) y = b(x)[
y′ − a(x) y

]
· µ(x) = b(x) · µ(x)

y′ · e−
∫
a(x) dx−y a(x) · e−

∫
a(x) dx︸ ︷︷ ︸(

y · e−
∫
a(x) dx

)′ = b(x) · e−
∫
a(x) dx

(
y · e−

∫
a(x) dx

)′
= b(x) · e−

∫
a(x) dx

y · e−
∫
a(x) dx =

∫
b(x) · e−

∫
a(x) dx dx+ c

y = e
∫
a(x) dx

[ ∫
b(x) · e−

∫
a(x) dx dx+ c

]
, c ∈ R

Postup

Př́ıklad 172. Vyřešte rovnici

y′ = 4xy + (2x+ 1) e2x2 .

Integračńı faktor je µ(x) = e−
∫

4x dx = e−2x2 . Vynásob́ıme j́ım rovnici se ziskem (vše obsahuj́ıćı
y je převedeno doleva)

y′ e−2x2 −4xy e−2x2 = 2x+ 1,
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odtud (
y e−2x2

)′
= 2x+ 1.

Obě strany zintegrujeme

y e−2x2 =

∫
2x+ 1 dx = x2 + x+ c, c ∈ R.

Řešeńım je tedy
y = (x2 + x+ c) e2x2 , c ∈ R.

�

Př́ıklad 173 (Růst, učeńı,...). Jistý druh roste tak, že má jistou maximálńı délku a rychlost
r̊ustu je př́ımo úměrná délce, kterou ještě maj́ı dor̊ust. Sestavte rovnici modeluj́ıćı tuto situaci.

Označ́ıme-li délku v čase t jako funkci `(t) a maximálńı délku L, pak př́ıslušná rovnice je

`′(t) = k[L− `(t)],

kde konstantu úměrnosti k by bylo nutné určit experimentálně (měřeńı a výpočet pro konkrétńı
druh/situaci). �

Př́ıklad 174 (Výměna tepla mezi tělesem a okoĺım). Je nalezena mrtvola, jej́ı̌z teplota je
změřena na 26.6 ◦C. O 3 hodiny později je jej́ı teplota 21.1 ◦C, přičemž teplota okoĺı je 18.3
◦C. Určete čas úmrt́ı za předpokladu, že teplota lidského těla je 37 ◦C.

Povrchová teplota tělesa se měńı rychlost́ı, která je př́ımo úměrná rozd́ılu teploty tělesa a
okolńıho prostřed́ı (Newton̊uv teplotńı zákon).

Označme teplotu tělesa v čase t jako Θ(t) [◦C] a teplotu okolńıho prostřed́ı jako T [◦C]. Potom
muśı platit rovnice

Θ′(t) = −k [Θ(t)− T ], kde k > 0 je konstanta úměrnosti.

Všimněte si, že pokud bude teplota okolńıho prostřed́ı vyšš́ı, než je teplota tělesa (tj. pokud je
Θ(t) < T ), potom je Θ′ > 0 a těleso se bude zahř́ıvat. Zat́ımco pokud bude teplota okolńıho
prostřed́ı nǐzš́ı, než je teplota tělesa (tj. pokud Θ(t) > T ), potom je Θ′ < 0 a těleso se bude
ochlazovat.

Při použit́ı výše uvedeného značeńı (pro čas t v jednotkách [hodin]) máme

T = 18.3, Θ(0) = 26.6 (teplota v čase nalezeńı mrtvoly), Θ(3) = 21.1,

přičemž funkce Θ(t) splňuje rovnici

Θ′ = −k (Θ− T ) ⇒ Θ′ = −kΘ + k T.

Posledńı rovnice je lineárńı diferenciálńı rovnice pro neznámou funkci Θ(t). Tuto rovnici
vyřeš́ıme např. metodou integračńıho faktoru µ(t) = ekt, potom

Θ = T + c e−kt = 18.3 + c e−kt, c ∈ R.



144 KAPITOLA 16. DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE

Konstanty c a k urč́ıme z informaćı o počátečńı teplotě a o teplotě v čase t = 3 [hodiny], tj.

26.6 = Θ(0) = 18.3 + c e0 = 18.3 + c ⇒ c = 8.3 ⇒ Θ = 18.3 + 8.3 e−kt,

a dále

21.1 = Θ(3) = 18.3 + 8.3 e−3k ⇒ e−3k =
21.1− 18.3

8.3
≈ 0.337

⇒ −3k = ln 0.337 ⇒ k = − ln 0.337

3
≈ 0.362.

Tedy hledané řešeńı je funkce

Θ(t) = 18.3 + 8.3 e−0.362t .

Najdeme čas úmrt́ı, tj. urč́ıme čas t, pro který je Θ(t) = 37 ◦C. Tedy

18.3 + 8.3 e−0.362t = 37 ⇒ e−0.362t =
37− 18.3

8.3
≈ 2.253

⇒ −0.362t = ln 2.253 ⇒ t = − ln 2.253

0.362
≈ −2.24.

Mrtvola byla nalezena přibližně 2 hodiny a 15 minut po smrti. �

Př́ıklad 175 (Mı́cháńı dvou látek). Vodńı nádrž o celkovém objemu L = 1000 [litr̊u] obsahuje
Q0 = 0 [gram̊u] soli v počátečńım čase t0 = 0 [minut]. Do nádrže přitéká roztok o koncentraci
soli c = 50 [gram̊u/litr] rychlost́ı v = 20 [litr̊u/min] a po řádném promı́cháńı s vodou v nádrži
z ńı vytéká stejnou rychlost́ı. Určete množstv́ı soli Q(t) v nádrži v libovolném čase t a limitńı
množstv́ı pro t→∞.

Označili jsme jako Q(t) [g] množstv́ı soli v nádrži v libovolném čase t [min]. Potom Q′(t)
udává, jak rychle se toto množstv́ı měńı a přitom muśı platit, že

Q′(t) =

(
rychlost, s jakou s̊ul
do nádrže přitéká

)
−
(

rychlost, s jakou s̊ul
z nádrže vytéká

)
.

S̊ul do nádrže přitéká rychlost́ı

c · v = 50 [g/l] · 20 [l/min] = 1000 [g/min].

A protože v nádrži je vždy koncentrace soli rovna Q(t)
L = Q(t)

1000 [g/l], s̊ul z nádrže vytéká
rychlost́ı

Q(t)

L
· v =

Q(t)

1000
[g/l] · 20 [l/min] =

Q(t)

50
[g/min].

Tedy hledaná funkce Q(t) splňuje rovnici

Q′(t) = c · v − Q(t)

L
· v ⇒ Q′ = 1000− Q

50
,
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což je lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu, a dále splňuje počátečńı podmı́nku

Q(t0) = Q0 ⇒ Q(0) = 0. (16.2)

Uvedenou rovnici vyřeš́ıme metodou integračńıho faktoru

µ(t) = e
∫
v
L
dt = e

v
L
t ⇒ µ(t) = e

∫
1
50
dt = e0.02 t

a potom máme (obecně)

Q′ +
v

L
Q = c v

Q′ e
v
L
t +

v

L
e
v
L
t Q = c v e

v
L
t(

Q e
v
L
t
)′

= c v e
v
L
t

Q e
v
L
t =

∫
c v e

v
L
t dt = c v

e
v
L
t

v
L

+ C

Q = cL+ C e−
v
L
t, C ∈ R,

a pro náš konkrétńı př́ıklad

Q′ + 0.02Q = 1000,

Q′ e0.02 t +0.02 e0.02 t Q = 1000 e0.02 t,(
Q e0.02 t

)′
= 1000 e0.02 t,

Q e0.02 t =

∫
1000 e0.02 t dt = 1000

e0.02 t

0.02
+ C,

Q = 50000 + C e−0.02 t, C ∈ R.

A protože je počátečńı množstv́ı známo v (16.2), pro integračńı konstantu C plat́ı

Q0 = Q(t0) = cL+ C e−
v
L
t0 ⇒ 0 = Q(0) = 50000 + C e0,

C = (Q0 − cL) e
v
L
t0 ⇒ C = −50000,

a tedy výsledné partikulárńı řešeńı (udávaj́ıćı kolik gramů soli bude v nádrži v okamžiku t
minut) je tvaru

Q = cL+ (Q0 − cL) e
v
L
t0 e−

v
L
t ⇒ Q = 50000− 50000 e−0.02 t,

Q = cL+ (Q0 − cL) e−
v
L

(t−t0) ⇒ Q = 50000
(
1− e−0.02 t

)
.

Tedy v závislosti na tom, jestli je Q0 > cL nebo Q0 < cL, množstv́ı soli v nádrži (záporně
exponenciálně) klesá nebo roste, a při Q0 = cL z̊ustává stále stejné.

Pro t→∞ je potom

lim
t→∞

Q(t) = lim
t→∞

{
cL+ (Q0 − cL) e−

v
L

(t−t0)︸ ︷︷ ︸
→ 0

}
lim
t→∞

Q(t) = cL [g] ,
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tedy

lim
t→∞

Q(t) = lim
t→∞

50000
(
1− e−0.02 t︸ ︷︷ ︸

→ 0

)
lim
t→∞

Q(t) = 50000 [g] .

Po dostatečně dlouhé době bude tedy koncentrace soli v nádrži rovna

Q∞ =
cL

L
= c [g/l],neboliQ∞ =

50000

1000
= 50 [g/l],

což je přesně koncentrace přitékaj́ıćıho roztoku (samozřejmě, po
”
nekonečně dlouhé době“

přitékaj́ıćı roztok
”
nahrad́ı“ p̊uvodńı roztok v nádrži, přičemž v̊ubec nezálež́ı na p̊uvodńım

množstv́ı Q0, tj. na tom, kolik soli bylo v nádrži na počátku). �

Př́ıklad 176 (Mı́cháńı dvou látek II). Jak se změńı model v Př́ıkladu 175, pokud bude roz-
tok po řádném promı́cháńı s vodou v nádrži vytékat rychlost́ı pouze w = 19 [litr̊u/min]?
Předpokládáme-li, že nádrž má celkový objem 1600 litr̊u, jaká bude koncentrace roztoku v nádrži
v okamžiku jej́ıho naplněńı?

Všimněte si, že se nyńı objem roztoku v nádrži měńı (roste) a to rychlost́ı v−w = 1 [litr/min].
To znamená, že nyńı s̊ul z nádrže vytéká rychlost́ı

Q(t)

L+ (v − w) (t− t0)
· w =

Q(t)

1000 + t
[g/l] · 19 [l/min] =

19Q(t)

1000 + t
[g/min].

Výsledná diferenciálńı rovnice má tedy tvar

Q′(t) = c · v − Q(t)

L+ (v − w) (t− t0)
· w ⇒ Q′ = 1000− 19Q(t)

1000 + t
,

což je opět lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu, přičemž řešeńıQ(t) splňuje počátečńı podmı́nku
(16.2).

Př́ıslušný integračńı faktor je

µ(t) = e
∫

19
1000+t

dt = e19 ln(1000+t) = eln(1000+t)19 = (1000 + t)19.

Tedy plat́ı

Q′ +
19Q(t)

1000 + t
= 1000

Q′ (1000 + t)19 + 19Q(t) (1000 + t)18 = 1000 (1000 + t)19[
Q (1000 + t)19

]′
= 1000 (1000 + t)19

Q (1000 + t)19 = 1000
(1000 + t)20

20
+ C

Q =
50 (1000 + t)20 + C

(1000 + t)19
= 50 (1000 + t) +

C

(1000 + t)19
.
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Z počátečńı podmı́nky (16.2) pak urč́ıme hodnotu C, tj.

0 = Q(0) = 50 · 1000 +
C

100019
⇒ C = −50000 · 100019 = −5 · 1061.

Tedy výsledné partikulárńı řešeńı je tvaru

Q = 50 (1000 + t)− 5 · 1061

(1000 + t)19
.

Protože v nádrži bylo p̊uvodně 1000 litr̊u vody a nádrž se nyńı naplňuje rychlost́ı 1 litr/min,
bude nádrž naplněna za 600 minut (tj. za 10 hodin). Tedy v okamžiku t = 600 bude v nádrži

Q(600) = 50 (1600)− 5 · 1061

(1600)19
≈ 79993.4 [g] soli,

tj. koncentrace soli bude

Q(600)

1600
≈ 79993.4

1600
≈ 49.996 [g/l],

tedy tato koncentrace bude téměř stejná jako u přitékaj́ıćıho roztoku. �

§ 16.4 Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad 177. Vyřešte rovnice

(i) y′ = 3 cosx+ sin 2x, (ii) y′ = 1
y .

Př́ıklad 178. Vyřešte počátečńı problémy

(i) y′ = 3 cosx+ sin 2x, y(0) = 5,

(ii) y′ = 1
y , y(2) = 4,

(iii) y′ = 1
y , y(2) = −4.

Př́ıklad 179. Vyřešte rovnice

(i) 2y = x3y′, (ii) y′ = 6x− 2y.

Př́ıklad 180. Vyřešte počátečńı problémy

(i) 2y = x3y′, y(1) = −2, (ii) y′ = 6x− 2y, y(0) = −2.
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§ 16.5 Wolfram|Alpha

• Diferenciálńı rovnice.

y’=5xy+3x

y’=5xy+3x,y(0)=1
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17 Aproximace

§ 17.1 Numerická integrace

Numerická integrace se použ́ıvá předevš́ım, když

• Nelze źıskat primitivńı funkci.

• Primitivńı funkce je velmi složitá.

• Nemáme k dispozici předpis integrované funkce, ale jen sadu naměřených hodnot.

Základńı metody numerické integrace vycházej́ı př́ımo z konstrukce Riemannova integrálu.
Nejjednodušš́ı metodou je tzv. obdélńıkové pravidlo, které se použ́ıvá tak, že se zavede děleńı
intervalu, vypoč́ıtá funkčńı hodnota např. uprostřed dělićıch interval̊u (popř. v krajńıch bo-
dech, zejména pokud jde jen o sadu naměřených hodnot a nemáme funkčńı předpis) a apro-
ximace integrálu je př́ımo př́ıslušný integrálńı součet.

Uvažujme funkci f intervalu I = [a, b], na kterém zavedeme děleńı D = {x0, x1, . . . , xn}.
Dále označme (v souladu se značeńım při konstrukci integrálu) výběr reprezentant̊u R =
{ξ1, ξ2, . . . , ξn} (např. středy dělićıch interval̊u).

Potom pomoćı obdélńıkového pravidla lze odhadnout hodnotu integrálu jako∫ b

a
f(x) dx ≈

n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1).

Př́ıklad 181. Pomoćı obdélńıkového pravidla odhadněte∫ 10

0
x2 dx.

Interval rozdělte ekvidistantně na 5 dělićıch interval̊u a funkčńı hodnoty použijte ze střed̊u
těchto interval̊u.

Interval [a, b] = [0, 10] máme rozdělit na 5 stejně dlouhých část́ı, dělićı body tedy budou
D = {0, 2, 4, 6, 8, 10} a délka každého z těchto interval̊u je 2. Výběrem reprezentant̊u jsou

149
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středy dělićıch interval̊u, tedy R = {1, 3, 5, 7, 9}. Máme tedy f(x) = x2 a obdélńıkové pravidlo
dává∫ b

a
f(x) dx≈f(1) · (2− 0) + f(3) · (4− 2) + f(5) · (6− 4) + f(7) · (8− 6) + f(9) · (10− 8).

Výpočet je tedy následuj́ıćı∫ 10

0
x2 dx ≈ 12 · 2 + 32 · 2 + 52 · 2 + 72 · 2 + 92 · 2 = 330.

Obr. 17.1: Obdélńıkové pravidlo.

V tomto př́ıpadě lze samozřejmě provést přesný výpočet∫ 10

0
x2 dx =

[
x3

3

]10

0

=
1000

3
− 0 = 333,3.

Pokročileǰśı a často i přesněǰśı metodou je tzv. lichoběžńıkové pravidlo. Postup je takový, že
se funkčńı hodnoty v dělićıch bodech propoj́ı, č́ımž vznikne lomená čára. Následným postu-
pem podobným tomu z obdélńıkového pravidla pak aproximujeme plochu podgrafu sadou
lichoběžńık̊u.

Připomeňme, že obsah lichoběžńıku lze vypoč́ıtat jako polovinu součtu rovnoběžných stran
násobenou výškou lichoběžńıku, tj.

S =
a+ c

2
· v,

kde strany jsou popsány na obrázku 17.2
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Obr. 17.2: Obsah lichoběžńıku.

Uvažujme funkci f intervalu I = [a, b], na kterém zavedeme děleńı D = {x0, x1, . . . , xn}.
Potom pomoćı lichoběžńıkového pravidla lze odhadnout hodnotu integrálu jako

∫ b

a
f(x) dx ≈

n∑
i=1

f(xi−1) + f(xi)

2
· (xi − xi−1)

a jestliže je děleńı ekvidistantńı, tedy každý dělićı interval má stejnou délku `, lze pravidlo
zjednodušit na

∫ b

a
f(x) dx ≈ `

2

[
f(x0) + 2f(x1) + 2f(x2) + . . .+ 2f(xn−1) + f(xn)

]
.

Př́ıklad 182. Pomoćı lichoběžńıkového pravidla odhadněte

∫ 10

0
x2 dx.

Interval rozdělte ekvidistantně na 5 dělićıch interval̊u.

Opět máme f(x) = x2, [a, b] = [0, 10] a dělićı body D = {0, 2, 4, 6, 8, 10}. Délka každého
dělićıho intervalu je ` = 2, dostáváme tedy

∫ b

a
f(x) dx≈ `

2
[f(0) + 2f(2) + 2f(4) + 2f(6) + 2f(8) + f(10)]

= 02 + 2 · 22 + 2 · 42 + 2 · 62 + 2 · 82 + 102 = 8 + 32 + 72 + 128 + 100 = 340.
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Obr. 17.3: Lichoběžńıkové pravidlo.

Na obrázku 17.3 vid́ıme, že pokročileǰśı obdélńıkové pravidlo má v tomto př́ıkladě nižš́ı
přesnost než obdélńıkové kv̊uli tvaru funkce (konvexnost kladné funkce znamená, že lichoběžńıkové
pravidlo pokryje větš́ı plochu). Je tedy nutné vždy źıskat co nejv́ıce informaćı o aproximované
funkci a zvolit vhodnou metodu. Také je nutné se zaj́ımat o samotný princip metod a ne jen

”
bezhlavě“ použ́ıvat ty, které jsou obecně přesněǰśı, v konkrétńıch př́ıpadech to nemuśı platit.

Poznámka. • Samozřejmě existuje celá řada daľśıch metod. Často je nutné rozhodovat se,
zda vyžadovat vyšš́ı přesnost i za cenu zvětšeńı početńı náročnosti.

• Např́ıklad tzv. Simpsonovo pravidlo pracuje tak, že mı́sto lomené čáry nahrad́ıme inte-
grovanou funkci sadou parabol (jedna procházejićı body x0, x1, x2, druhá body x2, x3, x4

atd., nebot’ parabola je jednoznačně určena třemi body, muśıme mı́t sudý počet dělićıch
interval̊u). Všimněte si souvislosti s interpolaćı (viz dále).

• Dělićı body a intervaly, nebo aspoň jejich počet jsou často př́ımo dány t́ım, že neznáme
předpis funkce, ale máme k dispozici jen sadu naměřených hodnot. Postup je pak
podř́ızen tomu, abychom tyto hodnoty co nejlépe využili a vše je nutné volit tak, aby
nám pro výpočet

”
nic nechybělo“, protože neńı možné źıskat daľśı hodnoty.

§ 17.2 Algebraická rovnice

Algebraická rovnice je rovnice typu

Pn(x) = 0,

kde Pn(x) je polynom stupně n v proměnné x. Protože řešit algebraickou rovnici je totéž, jako
hledat kořeny polynomu Pn, známe již zp̊usob, jak naj́ıt všechny celoč́ıselné kořeny takové
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rovnice (dělitelé absolutńıho člene, Hornerovo schéma). Připomeňme, že je-li komplexńı č́ıslo
z = α+βi kořenem polynomu P , pak je jeho kořenem i č́ıslo komplexně sdružené z̄ = α−βi.
Protože (dle základńı věty algebry) má polynom stupně n v C právě n kořen̊u (poč́ıtáno
včetně násobnosti), má polynom lichého stupně aspoň jeden reálný kořen.

Bud’

Pn(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

normovaný polynom stupně n.
Pak pro kořeny x1, . . . , xn rovnice

Pn(x) = 0

plat́ı
|xi| ≤ 1 +A, (i = 1, . . . , n),

kde
A = max{|an−1|, |an−2|, . . . , |a1|, |a0|}.

Věta 53 (Odhad velikosti kořen̊u).

Počet kladných kořen̊u polynomu Pn(x) (poč́ıtáno s násobnost́ı) je roven počtu
znaménkových změn v posloupnosti jeho koeficient̊u nebo o sudé č́ıslo menš́ı.

Věta 54 (Descartes I).

Počet záporných kořen̊u polynomu Pn(x) (poč́ıtáno s násobnost́ı) je roven počtu
znaménkových změn v posloupnosti koeficient̊u polynomu Pn(−x) nebo o sudé č́ıslo
menš́ı.

Věta 55 (Descartes II).

Př́ıklad 183. Použijte předchoźı tvrzeńı na polynom

P (x) = x7 − 14x5 + 3x2 + 1.

• stP = 7 ⇒ P má (včetně násobnosti) 7 kořen̊u, nejméně jeden je reálný (použita
Věta 14).

• Koeficienty P jsou (nuly pro přehlednost vynecháme) 1,−14, 3, 1 ⇒ 2 znaménkové
změny ⇒ 2 nebo 0 kladných kořen̊u (použita Věta 54).
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• P (−x) = −x7+14x5+3x2+1. Koeficienty P (−x) jsou (nuly pro přehlednost vynecháme)
−1, 14, 3, 1 ⇒ 1 znaménková změna ⇒ 1 záporný kořen (použita Věta 55).

• A = max{| − 14|, |3|, |1|} = 14 ⇒ |xi| ≤ 15, i = 1, . . . , 7 (použita Věta 53).

Celkem:
Pro kořeny polynom P (x) = x7 − 14x5 + 3x2 + 1 jsou 2 možnosti.

1. 1 záporný R a 6 C,

2. 1 záporný R, 2 kladné R a 4 C.

Přičemž všechny reálné kořeny lež́ı v intervalu [−15, 15].
(Velikost všech kořen̊u, i komplexńıch, je ≤ 15, |z| = |α+ βi| =

√
α2 + β2.)

§ 17.3 Metoda bisekce (p̊uleńı)

Č́ıslo x̃ ∈ R nazýváme kořen polynomu P (x) s přesnost́ı ε (0 < ε ∈ R), jestliže
skutečný kořen polynomu P (x) lež́ı v intervalu (x̃− ε, x̃+ ε).

Definice 64 (Kořen s přesnost́ı ε).

Např.:

P (x) = 4x4 − 31x3 − 121x2 + 244x+ 660, P (2) = 480, P (3) = −210,

tedy (podle prvńı Bolzanovy věty) v intervalu (2, 3) má polynom P kořen. Střed tohoto
intervalu, tj. č́ıslo x̃ = 2, 5, je tedy kořenem polynomu P s přesnost́ı ε = 0, 5.

(Skutečným kořenem je č́ıslo 2, 75.)

Z předchoźıho př́ıkladu je zřejmé, že kořen lichého stupně polynomu P lze určit s libovolnou
přesnost́ı tak, že najdeme interval, ve kterém lež́ı jen tento kořen (např. pomoćı věty o odhadu
velikosti kořen̊u a užit́ım Hornerova schématu).

Označme si tento interval jako (a, b). Střed tohoto intervalu x̃1 = a+b
2 je prvńım odhadem

kořene, tedy je kořenem daného polynomu s přesnost́ı b−a
2 . Nav́ıc zřejmě P (a) · P (b) < 0

(hodnoty polynomu P v krajńıch bodech intervalu (a, b) maj́ı opačná znaménka).

Spočteme tedy hodnotu P (x̃1) = P (a+b
2 ) a z interval̊u (a, a+b

2 ), (a+b
2 , b) vybereme ten, v jehož

krajńıch bodech nabývá polynom P opačná znaménka, protože kořen jistě lež́ı v této polovině
intervalu.
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Střed tohoto podintervalu označ́ıme jako druhé přibĺıžeńı ke kořeni x̃2, tedy jde o kořen
polynomu P s přesnost́ı b−a

4 . Stejně můžeme postupovat libovolně dlouho a źıskat tak kořen
polynomu s libovolnou přesnost́ı.

Poznámka. • Jestliže kdykoli dostaneme P (x̃i) = 0, pak je č́ıslo x̃i (přesným) kořenem
polynomu P .

• Metodu bisekce je nejvhodněǰśı použ́ıvat na aproximaci jednonásobných kořen̊u. Existuj́ı
metody, které převedou daný polynom na jiný, který má stejné kořeny, ale všechny
jednonásobné.

• Existuj́ı také r̊uzná vylepšeńı metody bisekce (např. metoda zlatého řezu), pomoćı
kterých je možné kořen s danou přesnost́ı naj́ıt rychleji.

Př́ıklad 184. Odhadněte nezáporný kořen polynomu P (x) = x3 − 3x − 1 s přesnost́ı aspoň
0, 02.

Nejprve pomoćı věty o odhadu velikosti kořen̊u uděláme základńı odhad:

max{1, 3, 1} = 3 ⇒ xi ∈ [−4, 4].

Nás zaj́ımaj́ı jen kladné kořeny, proto se omeźıme na interval [0, 4] a na něm provedeme tzv.
separaci kořen̊u — tj. interval rozděĺıme na větš́ı počet subinterval̊u a v děĺıćıch bodech urč́ıme
hodnotu polynomu P .

x 0 1 2 3 4

P (x) -1 -3 1 17 51

Vzhledem ke znaménkové změně (použ́ıváme prvńı Bolzanovu větu) se hledaný kořen nacháźı
v intervalu (1, 2). (Č́ıslo 1 ani 2 kořenem neńı, nebot’ v nich nemá polynom hodnotu nula.)

Pr̊uběh bisekce přehledně shrňme do tabulky.

a x̃i = a+b
2 b P (a) P (x̃i) P (b) chyba

(
b−a

2

)
1 1,5 2 – – + 0,5

1,5 1,75 2 – – + 0,25

1,75 1,875 2 – – + 0,125

1,875 1,9375 2 – + + 0,0625

1,875 1,90625 1,9375 – + + 0,03125

1,875 1,890625 1,90625 0,015625

Řešeńım zadaného problému je tedy č́ıslo 1, 890625, které je kořenem polynomu P s přesnost́ı
0, 015625.
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§ 17.4 Taylor̊uv polynom

Necht’ má funkce f v okoĺı bodu x0 vlastńı derivace až do řádu n + 1 pro nějaké
n ∈ N ∪ {0}. Pak pro všechna x z tohoto okoĺı plat́ı

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + · · ·

· · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)n +Rn(x),

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1,

kde ξ je vhodné č́ıslo lež́ıćı mezi x0 a x.

Věta 56 (Taylorova věta).

Vynecháme-li zbytek Rn(x), obdrž́ıme tzv. Taylor̊uv polynom:

f(x) ≈
n∑
i=0

f (i)(x0)

i!
(x− x0)i.

Pokud polož́ıme x0 = 0, źıskáme tzv. Maclaurin̊uv polynom:

f(x) ≈
n∑
i=0

f (i)(0)

i!
xi.

Př́ıklad 185. Určete Taylor̊uv polynom 4. řádu se středem v bodě x0 = 1 funkce f(x) = x lnx.

f ′(x) = 1 + lnx, f ′′(x) = 1
x , f

′′′(x) = −1
x2
, f (4)(x) = 2

x3
.

f(1) = 0, f ′(1) = 1, f ′′(1) = 1, f ′′′(1) = −1, f (4)(1) = 2.

Tedy

T (x) = 0 + 1
1!(x− 1) + 1

2!(x− 1)2 + −1
3! (x− 1)3 + 2

4!(x− 1)4

= 1
12(x4 − 6x3 + 18x2 − 10x− 3).
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Obr. 17.4: Graf Taylorova polynomu funkce f(x) = x lnx řádu 0− 4.

Př́ıklad 186. Určete Maclaurin̊uv polynom 5. řádu funkce f(x) = cosx.

f(x) = cosx, f ′(x) = − sinx, f ′′(x) = − cosx, f ′′′(x) = sinx, f (4) = cosx, f (5) = − sinx.

f(0) = 1, f ′(0) = 0, f ′′(0) = −1, f ′′′(0) = 0, f (4)(0) = 1, f (5)(0) = 0.

Tedy

M(x) = 1 + 0
1!x+ −1

2! x
2 + 0

3!x
3 + 1

4!x
4 + 0

5!x
5

= 1
24x

4 − 1
2x

2 + 1.

§ 17.5 Interpolace – Lagrange̊uv interpolačńı polynom

Jsou dány navzájem r̊uzné body xi, i = 1, . . . , n+1, a hodnoty funkce f v těchto bodech. Ćılem
je naj́ıt polynom Pn stupně nejvýše n takový, aby platilo Pn(xi) = f(xi) pro i = 1, . . . , n+ 1.
Body xi se nazývaj́ı uzly a polynom Pn interpolačńı polynom.
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Pro (n + 1) daných dvojic č́ısel [xi, f(xi)], i = 1, . . . , n, xi 6= xk pro i 6= k, existuje
právě jeden interpolačńı polynom Pn (stupně nejvýše n) takový, že plat́ı Pn(xi) =
f(xi) pro i = 1, . . . , n.

Věta 57.

Lagrange̊uv interpolačńı polynom definujeme vztahem

Pn(x) = `1(x)f(x1) + `2(x)f(x2) + · · ·+ `n+1(x)f(xn+1) =

n+1∑
i=1

`i(x)f(xi),

kde polynomy `i(x) jsou tvaru

`i(x) =
(x− x1) · · · (x− xi−1)(x− xi+1) · · · (x− xn+1)

(xi − x1) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn+1)
.

Definice 65.

Př́ıklad 187. Pro funkci zadanou tabulkou najděte interpolačńı polynom.

xi 0 1 2 3

f(xi) 1 2 4 8

Nejprve sestroj́ıme polynomy `i:

`1(x) =
(x− 1)(x− 2)(x− 3)

(0− 1)(0− 2)(0− 3)
`3(x) =

(x− 0)(x− 1)(x− 3)

(2− 0)(2− 1)(2− 3)

`2(x) =
(x− 0)(x− 2)(x− 3)

(1− 0)(1− 2)(1− 3)
`4(x) =

(x− 0)(x− 1)(x− 2)

(3− 0)(3− 1)(3− 2)
.

Pak

P3(x) = 1 · `1(x) + 2 · `2(x) + 4 · `3(x) + 8 · `4(x)

= 1 · x
3 − 6x2 + 11x− 6

−6
+ 2 · x

3 − 5x2 + 6x

2

+ 4 · x
3 − 4x2 + 3x

−2
+ 8 · x

3 − 3x2 + 2x

6

=
x3

6
+

5x

6
+ 1
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Obr. 17.5: Řešeńı př́ıkladu 187.

§ 17.6 Lineárńı regrese – Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Pomoćı jednoduché lineárńı regrese popisujeme vztah mezi proměnnými x a y. Snaž́ıme se
naj́ıt funkci f tak, aby vztah y = f(x) co nejlépe vystihoval závislost mezi x a y.

Obr. 17.6: Prokládáńı př́ımky množinou bod̊u.
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Měř́ıtkem kvality vybrané funkce f je nejmenš́ı hodnota součtu čtverc̊u vzdálenost́ı

n∑
i=1

[
yi − f(xi)

]2 → min .

Odtud plyne jej́ı název – metoda nejmenš́ıch čtverc̊u.

Obr. 17.7: Př́ımka źıskaná metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

Regresńı př́ımka f(x) = ax + b vyjadřuje nejjednodušš́ı závislost x na y. Pomoćı metody
nejmenš́ıch čtverc̊u urč́ıme jej́ı parametry a a b:

a ·
n∑
i=1

x2
i + b ·

n∑
i=1

xi =
n∑
i=1

xi · yi,

a ·
n∑
i=1

xi + b · n =
n∑
i=1

yi.

Např́ıklad při dávkováńı lék̊u ovćım je někdy nezbytné vážit ovce, což je ovšem spjato s
praktickými problémy. Proto je snaha naj́ıt jednodušš́ı zp̊usob, takovým může být např́ıklad
odhad hmotnosti na základě obvodu hrudńıku.

Př́ıklad 188. Deset ovćı bylo zváženo a byl jim změřen obvod hrudńıku. Najděte vztah, který
nejlépe popisuje závislost hmotnosti na obvodu hrudńıku.

obvod [cm] 80 88 88 83 86 80 83 87 86 88

hmotnost [kg] 30 35 35 33 33 31 31 35 34 35
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x = obvod hrudńıku, y = hmotnost

10∑
i=1

xi = 849,
10∑
i=1

x2
i = 72171,

10∑
i=1

yi = 332,
10∑
i=1

xiyi = 28239.

Odtud
72171a+ 849b = 28239

849a+ 10b = 332
⇒ a = 58/101

.
= 0.57

b = −1571/101
.
= −15.55

Rovnice př́ımky vyjadřuj́ıćı závislost hmotnosti na obvodu hrudńıku je y = 0.57x− 15.55.

Obr. 17.8: Řešeńı př́ıkladu 188.

§ 17.7 Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad 189. Experimentálně jsme zjistili hodnoty funkce f v následuj́ıćı tabulce.

xi -2 -1 1 2 3 4

f(xi) 3 2 4 3 5 4

Odhadněte
∫ 4
−2 f(x) dx pomoćı

(i) obdélńıkového pravidla s 5 dělićımi intervaly a výškou obdélńıku danou vždy v levém
krajńım bodě dělićıho intervalu,

(ii) obdélńıkového pravidla s 5 dělićımi intervaly a výškou obdélńıku danou vždy v pravém
krajńım bodě dělićıho intervalu,
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(iii) lichoběžńıkového pravidla s 5 dělićımi intervaly.

Př́ıklad 190. Je dána funkce f(x) = x3 − x2 + 3x − 5 na intervalu [−3, 3]. Odhadněte∫ 3
−3 f(x) dx ńı̌ze popsanými zp̊usoby. Následně spočtěte přesnou hodnotu daného integrálu.

(i) Uvažujete ekvidistantńı děleńı tohoto intervalu na 3 subintervaly a použijete obdélńıkové
pravidlo s výškou obdélńıku danou vždy uprostřed dělićıho intervalu.

(ii) Uvažujete ekvidistantńı děleńı tohoto intervalu na 6 subinterval̊u a použijete obdélńıkové
pravidlo s výškou obdélńıku danou vždy uprostřed dělićıho intervalu.

(iii) Uvažujete ekvidistantńı děleńı tohoto intervalu na 3 subintervaly a použijete lichoběžńıkové
pravidlo.

(iv) Uvažujete ekvidistantńı děleńı tohoto intervalu na 6 subinterval̊u a použijete lichoběžńıkové
pravidlo.

Př́ıklad 191. Odhadněte všechny reálné kořeny polynomu P (x) = 6x3+19x2+2x−3 s chybou
nejv́ıce 0, 05.

(POZOR! Věta o odhadu velikosti kořen̊u funguje jen pro normované polynomy.)

Př́ıklad 192. Pomoćı Taylorova polynomu třet́ıho řádu poč́ıtaného se středem x0 = 1
2 od-

hadněte hodnotu funkce
f(x) = ln(2x)

v bodě x = 1.

Př́ıklad 193. Pomoćı Maclaurinova polynomu čtvrtého řádu odhadněte hodnotu funkce

f(x) = x3 + cosx

v bodě 1
2 .

Př́ıklad 194. Sestrojte Taylor̊uv polynom čtvrtého řádu se středem x0 = −1 pro funkci

f(x) =
1

x
.

Př́ıklad 195. Sestrojte Maclaurin̊uv polynom třet́ıho řádu pro funkci

(a) f(x) = ecosx, (b) g(x) = arctg x.

Př́ıklad 196. V tabulce jsou uvedeny čtyři měřeńı. Odhadněte pomoćı Lagrangeova inter-
polačńıho polynomu hodnotu měřené veličiny v čase 2, 5. (Polynom neńı nutné před dosazeńım
upravovat.)

čas 1 2 3 4

naměřeno -2 0 1 1
.

Př́ıklad 197. V následuj́ıćı tabulce jsou uvedeny čtyři hodnoty funkce f . Aproximujte tuto
funkci pomoćı Lagrangeova interpolačńıho polynomu. Polynom upravte. Poté odhadněte po-
moćı źıskaného polynomu hodnotu funkce f pro x = 1

2 .

x -1 0 1 2

f(x) 6 -4 -2 0
.
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Př́ıklad 198. Pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u najděte vztah popisuj́ıćı lineárńı závislost
teploty na čase zjǐstěnou měřeńım zaznamenaným v tabulce

čas 1 2 3 4

teplota -2 -1 2 1
.

Jaká teplota odpov́ıdá času 5
2?

Př́ıklad 199. Pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u najděte vztah popisuj́ıćı lineárńı závislost
teploty na čase zjǐstěnou měřeńım zaznamenaným v tabulce

čas -1 0 1 2

teplota 3 -1 0 2
.

Body a př́ımku načrtněte a na obrázku popǐste metodu nejmenš́ıch čtverc̊u.

Př́ıklad 200. Sestrojte Lagrange̊uv interpolačńı polynom pro funkci, pro nǐz plat́ı

f(−1) = 2, f(1) = −2, f(3) = 1.

Př́ıklad 201. Sestrojte Lagrange̊uv interpolačńı polynom procházej́ıćı body

[−2, 5], [−1, 3], [0, 1], [1, 0].

Př́ıklad 202. Metodou nejmenš́ıch čtverc̊u proložte př́ımku body

(i) [0, 1], [1, 3], [2,−1], [3, 3],

(ii) [1, 1], [2, 0], [0, 3], [−2, 5].

Př́ıklad 203. Aproximujte všechny kořeny rovnice x3 − 7x+ 5 = 0 s chybou menš́ı než 0, 1.

§ 17.8 Wolfram|Alpha

• Kořeny algebraické rovnice.

solve x^5+5x^4-4x^3+12x-1=0

• Taylor̊uv polynom.

series of xln(x) at x=1, order 7

• Lagrange̊uv interpolačńı polynom.

interpolating polynomial [0,1],[1,2],[2,4],[3,8]

• Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u.

linear fit [-1,3],[0,-1],[1,0],[2,2]
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P
ř
ı́
l
o
h
a

A Řešeńı

Př́ıklad 4:

(i)

 3
7
10

 ,

(iii) 10,

(ii)

 9
3
−14

 ,

(iv) −13.

Př́ıklad 14:

(i)

−1 10
3 7
7 7

 ,

(ii)

 7 −10
9 6
11 16

 ,

(iii) nelze,

(iv)

14 6 4
26 12 10
38 18 16

 ,

(v) nelze.

Př́ıklad 15:

BAC =


10 −50
−4 44
−8 36
−19 −5

 .

Př́ıklad 16:
CTATBT = (BAC)T .

Př́ıklad 17: Matice má plnou hodnost, je tedy ekvivalentńı s jednotkovou matićı. Podle
použitých úprav může vyj́ıt jakákoli horńı trojúhelńıková matice plné hodnosti.

Př́ıklad 18: h(E) = 3, nezávislé jsou sloupce 1, 2 a 4, nebo 1, 3 a 4.

Př́ıklad 19:

F−1 =
1

5

 −3 2 −3
−11 4 −6

1 1 1

 , H−1 =
1

4


17 3 9 −11
21 3 13 −15
−7 −1 −3 5
29 3 17 −19

 ,

165
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G−1 neexistuje (matice G je singulárńı).

Př́ıklad 20:

3A− 2B =

 6 7
−9 7
14 11

 , ABT =

 −2 7 0
−6 0 7
−10 17 6

 , ATB =

(
−7 3
4 11

)
.

Př́ıklad 21:

〈u, v〉 = −2, uvT =

−6 2 −8
0 0 0
3 −1 4

 , uT v = (−2).

Př́ıklad 22:
h(A) = 2.

Př́ıklad 23: Např.

h

1 2 3
0 0 0
0 0 0

 = 1, h

1 2 3
0 4 5
0 0 0

 = 2,

h

1 2 3
0 4 5
0 0 6

 = 3, h


1 0 0 0
0 −2 5 3
0 0 6 1
0 0 0 2

 = 4.

(Matice jsou ve schodovitém tvaru v němž hodnost = počet nenulových řádk̊u.)

Př́ıklad 24:
Např. u1, u2, u4.

Př́ıklad 25:

A−1 =
1

11

3 12 −7
5 9 −8
4 5 −2

 , B−1 =
1

2


0 3 0 1
2 −3 −2 −1
2 −13 0 −3
2 −5 −2 −1

 .

Př́ıklad 27:

(i)

xy
z

 =

 1
2
−1

 ,

(ii) nemá řešeńı,

(iii)

xy
z

 =

 −2
3− 2p
p

 , p ∈ R,

(iv)


x1

x2

x3

x4

 =


1
5(7− 12p+ 4q)

1
5(8p− q − 3)

p
q

 ,

(v)

xy
z

 =

2
2
2

 ,
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(vi)

xy
z

 =

8− 4p
3p− 2
p

 , p ∈ R,

(vii)

xy
z

 =

 0
0
−1

 ,

(viii) nemá řešeńı,

(ix)


x
y
z
w

 =


−17/8
−3/4
−7/4
−11/8

 ,

(x)


x1

x2

x3

x4

 =


1
4(3q + 7)

1
4(4p+ 5q + 1)

q
p

 , p, q ∈ R.

Př́ıklad 32:

(i) −8,

(ii) 13,

(iii) 41,

(iv) −32,

(v) 8x2 − 5x,

(vi) −2a3b− 3a3 + 7a2b+ 2a2b2 + 3ab2 +
+ 6ab− 6a2 + 6b2.

Př́ıklad 33:

(i) −10, (ii) 189, (iii) −310.

Př́ıklad 34:
25.

Př́ıklad 35:

(i)

0
0
1

 , (ii)

 0
0
−1

 , (iii)

11
−3
13

 , (iv)

−11
3
−13

 .

Př́ıklad 36:
79.

Př́ıklad 37:
100. (Jde o kvádr.)

Př́ıklad 40:

(i)

xy
z

 =

 1
2
−1

 ,

(ii) determinant je nulový - Cramerovo pra-
vidlo nelze použ́ıt,

(iii) determinant je nulový - Cramerovo pra-
vidlo nelze použ́ıt,

(iv)

xy
z

 =

2
2
2

 .
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Př́ıklad 41:

x = 2, y = −1, z = 3.

Př́ıklad 42: SLR nemá řešeńı.

Př́ıklad 43: xy
z

 =

14− 4p
p− 4
p

 , p ∈ R.

Př́ıklad 44:

x2 = 2.

Př́ıklad 59:

(i) 3x4 + x3 + x2 + x+ 10,

(ii) 9x4 − 12x3 + 23x2 − 22x+ 40,

(iii) −10x4 + 23x3 − 25x2 + 16x− 4,

(iv) −54x6 + 56x5 − 174x4 − 18x7 + 126x3 − 418x2 + 245x− 239.

Př́ıklad 60:

(i) 2x− 3 + 2x3−x2+5x
x4−x3−x+1

, (ii) 3
2x

4 + 3
4x+ 1 +

−x
4

+6

2x3−1
.

Př́ıklad 61:

(i) P (x) = (x+ 2)(x+ 1)2(x− 1)(x− 3), (ii) Q(x) = (x+ 2)x(x− 1)4.

Př́ıklad 62: (i) Dvojnásobným, (ii) dvojnásobným.

Př́ıklad 63:

(i) ryze lomená,

(ii) x3 + 2x2 − 2x− 1 + 5x2+4x+1
x3+1

,

(iii) 2
9 +

− 4
9
x8+12x6−4x2+ 47

9
9x9+2x8−1

.

Př́ıklad 64:

(i) v R i C {−1, 3
2}, (ii) v R i C {−2}, (iii) v R nemá řešeńı,

v C {2± 5i}.

Př́ıklad 65:
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(i) a) x ∈ (−∞,−1) ∪ (3
2 ,∞), b) x ∈ (−∞,−1] ∪ [3

2 ,∞),

(ii) a) x ∈ R− {−2}, b) x ∈ R,

(iii) x ∈ R,

(iv) a) x ∈ (−2, 1), b) x ∈ (−2, 1],

(v) a) x ∈ (−∞,−1) ∪ (−1, 0) ∪ (3,∞), b) x ∈ (−∞, 0) ∪ [3,∞),

(vi) a) x ∈ (−∞,−3) ∪ (−1,−1/2) ∪ (2,∞),
b) x ∈ (−∞,−3] ∪ (−1,−1/2) ∪ [2,∞),

(vii) a) x ∈ (−∞,−3) ∪ (−3−
√

17
4 , −3+

√
17

4 ) ∪ (2,∞),

b) x ∈ (−∞,−3] ∪ (−3−
√

17
4 , −3+

√
17

4 ) ∪ [2,∞).

Př́ıklad 66:

• f ∩ x : [3, 0], [−5, 0],

• f ∩ y : [0, 15].

Př́ıklad 67:
x ∈ (−∞,−1] ∪ (1

3 , 3].

Př́ıklad 68:

R(x) =
2

3
x+ 1 +

−8x2 + 7x− 18

3(3x3 − 2x+ 1)
.

Př́ıklad 69: y = −2
3x+ 5

3 , [0, 5/3], [1, 1].

Př́ıklad 70: y = −x+ 1.

Př́ıklad 71: y = 1
10x+ 2, zaj́ımá nás hodnota pro x = 12, tedy dávka je 3,2 gramu.

Př́ıklad 74:

Obr. A.1: (i) a (iii) Obr. A.2: (ii)
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Obr. A.3: (iv)

Obr. A.4: (v)

Obr. A.5: (vi)

Př́ıklad 75:

Obr. A.6: (i)

Obr. A.7: (ii)
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Obr. A.8: (iii)

Obr. A.9: (iv)

Př́ıklad 76:

Obr. A.10: (i) Obr. A.11: (ii)

Obr. A.12: (iii)
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Obr. A.13: (iv)

Obr. A.14: (v)

Obr. A.15: (vi)

Obr. A.16: (vii)

Př́ıklad 77: b

Př́ıklad 78:

(i) D(f) = R− {−2},

(ii) D(f) = (−∞, 3],

(iii) D(f) = (−3,∞),

(iv) D(f) = R,

(v) D(f) = (0, 1
2) ∪ (1

2 ,∞),

(vi) D(f) = R− {kπ; k ∈ Z},

(vii) D(f) = R− {(2k + 1)π2 + 1; k ∈ Z},

(viii) D(f) = (−2, 4) ∪ (4, 10].
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Př́ıklad 79:

(i)
(

2x
1−x

)2
, (ii) 2x2

1−x2 , (iii)
(

2 lnx
1−lnx

)2
, (iv) ln2 x2.

Př́ıklad 80:

(i) x5, cotg x,

(ii) 3
√
x, sinx, x3 + 3,

(iii) cosx, x7,

(iv) log2 x,
√
x, tg x, 2 + x.

Př́ıklad 81:

a) sinx,
(

1
5

)x
, b) sinx, 1

x , 5
x.

Př́ıklad 82:

(i) f−1(x) = x−1
2 ,

(ii) f−1(x) =
√

3x+1
2 ,

(iii) f−1(x) = 3x + 2,

(iv) f−1(x) = log 1
5
x = − log5 x.

Př́ıklad 84:

f−1(x) =
3

√
x− 1

2
.

Př́ıklad 85:

(i) D(f) = (1,∞), (ii) D(g) = [−5,−4].

Př́ıklad 86: D(f) = (−21
2 ,−10) ∪ (−10, 1).

Př́ıklad 87:
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Př́ıklad 88:

D(f) = [−4,−2) ∪ (1, 4].

Př́ıklad 89:

D(f) = (−∞, 0) ∪ (0, 1], D(g) = (0, 1).

Př́ıklad 90: Funkce f je lichá, g sudá a funkce h1 a h2 nejsou ani liché, ani sudé.

Př́ıklad 96:

(i) 16,

(ii) π
2 ,

(iii) ∞,

(iv) −∞,

(v) neexistuje,

(vi) −∞.

Př́ıklad 97:

(i) sin 2
2 ,

(ii) 0,

(iii) −12,

(iv) neexistuje,

(v) neexistuje,

(vi) ∞.

Př́ıklad 98:

(i) 1
2 ,

(ii) 1
3 ,

(iii) 1
4 ,

(iv) 0,

(v) −∞,

(vi) −3.

Př́ıklad 99:

(i) 3, (ii) 0.

Př́ıklad 101:

(i) 0,

(ii) 0,

(iii) −6x2 + 2x− 4,

(iv) 1
2
√
x

+ 4
5x3

+ 18

5
5√
x2
,

(v) 7
2 + 3

2x2
− 5

4
√
x3
,

(vi) −3x2+48x+1
(3x2−1)2

,

(vii) 2 cosx− 1
sin2 x

,

(viii) tg x+ x
cos2 x

.

Př́ıklad 102:

(i) −4, (ii) 2.
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Př́ıklad 103:

(i) 2,−3, 9
2 , (ii) π

4 , 1,−π.

Př́ıklad 104:

(i) x ex(2 sinx+ x sinx+ x cosx),

(ii) f(x) = x26x(3 + x ln 6),

(iii) x√
x2−1

,

(iv) −1
x ln2 x

,

(v) x2−2x−1
(x2+1)2

,

(vi) −2
1+4x2

.

Př́ıklad 105:

(i) 3x ex[(sinx−3 lnx)(x+2)+x cosx−3],

(ii) 4x[2 + (2x+ 6) ln 4],

(iii) 9x2−4x+5
2
√

3x3−2x2+5x−1
,

(iv) −14x
(x2+1) ln2(x2+1)

,

(v) x2−2x−1
2(x2+1)2

√
x2+1
1−x ,

(vi) −6x2 sinx3 cosx3,

(vii) sin2(2x) + 2x sin(4x),

(viii) −2 sinx
cosx ln2 cosx

,

(ix) 72x3+x−9 ln 7(6x2 + 1),

(x) 2
x2+1

.

Př́ıklad 106:

(i) 5x4 + 5x ln 5,

(ii) xx(1 + lnx),

(iii) (sinx)cosx(cosx cotg x− sinx ln sinx),

(iv) (lnx)tg x( ln lnx
cos2 x

+ tg x
x lnx).

Př́ıklad 107:

(i) x4 5
√

5x(25 + x ln 5),

(ii) −30x4 tg x5 ln cos3 x5,

(iii) −2

x ln 2
3

√
1−log2

2
3
x2
,

(iv) 1
(x−3) ln(x−3) + 1√

−x2+10x−21
,

(v) −2 cotg x
ln2(sin2 x)

,

(vi) 2 sinx(x sinx cosx2 + sinx2 cosx).

Př́ıklad 108:

f ′(x) = 15x2 + 2 sinx− 3

2x3
, g(x) = x3 4 lnx− 1

ln2 x
,

h(x) =
2 cos(2x)

3 3
√

sin2(2x)
.

Př́ıklad 109:
f ′′′(−2) = 1 224.
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Př́ıklad 110: fx = 3y4 − 30x5, fy = 12xy3 + 2y, fxx = −150x4, fxy = 12y3, fyy = 36xy2 + 2.

Př́ıklad 111: fx = 2
y3

cos 2x
y3
, fy = −6x

y4
cos 2x

y3
.

Př́ıklad 112:

(i) 2,

(ii) 1,

(iii) ∞,

(iv) 1
3 ,

(v) 0,

(vi) 1
2π .

Př́ıklad 113:

(i) 0,

(ii) −1,

(iii) ∞,

(iv) −∞.

Př́ıklad 114:

(i) y = 11x+ 25, (ii) x− y + π = 0.

Př́ıklad 115:

(i) y = 4−x
3 , (ii) y = 12x− 110.

Př́ıklad 120:

Obr. A.17: (i) Obr. A.18: (ii)
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Obr. A.19: (iii) Obr. A.20: (iv)

Obr. A.21: (v) Obr. A.22: (vi)

Obr. A.23: (vii) Obr. A.24: (viii)



178 PŘÍLOHA A. ŘEŠENÍ

Obr. A.25: (ix) Obr. A.26: (x)

Př́ıklad 121:

(i) x ∈ (−∞, 0) ∪ (2,∞)

(ii) x ∈ (2−
√

2, 2 +
√

2),

(iii) nemá,

(iv) y = 0,

(v) x = 2,

(vi) x ∈ {2−
√

2, 2 +
√

2}.

Př́ıklad 122: 3
4 ±

√
92
8 .

Př́ıklad 123: D.

Př́ıklad 124

(i) Obdélńık s maximálńım obsahem při pevně zadaném obvodu je právě čtverec, tedy
a = b = o/4.

(ii) − 3
√

2.

(iii) Za daných podmı́nek jsou tedy nejlepš́ı volbou parcely o rozměrech 100×120m, přičemž
větš́ı rozměr je vertikálńı.

Př́ıklad 139:

(i) 2x3 − 8
√
x+ 2 ln |x|+ c,

(ii) 3
11

3
√
x11 + 3

5
3
√
x5 + c,

(iii) x2 + 4 ln |x|+ 8
x + c,

(iv) 2
3x

3 + 3
2x

2 + 9x+ 28 ln |x− 3|+ c.

Př́ıklad 140:
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(i) 2
3 sin

(
3
2x
)

+ c,

(ii) −3
4

√
2− 8x+ c,

(iii) 2 ln |2x− 1|+ c,

(iv) 53x

3 ln 5 + c,

(v) 1
2 arctg(2x) + c.

Př́ıklad 141:

(i) ex
(
x2 − 2x+ 2

)
+ c,

(ii) x3

3 lnx− x3

9 + c.

Př́ıklad 142:

(i) ln |2x2 − 8|+ c,

(ii) 1
4 · ln |2x

2 − 8|+ c,

(iii) =
∫

sinx
cosx dx = −

∫ − sinx
cosx dx = − ln |cosx|+ c.

Př́ıklad 143: ∫
1

16 + 9x2
dx =

∫
1

42 + (3x)2
dx

=
1

3
· 1

4
· arctg

3x

4
+ c =

1

12
arctg

3x

4
+ c.

Př́ıklad 144: ∫
3

16− 9x2
dx = 3

∫
1

42 − (3x)2
dx

= 3 · 1

3
· 1

2 · 4
· ln
∣∣∣∣4 + 3x

4− 3x

∣∣∣∣+ c =
1

8
ln

∣∣∣∣4 + 3x

4− 3x

∣∣∣∣+ c.

Př́ıklad 145: ∫
−7√

16− 3x2
dx = −7

∫
1√

42 − (
√

3x)2

dx

= −7
1√
3

arcsin

√
3x

4
+ c =

−7
√

3

3
arcsin

√
3x

4
+ c.
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Př́ıklad 146: ∫
2√

4x2 − 3
dx = 2

∫
1√

(2x)2 − 3
dx

= 2
1

2
ln |2x+

√
4x2 − 3|+ c = ln |2x+

√
4x2 − 3|+ c.

Př́ıklad 147: ∫
3

2x2 + 8x− 10
dx =

3

2

∫
1

x2 + 4x− 5
dx

=
3

2

∫
1

(x+ 2)2 − 9
dx = −3

2

∫
1

9− (x+ 2)2
dx

= −3

2
· 1

2 · 3
ln

∣∣∣∣3 + x+ 2

3− x− 2

∣∣∣∣+ c = −1

4
ln

∣∣∣∣x+ 5

1− x

∣∣∣∣+ c.

Př́ıklad 148:

(i) 2x4 − 2
3x

3 + x2

2 − x+ c,

(ii) 2
3x

3 − x2

2 − 21x+ c,

(iii) x5

10 −
3
8x

2 + 3
2 ln |x|+ 1

2x + c,

(iv) 12
11

12
√
x11 − 40

17
20
√
x17 + c,

(v) − 2√
5

arcsinx+ c,

(vi) 2x

4 ln 2 −
5
4x+ c.

Př́ıklad 149:

(i) 2 sinx− (2x+ 3) cosx+ c,

(ii) ex(x2 + x− 2) + c,

(iii) x(lnx− 1) + c,

(iv) x2

2 lnx− x2

4 + c,

(v) 1
2(x2 arctg x− x+ arctg x) + c,

(vi) ex

2 (sinx+ cosx) + c.

Př́ıklad 150:

(i) 7
3 ln |x|+ c,

(ii) −2
9 ln |5− 9x|+ c,

(iii) −1
6

√
(3− 4x)3 + c,

(iv) 5
12

5
√

(2x− 3)6 + c,

(v)
√
x−

√
3
2 arctg

√
2x
3 + c,

(vi) −1
36(12x+3)3

+ c,

(vii)
√

3x2 − 5 + c,

(viii) 2
3

√
ln3 x+ c,

(ix) − ln | cosx|+ c,

(x) ln(x2 − 3x+ 7) + c.

Př́ıklad 151:
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(i) − ln |4− ex |+ c,

(ii) arctg4 x
4 + c,

(iii) −1
4 e−x

4
+c,

(iv) − cos3 x
3 + c,

(v) − 1
sinx − sinx+ c,

(vi) − 1
sinx − sinx+ c.

Př́ıklad 152:

(i) −30
29

30
√
x29,

(ii) 2
3 arcsin 3x

2 + c,

(iii) 2
√

2
3 arctg

[√
2
3(x+ 2)

]
+ c,

(iv) 3 ln
[

1
2(x+ 1 +

√
x2 + 2x+ 5)

]
+ c1, nebo (dle použitého vzorce)

3 ln
[
(x+ 1 +

√
x2 + 2x+ 5)

]
+ c2, kde c2 = c1 + 3 ln 1

2 ,

(v)
√

3x− 1− arctg
√

3x− 1 + c,

(vi) 7
9(2x+ 1)

9
4 − 7

5(2x+ 1)
5
4 + c = 14

45(2x+ 1)
5
4 (5x− 2) + c.

Př́ıklad 153:

(i) 2
3 ln |3x− 4|+ c,

(ii) −1
3(3x−4)2

+ c,

(iii)
√

2 arctg x−1√
2

+ c,

(iv) ln(x2 − 2x+ 3) + c,

(v) 2 ln(x2 − 2x+ 3) + 7
√

2
2 arctg x−1√

2
+ c,

(vi) 3
2 ln(x2 + x+ 1)− 5

√
3

3 arctg 2x+1√
3

+ c.

Př́ıklad 163:

(i) 168,

(ii) 2 + π2

2 ,

(iii) 3
4π,

(iv) 1 +
√

3
2 −

5
12π,

(v) 117,

(vi) 4,

(vii) 10
3 ,

(viii) e8−1
3 .

Př́ıklad 164:

(i) π2

4 ,

(ii) 4π
√

5,

(iii) π(4
√

5 + 10).

Př́ıklad 165:
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(i) 9
2 , (ii) 72

5 π.

Př́ıklad 166:

(i) 32
3 ,

(ii) 1072
15 π,

(iii) 48π
√

5,

(iv) 1408
15 π,

(v)
∫ 3
−1

√
1 + 4x2 dx,

(vi) 4
√

5.

Př́ıklad 177:

(i) y = 3 sinx− cos 2x
2 + c, c ∈ R, (ii) x = y2

2 + c, c ∈ R.

Př́ıklad 178:

(i) y = 3 sinx− cos 2x
2 + 11

2 ,

(ii) x = y2

2 − 6 ⇒ y =
√

2x+ 12,

(iii) x = y2

2 − 6 ⇒ y = −
√

2x+ 12.

Př́ıklad 179:

(i) y = c e−
1
x2 , c ∈ R, (ii) y = 3x− 3

2 + c e−2x, c ∈ R.

Př́ıklad 180:

(i) y = −2 e1− 1
x2 , (ii) y = 3x− 3

2 −
1

2 e2x
.

Př́ıklad 189: (i) 19, (ii) 22, (iii) 20,5.

Př́ıklad 190: (i) -46, (ii) -47,5, (iii) -52, (iv) -49, přesná hodnota je -48.

Př́ıklad 191: Kořeny jsou −3,−1
2 a 1

3 . Výsledné odhady kořen̊u tedy muśı vyj́ıt nejvýše o danou
chybu jinak. (Řešeńı př́ıkladu nelze jednoznačně napsat, protože jiná volba prvńıho odhadu
může vést k jinému výsledku, který je sice také dostatečně přesnou aproximaćı hledaného
kořene, ale např. z druhé strany, nebo v rámci povolené chyby posunutý.)

Př́ıklad 192: Polynom = 8
3x

3 − 6x2 + 6x− 11
6 . Výsledná hodnota = 5

6 .

Př́ıklad 193: Polynom = 1
24(x4 + 24x3 − 12x2 + 24). Výsledná hodnota = 385

384 .

Př́ıklad 194: −x4 − 5x3 − 10x2 − 10x− 5.

Př́ıklad 195: (a) e
(

1− x2

2

)
, (b) x− x3

3 .
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Př́ıklad 196: Polynom = −1
2x

2 + 7
2x− 5. Výsledná hodnota = 5

8 .

Př́ıklad 197: −15
4 .

Př́ıklad 198: y = 6
5x− 3. Hodnota v 5

2 je 0.

Př́ıklad 199: y = −x
5 + 11

10 .

Hledáme přı́mku (lineárnı́

závislost) pro nı́ž je součet ploch

naznačených čtverců minimálnı́.

Př́ıklad 200:

P (x) =
7

8
x2 − 2x− 7

8
.

Př́ıklad 201:

P (x) =
1

6
x3 +

1

2
x2 − 5

3
x+ 1.

Př́ıklad 202:

(i) y = x
5 + 6

5 .

(ii) y = −9
7x+ 18

7 .

Př́ıklad 203: Odhady vyjdou přibližně −2, 948828358; 0, 7828156787 a 2, 166012680. Výsledky
se mohou lǐsit dle zvoleného prvńıho děleńı intervalu. (Nikdy ale o v́ıc, než o př́ıslušnou chybu).
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ř
ı́
l
o
h
a

B Vzorce

§ B.1 Základńı vzorce

Mnohočleny

(a± b)2 = a2 ± 2ab+ b2,
a2 − b2 = (a− b)(a+ b),

(a± b)3 = a3 ± 3a2b+ 3ab2 ± b3,
a3 ± b3 = (a± b)(a2 ∓ ab+ b2).

Mocninná funkce

a0 = 1, a−r = 1
ar , a

1
r = r
√
a, aras = ar+s, (ar)s = ars.

Logaritmus a exponenciála

loga x = y ⇔ x = ay,
log 1 = 0,
loga a = 1,
log ab = b log a,
log(ab) = log a+ log b,

log a
b = log a− log b,

loga a
x = x = aloga x,

lnx = lg x = loge x, e = 2, 71828 . . . ,

loga b = logc b
logc a

= ln b
ln a .

Goniometrické funkce

tg x = sinx
cosx ,

cotg x = cosx
sinx ,

sin2 x+ cos2 x = 1,
sin 2x = 2 sinx cosx,

cos 2x = cos2 x− sin2 x,
sin2 x

2 = 1−cosx
2 ,

cos2 x
2 = 1+cosx

2 .

x 0 π
6

π
4

π
3

π
2

sinx 0 1
2

√
2

2

√
3

2 1

cosx 1
√

3
2

√
2

2
1
2 0

x 0 π
6

π
4

π
3

π
2

tg x 0
√

3
3 1

√
3 −

cotg x −
√

3 1
√

3
3 0

185
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Zlomky

a
b ±

c
d = ad±cb

bd ,
a
b
c
d = ac

bd ,
a
b
c
d

= a
b
d
c = ad

bc ,

(ab )−1 = b
a ,

(ab )r = ar

br ,
ca
cb = a

b ,

c
cb = 1

b ,
a
a = 1.

Ostatńı
. Komplexńı č́ısla (C)

i2 = −1, a+ ib = a− ib, a2 + b2 = (a− ib)(a+ ib)

. Kvadratický polynom P (x) = ax2 + bx+ c

D = b2 − 4ac, x1,2 = −b±
√
D

2a , P (x) = a(x− x1)(x− x2).

. Doplněńı na čtverec

ax2 + bx+ c = a(x2 + b
ax+ c

a), x2 + px+ q = (x+ p
2)2 − p2

4 + q.

§ B.2 Derivace

Necht’ f a g jsou funkce, c ∈ R.

• (f ± g)′ = f ′ ± g′,

• (c · f)′ = c · f ′,

• (f · g)′ = f ′g + fg′,

•
(
f
g

)′
= f ′g−fg′

g2
,

• [f(g(x))]′ = f ′(g(x)) · g′(x).

Necht’ a, b, c, α ∈ R, a, b > 0, α 6= 0, b 6= 1.

• (c)′ = 0,

• (xα)′ = αxα−1,

• (ex)′ = ex,

• (ax)′ = ax · ln a,

• (lnx)′ = 1
x ,

• (logb x)′ = 1
x·ln b ,

• (sinx)′ = cosx,

• (cosx)′ = − sinx.

• (tg x)′ = 1
cos2 x

,

• (cotg x)′ = −1
sin2 x

,

• (arcsinx)′ = 1√
1−x2 ,

• (arccosx)′ = −1√
1−x2 ,

• (arctg x)′ = 1
1+x2

,

• (arccotg x)′ = −1
1+x2

.
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§ B.3 Integrály

Necht’ f a g jsou funkce, k, c ∈ R.

•
∫

[f(x)± g(x)] dx =
∫
f(x) dx±

∫
g(x) dx,

•
∫
k · f(x) dx = k ·

∫
f(x) dx,

•
∫ f ′(x)

f(x) dx = ln |f(x)|+ c.

Necht’ A,B, a, c, k, n ∈ R, a > 0, n 6= −1.

•
∫
k dx = kx+ c,

•
∫
xn dx = xn+1

n+1 + c,

•
∫

1
x dx = ln |x|+ c,

•
∫
ax dx = ax

ln a + c,

•
∫

ex dx = ex +c,

•
∫

sinx dx = − cosx+ c,

•
∫

cosx dx = sinx+ c,

•
∫

1
cos2 x

dx = tg x+ c,

•
∫

1
sin2 x

dx = − cotg x+ c,

•
∫

1√
A2−x2 dx = arcsin x

A + c,

•
∫

1√
x2±B dx = ln |x+

√
x2 ±B|+ c,

•
∫

1
A2+x2

dx = 1
A arctg x

A + c,

•
∫

1
A2−x2 dx = 1

2A ln
∣∣∣A+x
A−x

∣∣∣+ c.

Integrováńı per partes
[
u = u(x), v = v(x)

]
.∫

uv′ dx = uv −
∫
u′v dx.

Substitučńı metoda.∫
f(x) dx =

∣∣∣∣∣∣ x = h(t)

dx = h′(t) dt

∣∣∣∣∣∣ =

∫
f(h(t))h′(t) dt,

∫
f(g(x))g′(x) dx =

∣∣∣∣∣∣ g(x) = t

g′(x) dx = dt

∣∣∣∣∣∣ =

∫
f(t) dt.

Délka křivky.

` =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x) dx.

Povrch pláště a objem rotačńıho tělesa
(rotace f kolem osy x).

P = 2π

∫ b

a

f(x)
√

1 + f ′2(x) dx,

V = π

∫ b

a

f2(x) dx.
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