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Tento text je primarné urcen pro posluchace zdkladnich kurzi matematiky na Agronomické
fakulte Mendelovy univerzity v Brné, nicméné je pouzitelny jako dopliiujici text pro kazdy
kurz zékladu matematiky. Jsou zde zahrnuty zdklady linedrni algebry, diferencidlniho poctu
a integralniho poétu véetné fesenych piikladu i ptiklada k procviceni.

Cilem tohoto kurzu je pfedevsim to, aby posluchaci ziskali povédomi o zakladnich néstrojich
v matematice, byli schopni déle prohlubovat své znalosti ve sméru daném jejich specializaci
a tyto bezchybné pouzivat, nebot ke spravné volbé metody, rozplanovani experimentu, nebo
napiiklad vyhodnocen{ vystupu je nutnd nejen povrchni znalost typu vstup/vystup’, ale také
logika a dukladné porozumeéni vnitinim principum metod.

Na konci kazdé kapitoly je uvedena ukazka zadani piikladu typickych pro danou kapitolu ve
formé vhodné pro Wolfram|Alpha, coz je odpovidaci stroj volné dostupny na adrese

http://www.wolframalpha.com/

Vyhodou Wolfram|Alpha oproti programum uréenym k feSeni matematickych tloh je jeho
dostupnost v siti bez instalace a také jeho univerzélnost. Otdzka nemusi byt zadand presné
danym zpusobem a Casto dokonce ani plné jednoznaéné — stroj najde nejpravdépodobnéjsi
interpretaci otdzky a zobrazi vysledek, pfipadné sdm upozorni na mozné jiné interpretace.
Toto nefunguje jen pro matematické vypocty, ale pro otdzky vseho druhu. Je tedy mozné
zeptat se nejen na vysledek pocetniho prikladu, ale také na definici nezndmého pojmu, nebo
tfeba na pocasi v Amsterdamu. Pfi pouzivéani doporuc¢uji vzdy kontrolovat, jaka interpretace
otazky byla pouzita. Napiiklad zadanim 'weather Amsterdam’ ziskdte predpovéd pocasi pro
Amsterdam v Nizozem{ a ostatni Amsterdamy jsou zobrazeny jako dalsi mozné interpretace.
Také proto je vhodné si Wolfram|Alpha pfed Fesenim matematickych tloh uvedenych v textu
vyzkouset zaddvanim jinych dotazi (od "How are you?’ po 5%=123, 72%="") a sledovdnim
odpoveédi. V odpovédich je vétsinou obsazeno mnohem vice informaci, nez bylo pozadovéno.
Napf. v odpovédi na otézka ohledné vlastnich ¢isel matice (viz str. 40Wolfram|Alphasection.6.4)
jsou obsazeny i piislusné vlastni vektory. Doporuéuji vyzkouset Wolfram|Alpha na FeSeni véech
piikladi uvedenych v textu. Tim ziskdte predstavu jak vypadd odpovéd napi. kdyz feseni
neexistuje, nebo pii nevhodné formé zadéani. Za povsimnuti stoji také moznosti typu 'More
digits’, nebo ’Show steps’, které jsou u nékterych odpoveédi k dispozici. Zvlasté zobrazeni
kroku pri feseni prikladu muze byt velmi uziteéné (zde ale pozor — zpusob vypoctu, ktery
si vybere stroj, je vétsinou ten, ktery lze nejsnadnéji algoritmizovat, coz nemusi byt nejlepsi
zpusob jak pifklad pocitat ruéng).

Na z&vér si uvedme nékolik ukdzek jak zaddvat pocetni operace:

e Pocetni operace.
12 + 5 % 3 - 273

2% (1 -3/ 6G+1)

o Dalsi pocetni operace (hvézdicka jako ndsobeni muze byt vynechdna, nedojde-li k ne-
dorozumenti).
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Kapitola

Uvod

§1.1 Symboly

AANB

AV B

A= B
Ae B

v

E

Ell

?

S

¢
A={a,b,c}
0

{x e M:V(x)}
[Ilvx‘b”»yxn]
Ax B

A’IL

ACB

ACB
ANB
AUB
f:A—>B
y=f(z)

(fog)(), fg(x))
a=
a#b
axb
a=b
a<b
a>b
a<b
a>b

(a,b)

A a soucasné B (soucasnd platnost, konjunkce)

A nebo B (disjunkce)

A z toho plyne B; plati-li A, potom plati B (implikace)

A prévé tehdy kdyz B; (ekvivalence, A < B = (A= B) A (B = A))
pro vSechna (obecny kvantifikdtor)

existuje (existencni kvantifikdtor)

existuje pravé jeden

neexistuje

je prvkem

neni prvkem

mnozina A s prvky a,b,c

préazdnd mnozina

mnozina takovych = z mnoziny M, které splauji vlastnost V(z)
usporadand n-tice

kartézsky sou¢in mnozin A a B; A x B={[a,b]:a € A,b € B}
n-ta kartézskd mocnina mnoziny A; A" = AX A X -+ x A
mnozina A je podmnozinou mnoziny B;

mnozina A je obsazena v mnoziné B (je povolena rovnost)
mnozina A je vlastni podmnozinou mnoziny B (neni povolena rovnost)
prunik mnozin A, B (x € ANB & x € ANz € B)

sjednocen{ mnozin A,B (r€ AUB < 2 € AVz € B)
zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B

hodnota zobrazen{ (funkce) f v bodé z; funkce f nezdvisle proménné x
(zde y je zdvisle proménna)

slozené zobrazeni (funkee) f po g

a je rovno b

a neni rovno b; a je ruzné od b

a je piiblizné rovno b

a je po zaokrouhleni rovno b

a je mensi nez b

a je vétsi nez b

a je mensi nebo rovno b

a je vétsi nebo rovno b

otevieny interval od a do b; {r € R:a < z < b}

1

KAPITOLA 1. UVOD

z=a+b
Rez
Im z

oy

—U

(@) = a7
Mat,,xn (R)
A 5, Ajj

Ornxn

I

I,

A—l

AT
h(A)
|A|,det A
A~B
sgn
r—a
z—a’
r—a”
i 1)

lim f(z)

z—at

uzavieny interval od a do b; {x € R:a < x < b}

zleva otevieny a zprava uzavieny interval od a do b;

{z € R:a <& < b} (téz polootevieny)

zleva uzavieny a zprava otevieny interval od a do b;

{z € R:a <z < b} (téz polouzavieny)

n faktorisl (0! =1,11=1,201=2-1,31=3-2-1,...)

absolutni hodnota ¢isla a; velikost ¢isla a (vzdélenost od pocatku)
maximum

minimum

soucet Tq + Tap1 + -+ Tp—1 + Tp

SOUCin Ty * Tl * -+ Tp—1 - Tp

nekone¢no

Eulerovo ¢islo (e = 2,718281828...);
zéklad pfirozeného logaritmu

Ludolfovo ¢islo (m = 3,141592654 . . .);
pomér obvodu kruhu k jeho pruméru
imaginarni jednotka (i = v/—1, tj. 2 = —1)
komplexni ¢islo z, kde Rez = a,Imz =5
redlnd ¢dst komplexniho &isla z

imagindrni ¢ast komplexniho éisla z
komplexné sdruzené ¢islo ke komplexnimu é&islu z;
(z=a+bi=Zz=a—0bi)

vektor

nulovy vektor

opacny vektor k vektoru o

skalarni soucin vektoru « a v/

mnozina matic o m tadcich a n sloupcich s redlnymi prvky
prvek matice A z Fadku ¢ a sloupce j
nulovd matice

nulovd matice o m fadcich a n sloupcich
jednotkovéa matice

jednotkova matice o n fadcich a n sloupcich
inverzni matice k matici A

transponovand matice k matici A

hodnost matice A

determinant matice A

matice A ekvivalentni s matici B

signum (znaménko) ¢isla

x se blizi k a

x se blizi k a zprava

x se blizi k a zleva

limita funkce f pro z blizici se k a

limita funkce f pro z blizici se k a zprava (jednostrannd limita)




3 §1.2. CISELNE OBORY
lim f(z) limita funkce f pro z blizici se k a zleva (jednostrannd limita)
r—a—

D(f) definiéni obor funkce f

H(f) obor hodnot funkce f

f(a) hodnota funkce f v bodé z =a

f(@)|o=a dosazeni ¢isla a za nezdvisle proménnou z do funkce f; f(a)
f(z), %, Y derivace funkce f podle nezavisle proménné x

f(z), 327{ Y’ druhé derivace funkce f podle nezdvisle proménné x
f(")(x), %,y(") n-t& derivace funkce f podle nezavisle proménné x

df diferencial funkce f

dx diferencidl argumentu x (nezdvisle proménné)

[, f(z)] = [z,y]  bod grafu funkece f o souradnicich z,y

(25(:1:0) d-okolf bodu zp; (zg — 8, g + 9)

Os(z0) prstencové (ryzi) d-okoli bodu zg; (zo — d,x0) U (zg, zg + 9)
Oy (x0) levé d-okoli bodu zo; (zo — 6, 0]

(2;(.170) pravé d-okoli bodu zg; [z, zo + 9)

(2(; (z0) levé prstencové d-okoli bodu zg; (g — d, x0)

O;“ (o) pravé prstencové d-okoli bodu zo; (xg,xo + 9)

[ f(z)dz primitivn{ funkee k funkei f; (neurcity) integral funkee f

b

[ f(z)dz Riemanntv (uréity) integral funkce f od a do b

a

[F(2)]o = F(2)l;  F(b) - F(a)

§1.2 Ciselné obory!

Pfirozena éisla: N ={1,2,3,...}.
Celadisla: Z={2=nVz=-nVz=0:neN}={..,-2,-1,0,1,2,...}.

Raciondlni &fsla: Q={¢=2: 2€ZnecN}
Cisla, kterd nejsou raciondlni, tj. nelze je vyjadiit jako podil celého a pfirozeného ¢isla,
nazyvame iraciondlni a znac¢ime I.

Redlnd éisla: R=QUIL
K redlnym ¢islum lze jednoznaéné prifadit vSechny body nekoneéné pifmky (¢iselné osy)
dle jejich vzdalenosti od pocatku.

Komplexni &fsla: C={z=a+bi: a,beR,i?>=—1}.

Komplexnim éfslem z nazgvame uspofddanou dvojici redlnych ¢isel [a, b] a piSeme z =
[a,b] = a4+ bi. Cislu a fikdme redlna cast komplexniho &fsla z (Re 2), cislu b imagindrn{
¢ast komplexniho éfsla z (Im z).

'Bith stvofil pfirozens ¢isla, vie ostatn{ uz je vytvorem clovéka. (Leopold Kronecker)
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Pozndmka. Obéas se pouzivaji napt. pouze kladnd redlnd ¢isla véetné, nebo bez nuly apod.
Proto oznacime:

> No =NU {0},

>Zt={r€Z:a>0} 7~ ={z€Z:x <0},
b Zi={wecZ:x>0}, Zy={zeZ:x<0},
> Qt={zeQ:z>0}, Q ={zeQ:z<0},
> Qf ={zeQ:z>0}, Q) ={z€Q:2 <0},
>Rf={zeR:z >0}, R-={zeR:z <0},
bR ={reR:2>0}, Ry={zeR:z<0},

> R* =R U{—00,00} (tzv. rozsifend mnozina redlnych ¢isel).




Kapitola

Vektory

§2.1 Vektorovy prostor

Veliciny, kterymi popisujeme svét kolem nas lze rozdélit do dvou skupin:

e Skalarni veli¢iny (skaldry)
— jsou plné urceny jedinym ¢iselnym tdajem uddvajicim jejich velikost

— teplota, hmotnost, mnozstvi,. . .

e Vektorové veli¢iny (vektory)
— k jejich popisu je tfeba vice ¢isel v uréeném potadi
— rychlost, sila (velikost a smér), poloha (soufadnice), barevny odstin (souradnice RGB,

CMYK), stav populace (pocet a cas), ...

Definice 1 (Vektor).

Necht n € N. Uspoiddanou n-tici redlnych &fsel vy, va, ..., v,

nazyvame (realnym) vektorem. Cislo n potom nazyvéme dimenzi (rozmérem) vek-
toru ¥ a éisla vy, vg, ..., v, nazyvame slozky vektoru .

Pozndmka. Vektory se v literatuie nékdy zapisuji do fadku, tj. 0 = (vi,ve,...,v,). Je-li

potom potfeba pouzit ho jako sloupec, pouziva se na néj operace transpozice (viz ddle v ¢dsti
o maticich, kdy je na vektor nahlizeno jako na matici o jediném fddku/sloupci), podobné

obracené.

ot

KAPITOLA 2. VEKTORY

e Scitani vektoru definujeme po slozkach, tj. pro ¥, € R™ mdme

V1 wq v + wy
L V9 wa v + wo "
i+w=1\| . |+| . = . e R"™.
Un Wn, Up, + Wn,

Je zfejmé, ze je mozné s¢itat pouze vektory o stejné dimenzi.

e Nasobeni vektoru v € R™ skaldrem o € R definujeme tak, ze kazdou slozku vektoru o

vynasobime skalarem a, tj.

U1 vy
V2 Qv
al =« = R"
Up avy,
Definice 2 (Nulovy vektor). N
Vektor
0
o 0
0=1.
0
nazyvame nulovy vektor.
Pro libovolné a € R, ¥ € R™ plati:
o 7+0=7,
e al=0
Definice 3 (Opacny vektor).
Vektor — = —1¢ nazyvame opacny vektor k vektoru .

Plati
T+ (-0) =7 —7=0.
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,—( Vlastnosti operaci na 'vektorech} \
Pro vsechny vektory o, w € R™ a skalary «, 8 € R plati:
(i) 04+ =w+7, (iv) (a+ B)0 = av+ v,
(i) v = o, (v) a(89) = (aB)7,
(ill) (T + W) = ¥ + aw, (vi) 17 = .

Definice 4 (Vektorovy prostor).

Mnozinu v8ech n-rozmérnych vektoru s operacemi séitdnf vektoru a ndsobeni vektoru
redlnym ¢islem nazyvame n-rozmérny vektorovy prostor.

Pozndmka. Vektorovy prostor je uzavien na operace séitdni vektori a nédsobeni vektoru
realnym ¢éislem. Tj. je-li V' vektorovy prostor, 0,4 € V, a,b € R, pak

e al+bwieV.

Geometricky lze vektory (dimenze 2 a 3) zobrazit jako orientované pruvodice bodu (v roving,
nebo v prostoru). Na obr. 2.1Vektory v rovinéfigure.2.1 jsou zobrazeny vektory ¢ = (;) a

@ = (7).

YA

Obr. 2.1: Vektory v roviné.

KAPITOLA 2. VEKTORY 8

Operaci séitan{ vektoru lze snadno zndzornit pomoci tzv. rovnobéznikového pravidla (viz
obr. 2.2S¢itdni vektorufigure.2.2). Ndsobeni konstantou o € R geometricky znamend pro-
dlouzeni vektoru (pro o > 1), zaddnou zménu (pro o = 1), nebo jeho zkrdceni (pro
a < 1) pfi zachovéni jeho sméru. Vyndsobeni zdpornou konstantou navic vektor otaci (viz
obr. 2.3Nésoben{ vektoru konstantoufigure.2.3).

YA YA
VW 2V
v v
W R
0 X Y X
Obr. 2.2: S¢itani vektoru. Obr. 2.3: Nasobeni vektoru konstantou.

Vektor 1ze zadat také pomoci jeho pocatecniho a koncového bodu. Vektor @ = E =B-A
je orientovand tsecka z bodu A do bodu B, viz obr. 2.4Vektor @ = B — Afigure.2.4.

YA

AT W=B-A
Obr. 2.4: Vektor & = B — A.

Poznamka. Protoze vektor je dan jen svou velikosti a smérem, zelené sipky na obr. 2.4Vektor
W = B — Afigure.2.4 jsou jen ruznd umisténi téhoz vektoru w = (11)

kombinace).

Definice 5 (Lin

Necht @y, ¥, ..., 0n € R" a ay,as,...,a, € R. Vektor
m
W= 10 + oty + -+ - + Qi = Zai@‘
i=1

nazyvame linedrni kombinace vektoru ¥y, Ua, ..., Up.
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-1 1 -3
Piiklad 1. Vektor & = | 5 | je linedrni kombinaci vektori @ = (2] = | 1 |, nebot
4 3 -2
1 -3 2-14(-3) -1
20+7= 21+ 1 )= 2-241 =15 | =w.
3 -2 2-34(-2) 4

Definice 6 (Linedrni zavislost).

Rekneme, ze vektory vy, va,..., 0, € R™ jsou linedrné zdvislé, jestlize je jeden z
téchto vektoru linedrni kombinaci ostatnich. V opa¢ném piipadé fekneme, ze jsou
linedrné nezdvislé.

Plati 1. Vektory v, ¥, ..., U, € R™ jsou linedrné zdvislé pravé tehdy, kdyz existuji takovd
cisla aq, g, ..., € R, Ze aspon jedno z nich je nenulové a plati

m
E Q;U; = Q101 + agly + + -+ + QU = 0.
i=1

Pozndmka. Vektory vy, s, ..., Uy € R™ jsou zcela jisté zdvislé, jestlize:

e je mezi nimi aspon jeden nulovy vektor,
e jsou mezi nimi aspon dva vektory stejné,
e jeden z danych vektoru je ndsobkem jiného,
e m > n (vektoru je vétsi pocet, nez je jejich dimenze).
1 -3 —1
Priklad 2. Vektoryu = (2], 0= 1 aw=| 5 | jsou linedrné zdvislé, nebot w =
3 -2 4

21 + 7, 1.
20+ 7 — @ =0.

Definice 7

Arni soucin). N

Nechf 7, € R™. Cislo

m

(0,W) = 0@ = viw1 + vawz + -+ - + VW = E viw;
i=1

nazyvame skaldrni soucin vektoru ¥/, .

KAPITOLA 2. VEKTORY
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Piiklad 3.
-3\ /-1
7). 5 =03 (-)+7-5+(-2)-4=3+35-8=30.
-2 4

§2.2 Priklady k procviceni

Priklad 4. Jsou dany vektory

Spoctéte:

(i) 5w — u, (i) (u,v) =u-v,

(1) 3u —2v + w, () 2u—w,—v) = (2u—w) - (—v).

§2.3 Wolfram|Alpha

e Soucet vektoru.

(1,3,2) + (-2,4,5)

e Nasobeni vektoru konstantou.

-2 (-1,0,2)

e Linedrn{ kombinace vektoru.

4 (-1,0,2) -3 (5,4,-6)

e Skaldrni soucin.

(-1,0,2).(5,4,-6)

e Linedrni (ne)zdvislost.

linear independence (-1,0,2),(5,4,-6),(1,2,3),(0,2,5)




Kapitola

Rl \atice

§3.1 Definice a operace

Definice 8 (Matice). <

(Redlnou) matici typu m x n rozumime obdélnikové ¢iselné schéma

ail @12 R 417
a21 22 R ¢}
aml Am2 - Amn

kde ¢isla a;; € R,i = 1,...,m,j = 1,...,n, nazgvame prvky matice A. Mnozinu
viech matic typu m x n zna¢ime Mat,,x,(R). Matici A s prvky a;; zna¢ime také

A = (aij).

€ J

Pozndmka. V predchozi definici m znaci pocet fadkl a n pocet sloupcii matice A. Prvek a;;
se nachdzi v i-tém radku a j-tém sloupci matice A.

e Scitdni matic stejnych rozméru definujeme po slozkdch, tj. pro A, B € Maty,xn(R)
mame
A+ B = (ay) + (bij) = (aij + bij) € Matyxn(R).

Piiklad 5.

2 -1 -2 7 2—-2 —1+47 0 6
0 1 |+(4 -2|=(0+4 1-2 |=(4 -1
5 3 1 8 5+1 348 6 11

Piiklad 6.

50N (T 205 Ly i £ rimd TosmEr
41 41 0 = €lze Secist, matice maji rune rozmenry.

e Ndsobeni matice A € Maty,xn(R) skaldrem o € R definujeme tak, ze kazdou slozku
matice A vyndsobime skaldrem o, tj.

ad = O‘<aij) = (O"aij) € Matyxn(R).

11
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Piiklad 7.
-2 7 7-(=2) 7.7 —14 49

7 “1|=| 74 7(-1)|=|28 -7

18 7-1 7-8 7 56

,—[ Vlastnosti operaci na maticz’ch}

Pro vsechny matice A, B € Mat,,xn(R) a skaldry «, 5 € R plati:
(i) A+ B=B+A,
(i) @A = Aq, (v) a(BA) = (aB)A,

(iv) (a+B)A=aA+ BA,

(i) a(A+ B) = aA+ aB, (vi) 1A= A.

Necht A = (ai;) € Matmxn(R).
e Plati-li m = n, nazyvdme matici A ¢tvercovd matice Fadu m (faddu n).
e Prvky a;; ¢tvercové matice nazyvame prvky hlavni diagondly.

Matice, jejiz vSechny prvky jsou nulové, nazyvame nulovd matice a znacime

0.

Ctvercovou matici, kterd ma na hlavni diagonéle jednicky a vsude jinde nuly,
nazyvame jednotkovou matici a znac¢ime I.

Matici, jejiz kazdy fadek zacind vétsim poctem nul nez fadek pfechazejici,
nazyvame schodovitou matici.

Matici

AT — (aﬁ) = ]Watnxm(R>

nazyvadme transponovand matice k matici A. (Transponovand matice vznikne
zdménou Fadku a sloupcu puvodni matice.)

.

Priklad 8. Jsou ddny matice

2 -1 0 10
A:<(1) ?),B:(é g _34),0: 0 1 3|,D=(2 o
0 1 0 3 —4

o Matice A je étvercovou matici 7ddu 2, je to jednotkovd matice a je schodovitd.

o Matice B je schodovitd.
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§3.1. DEFINICE A OPERACE

13
o Matice C je ¢tvercovd rddu 3, neni schodovitd.
) 9 ns i ik ic1 7. = T = T b ’
e Matice D je transponovand k matici B, tj. D = BT o B = DT. Necht A € Matyxn(R). Potom plati A- I, = A, Iy, - A = A.
Definice 10 (Nésobeni matic). N
Necht matice A je typu m x a B je matice typu X n. Soucinem matic A a B
(v tomto pofadi) rozumime matici C' typu m x n, pro jejiz prvky plat{
cij = ainbij + aigby; + -+ - aipbp; = . -
» Definice 11 (ERO). ~
= Zaikbkjy ) o . - . .y ; ,
= Nésledujici dpravy matic nazyvame ekvivalentni rddkové operace (ipravy)
proi=1,...,m,j=1,...,n. Piseme C = AB e vyména dvou fadku,
L J e vyndasobeni fadku nenulovym éislem,
Pozndmka. Pii ndsobeni matic v predchozi definici vznikl prvek ¢;; jako skaldrn{ souéin i-tého e pricteni jednoho radku k jinému,
fadku matice A a j-tého sloupce matice B. o vynechani nulového Fadku.
Priklad 9. Rekneme, ze matice A a B jsou ekvivalentn{ a piSeme A ~ B, jestlize lze matici A
3 0 -2 2 1 prevést koneénym poc¢tem ekvivalentnich tprav na matici B.
14 3]-[0 —4]=
27 1 5 9 y g
3:240-04+(-2)-5 3-1+0-(—4)+(-2)-9 -4 -15
= 1-2+4-0+3-5 1-144-(-4)+3-9 =17 12
2:247-04+1-5 2:1+7-(-4)+1-9 9 17
2 1 30 —2
0 —4f-f1 4 3 |=X Kazdou matici lze koneénym poctem ekvivalentnich fadkovych tprav pievést do
5 9 27 1 schodovitého tvaru.
Matice nelze ndsobit, nemaji sprdvné rozmeéry [(3 x 2)(3 x 3)].
~ Véta 1. \
Necht A, B, C jsou matice vhodnych rozmért. Pak plat{
(AB)C = A(BC), e e o .
3.2 Gaussova elimina¢ni metoda
A(B+C)=AB + AC, §
(A+ B)C = AC + BC.
Pomoci Gaussovy eliminacni metody (GEM) lze pfevést libovolnou matici do schodovitého
tvaru.

Pozndmka. Sou¢in matic nenikomutativni, tj. obecné nelze zaménovat poradi ndsobeni matic
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—~ Postup N

(i) V matici najdeme sloupec nejvice vlevo s alesponi jednim nenulovym prvkem.

(ii) Zvolime v tomto sloupci jeden z nenulovych prvku (tzv. pivota) a premistime
fadek, ve kterém se nachézi, na pozici prvniho fddku (pomoci vymeény radku).

(iii) Pomoci ERO vynulujeme prvky pod pivotem. Vznikne-li nulovy Fadek, vy-
nechame ho.

(iv) Kroky (i)-(iii) opakujeme na podmatici vzniklé z ptivodn{ matice vynechdnim
radku s pivotem.

(v) Postup opakujeme, dokud neni matice ve schodovitém tvaru

€ J

Pozndmka. Kdykoliv behem postupu muzeme néktery fddek vyndsobit, nebo vydélit vhodnym
c¢islem tak, abychom matici zjednodusili.

Piiklad 10.

Definice 12 (Hodnost matice).

Necht A € Mat,xn(R). Hodnosti h(A) matice A rozum{me maximaln{ poéet linedrné
nezavislych fddku (= pocet linedrné nezavislych sloupcu).

e Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poc¢tu jejich nenulovych fadku.
e Matice transponovand md stejnou hodnost jako matice puvodni.

e Ekvivalentni matice maji stejnou hodnost.

Priklad 11. V predchozim prikladu jsme zjistili, Ze
0 -1 2 6 1 3 =3 0
A=[1 3 -3 0]~ |0 -1 2 6 |,
2 1 4 1 0 0 0 -29
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tedy h(A) = 3.

Pozndmka. Timto zpusobem lze také snadno zjistit, zda jsou dané vektory linedrné zavislé,
popf. z nich dokonce vybrat maximélni pocet linedrné nezavislych vektoru.
Vektory naskladame jako sloupce do matice, tu prevedeme do schodovitého tvaru. Linedrné

nezavislé vektory jsou ty, které se nachdzely ve sloupcich s pivoty.

Definice 13. N

Nechf A je ¢tvercova matice fadu n. Jestlize existuje ¢tvercovd matice A~ fadu n
takova, ze plati

A- Al =T1=47"1. 4,

nazyvéme matici A~ inverzni matici k matici A.

Necht je A &tvercova matice fadu n. Potom k ni existuje inverzni matice A~ prave
tehdy, kdyz mé matice A linedrné nezavislé fadky (fikdme, ze je reguldrni).

7 predchozi véty plyne, ze inverzni matici lze najit jen ke ¢tvercové matici, kterd mé plnou
hodnost. To znamend, ze ve schodovitém tvaru jsou vsichni pivoti na jeji hlavni diagondle
a v prubéhu GEM se neobjevil zadny nulovy tddek. Jadrem algoritmu pro vypocet inverzni
matice je tzv. iplnd Gaussova eliminace, kterd spociva v tom, ze po ziskani schodovitého tvaru
pokracujeme stejnym zpusobem v nulovani prvku nad pivoty (se kterymi se uz nehybe), a to
zprava doleva.

,—{ Postup <

1. K matici A ptriddme jednotkovou matici stejné velikosti. Tim ziskdme
rozsifenou matici (A[T).

2. Pomoci tiplné Gaussovy eliminace prevedeme matici A na diagonalni matici
(tj. matici, kterd m4 nenulové prvky pouze na hlavni diagondle). Vsechny ERO
piitom provédime s celymi fadky matice (A|I).

3. Kazdy rddek matice (A|l) vydélime diagondlnim prvkem matice A, ktery se v
ném nachdazi.

4. Tim jsme matici A pfevedli na matici I a matici I na matici A~L. Vyslednd
rozsiiena matice je tedy (I|A~1).
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Pozndmka. Opét jako u ,netplné“ Gaussovy elimina¢ni metody muzeme kdykoliv to jde
matici zjednodusit vhodnou tpravou (zvlésté vydéleni fadku spoleénym délitelem vsech jeho

prvku).

Piiklad 12. Najdéte inverznd matice k maticim A, B a C.

12 1 3 2 2 3 -1
A=1{3 4|, B=[-1 0 4),c=[4 1 2
5 6 2 3 3 2 -2 3

3 2[1 00
BI)=| -1 0 4|0 1 0 | IT+1
2 33/00 1) HI-2-1
1 3 2|1 00
~1 o0 61 10
0 -3 —1|—-2 0 1) III+II
13 2]1 0
~1 0361 0
005/-111) -1
13 2] 1 0 o0 I—2-1II
~|l03 6| 1 1 0 IT—6-IIT
0 0 -1/5 1/5 1/5
1 3 0| 7/5 —2/5 —2/5\ I-1II
~1 o0 0|11/5 -1/5 —6/5
0 0 1|-1/5 1/5 1/5

10 0[-4/5 —1/5 4/5
~| 03 0f11/5 -1/5 —-6/5 | -3
00 1|-1/5 1/5 1/5
10 0] -4/5 —1/5 4/5
~1 0 1 0]11/15 —1/15 —6/15 | =(I|B7Y)
00 1|-1/5 1/5 1/5
Tedy
—4/5 —1/5  4/5 L (12 312
p'=[11/15 -1/15 —6/15| =-—~-| 11 -1 —6
15 15 1/5 B \3 3 3
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3 -1/1 00
@en=4 1 2010 | II-2I
2 -2 3|00 1) II-I

2 3 -1|1 00

~10 41-210
0 =5 4 |-10 1) IHI-1II

2 3 -1/1 0 0

~l0 -5 4]-2 1 o0

00 01 -11

Matice C' neni reguldrni (h(C) = 2), tedy k ni neexistuje inverzni matice.

§3.3 Aplikace — Leslieho model ristu

Pomoci Leslieho modelu je mozné odhadnout vyvoj populace. Popiseme si pouze jeji vy-
tvofen{ a pouzit{. Zkouméame néjaky systém jednotliveu (zvifata, hmyz, bunééné kultury,. .. )
rozdéleny do n skupin (stafi, fdze vyvoje,...). Stav v case k je tedy ddn vektorem

ay
az
TE=| .
(ln
kde a;,i = 1,...,n, je pocet jedincu skupiny ¢ v ¢ase k. (Linedrni) model vyvoje takového

systému je ddn matici A € Matyx,(R), kterd popisuje zménu z xj na x4 (jde o iterovany
proces):
Tpy1 = Arg.

Leslieho matice ma tvar

fl f2 fi} . fn72 fnfl fn

0 0 - 0 0 0

0 = 0 0 0 0
A=]0 0 7 0o 0 of,

0o o0 o0 - Tn—2 0 0

0o 0 0 -~ 0 7,1 O

kde f; je relativni plodnost a 7; relativn{ pfeziti skupiny i.

Priiklad 13. Uvazujme populaci nezmari, kteri se doZivaji t7i mésicu. Kazdy nezmar splodi
mezi pronim a druhym mésicem dva malé nezmdrky, stejné tak mezi druhym a tretim mésicem
Zivota. Mladi nezmafi (do stdri jednoho mésice) neplodi. Polovina nezmari po dovrseni druhého
mésice umird, po dovrseni trettho mésice umiraji v§ichni. Napiste Leslieho matici nezmariho
modelu a urcete sloZend populace, o slozent (17,102,191) po trech mésicich.
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Reseni: Lesliecho matice je

0 2 2
A=11 0 0
0 1/2 0
Dané populace bude mit po tFech mésicich slozeni
0 2 2\ /17 1189
A3 (potétecni slozen) = (1 0 0 102 ] = | 136
0 1/2 0 191 293

Pozndmka. Z modelu daného Lesliecho matici lze snadno ur¢it i prirustek za obdobi a také
k jakému slozeni (vzhledem k “vékovym” skupindm) populace sp&je. K obojimu se vratime
po probrani nalezitych matematickych ndstroji. Populace z nezmaiiho piikladu mé piirtustek
cca 62% a ustéli se na slozeni cca 52 : 32 : 10. Tedy nejmladsich bude (cca) 55, 32%, stiedniho
véku 34,04% a seniora 10, 64%.

§3.4 Piiklady k procviceni!

Piiklad 14. Jsou ddny matice

1 2 8
A=13 4], B=(0 3
5 6 2 1

Spoctéte:
(i) A+ B, (iv) ABT,
(ii) 3A — 2B,

(iii) A— 3BT, (v) AB.

Priklad 15. Jsou ddny matice

15 -2 714(1)f -2 5
A=(0 4 3|, B= c=(0 3
20 1 200 11

1 -3 2

Urcete, v jakém poradi je lze vyndsobit a ndsobeni proved'te.
Piiklad 16. Provedte totéz, co v piikladu 15pr.15, pro transponované matice AT, BT ,CT.

Piiklad 17. Pomoci Gaussovy eliminaéni metody preved’te matici D na schodovity tvar.

1 2 1
D=3 1 -1
-2 1 3

"Nejvétsi matice v testu bude 3 x 3 nebo 4 x 4. Je to test, ne redlny zivot. (Michael Sand)
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Priiklad 18. Uréete hodnost matice

1 5 3 0
E=-1 -2 0 —4
0o 2 2 0

Ddle urcete, které sloupce v matici E jsou linedrné nezdvislé.

Priiklad 19. Najdéte matici inverzni k zadangym maticim.

2 -10 4 2 -3 ;_122_12
F=(1 0o 3 |, ¢=|10 2|, H=
-3 1 2 2 2 -7 0 1 30
2 -2 3 1
Priiklad 20. Jsou ddny matice
2 1 0 -2
A=[-1 3], B=|3 1
4 5 -1
Spoctéte 3A — 2B, ABT , ATB.
Priiklad 21. Jsou ddny vektory
-2 3
u = s v=|-1
1 4
Spoctéte (u,v), uvT, ulv.
Priklad 22. Urcete hodnost matice
2 -1 0 3
A=11 3 2 =3
-1 4 2 -6

Priklad 23. Napiste priklady matic o hodnosti 1,2,3 a 4 a hodnost zdivodnéte.

Priklad 24. Jsou ddny vektory

1 -1 —6 1 0
uyp = 4 ,Ug = 2 ,uz = 0 yUg = —2 U5 = 2
0 1 4 3 —1

Vyberte z nich co nejvice linedrné nezdvislych vektori.

Priiklad 25. Najdéte inverznd matici k maticim

2 010
A=|2 -2 1|, B=

. 33 2 1 1 -2

2 -3 0 3
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§3.5 Wolfram|Alpha
e Soucet matic.

{(-1,0,2),(5,4,-6),(1,2,3)} + {(2,1,0),(6,-3,4),(2,2,5)}

e Ndsobeni matice konstantou.

3 {(5,-3,0),(2,1,-3),(4,0,3)}

e Linedrni kombinace matic.

-2 {(3,3,2),(-2,1,6),(1,5,3)} +5 {(2,2,-2),(3,-6,1),(0,2,7)}

e Soucin matic.

{(-1,1,0,2),(5,4,-4,-6),(3,5,2,-3)}.{(0,1),(3,-3),(2,-1),(5,00 }

e Hodnost matice.

rank{(5,-4,8),(3,-3,4),(3,-3,4),(2,-1,4}

e Transponovana matice.

transposeq{(4,2,-1),(3,9,5),(2,-1,1),(1,6,-2)}

e Inverzni matice.

inverse{(2,-1,3),(0,-3,2),(2,-1,5)}

KAPITOLA 3. MATICE
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Soustavy linearnich rovnic I

§4.1 Definice a pojmy

Definice 14 (Soustava linearnich rovnic). N
Necht a;; e R, b; €R,i=1,...,m, j =1,...,n. Soustavou m linedrnich rovnic o n

J ) s ) 5 Ty ) 3
neznamych x1,x2, ..., x, rozumime soustavu rovnic

a1171 + apTe + - + a1y = by

(2171 + ATy + -+ + agpTy = by
. (SLR)

Am1T1 + maT2 + -+ AT = by

Redeni soustavy linedrnich rovnic (SLRDefinice a pojmyAMS.2) rozumime
uspofdadanou n-tici redlnych ¢isel ri,ra,...,r,, po jejichz dosazeni za nezndmé
x1,%2,...,%, (v tomto pofadi) do soustavy linedrnich rovnic dostaneme ve vSech

rovnicich identity.

23
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Definice 15 (Matice soustavy). <
e Matici
ail a2 -0 dip
A= azy Gaz2 v A2n
aml Gm2 - Gmn

nazyvame matici soustavy (SLRDefinice a pojmyAMS.2).

o Matici
a1 aiz ccc a1 | b
ag  az - G | by
Ar = . .
Aml Qm2 - Gmn | b

nazyvame rozsirenou matici soustavy (SLRDefinice a pojmyAMS.2).

€

Pozndmka. Soustavu (SLRDefinice a pojmyAMS.2) muzeme zapsat v maticové formeé:

a1 ajp - am 1 by
a1 azg -+ Az 2 b2

. : = b
Aml1 Am2 - (Amnp Tn b

po prislusném oznaceni Az = b.

a linedrnich rovnic). <

Definice 16 (Homogenni so

Jestlize v soustavé (SLRDefinice a pojmyAMS.2) plati

nazyvame tuto soustavu homogenni. V opa¢ném piipadé se nazyva soustava neho-

mogenni.

J

€

Pozndmka. Homogenn{ soustava linedrnich rovnic md bud pouze trividlni fegeni (jestlize
h(A) = n), nebo nekoneéné mnoho feseni (jestlize h(A) < n), kterd lze vyjadrit pomoci

n — h(A) nezavislych parametru.

Véta 7 (Frobeniova) }

Soustava linearnich rovnic Az = b je Tesitelna pravé tehdy, kdyz matice soustavy A
a rozsifend matice soustavy A, = (A|b) maji stejnou hodnost.
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— Pocéet reseni SLR ~\

o Jestlize h(A) # h(A,), soustava nemd resend.
o Jestlize h(A) = h(A,) = n, soustava md prdvé jedno Tesen.

e Jestlize h(A) = h(A;) < n, soustava md nekonecné mnoho tesent, kterd lze
vyjadrit pomoci n — h(A) nezdvislych parametru.

§4.2 Reseni soustav linearnich rovnic

Definice 17 (Ekvivalentni soustavy linedrnich rovnic). \

Dvé soustavy linedrnich rovnic se nazyvaji ekvivalentni, jestlize maji shodné feSeni.

— Postup N

(i) Pomoci GEM prevedeme rozsifenou matici soustavy A, = (A|b) na schodovity
tvar.

(ii) Pomoci Frobeniovy véty rozhodneme, zda mé soustava feseni.

(iii) Je-li soustava TFesitelnd, pfitadime schodovité matici soustavu linedrnich rovnic.
Tato je ekvivalentni s puvodni soustavou.

(iv) Postupné fesime rovnice od posledni a ziskané vysledky dosazujeme do
nasledujicich rovnic. Ma-li soustava nekonec¢né mnoho feseni, zvolime vhodné
promeénné za nezavislé parametry.

Pozndmka. Je-li matice A soustavy Az = b reguldrni, pak ma tato soustava vzdy jediné feseni.
Toto fedeni je mozné ziskat pouzitim inverzni matice A~1.

Az=1b [A7}
A Az =AY
Ie=A""
x=A"'b.

Pozor, obé strany rovnice musime vyndsobit matici ze stejné strany (zde zleva), protoze
nasobeni matic neni komutativni.
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Priklad 26.

z+ty+z=3
204+ Ty +2=-2
T+2y+z=4
1 11 3
A=(2 71 b=|-2 ATl
1 21 4
x 5 1 -6
y|l=41b=[-1 0 1
z -3 -1 5

Resent je tedy © = —11, y = 1, z = 13.

§4.3 Priklady k procviceni

Priklad 27. Vyreste soustavu linedrnich rovnic:

() (v)

20 +3y—2=9,
T—y+z=-2,
—x+ 2y — 32 =6,
vi
(i1) (v)
T+ 3y+2z=-1,
2z + Ty + 6z = 3,
x4+ 5y + 62 =13,

(vii)
()
2z — 3y — 6z = —13,
r—y—2z=-5,
—r 42y +4z =38,
(viii)

()
2x) + 39 —xy =1,
3x1 + 229 + 4wy — 224 = 3,
r) — 2o+ 4wy — 14 = 2,

5 1 —6
=(-1 0 1
-3 -1 5
3 —11
-2)=1
4 13
T+y+z=06,
r—y+tz=2

r— 2y —2z=—6,

z+y+z=06,
T+2y—22=4,
2z + 3y — z = 10,

204+ 2y 4+ 2= -1,

=3z +y =0,
20 +3y —z=1,
4z + 5y =0,

-3z +y—2z=4,
—dr+y—2z2=2,
r+ 3y —bz= -2,
dr +5y -3z =1,
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(iz) (z)
rHy—2z-—w=2 x4 xp — 203 — x4 = 2,
2 +3y—z+2w=1, 2xy — 2x9 + 23 4 234 = 3,
3z +2y — 2z — 3w = -2, @1 — 379 + 3w3 + 314 = 1,

dr—2y—3z—2w=1 4y — 4wy + 2u3 + dxg = 6.

§4.4 Wolfram|Alpha
o Reseni soustavy linedrnich rovnic.
solve 2x+3y-z=2,5x-y-4z=7,x-y+6z=1

solve x1+3x2-5x3+x4=12,2x1-x2+x3-x4=-5,x3-5x4=1
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Kapitola

Determinanty

§5.1 Definice a determinanty do fadu 3

Definice 18 (Permutace).

Necht jsou déna é&fsla 1,2,...,n. Permutaci téchto prvki rozumime uspotradanou
n-tici, kterd vznikla jejich preskladanim. Inverzi rozumime zdménu i-tého a j-tého

prvku v permutaci.

Pozndmka. Pocet permutaci n-prvkové mnoziny je n! =n - (n —1)---2- 1. Napf. permutaci
prvku 1,2,3 je 3! =3-2- 1 = 6, konkrétné:

(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1), (3,1,2), (3,2, 1).

Definice 19 (Determinant). <

Necht A je étvercovd matice fadu n. Determinant matice A je ¢islo det A = |A] € R,
det A = Z(*U’Jﬂmazkg g,

kde séitdme pies vsechny permutace (ki,ks,...,k,) sloupcovych indexi. Cislo p

zna¢i pocet inverzi piislusné permutace.

Poznamka. Podle definice tedy ,staci vzit po jednom prvku z kazdého fadku tak, aby zddné
dva nebyly ze stejného sloupce. Tyto prvky mezi sebou vyndsobit. Determinant je préve
souctem vsech téchto soucinu. Z toho je vidét, ze definice neni vhodnd pro pocitani determi-

nantt matic vétsich rozmeéru.
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\

,—( Viypoéet determinanti nizsich f'lidﬁ,}

e Determinant fadu 1:
det(a11) = a11.

e Determinant fadu 2 — kfizové pravidlo:
an a
det (01 @12} _
azp a2

e Determinant fadu 3 — Sarrusovo pravidlo

aip  ai2
a1 Q22

= G11G22—021012-

ai; a2 a1y

apyp aiz aiy az1 G2 a23

det A = det a1 a2 G923 = |a31 as2
azy azz ass ail a3
a2 Q23

= a11622a33 + 021032013 + A31012023—a031022013— 111032023

§5.2 Determinanty vyssich fadua

Definice 20.

Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Vynechdme-li v matici A i-ty fadek j-ty sloupec,
oznacujeme derminant vzniklé submatice M;; a nazyvame jej minor piislusny prvku
agj. Cislo

Ay = (=1)" My

nazyvame algebraicky doplnek prvku a;;.
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,—[Véta 8 (Laplaceuv rozvoj).} <

Necht A je étvercova matice fddu n. Pro libovolny fddek (sloupec) determinantu
det A plati

n
det A = ‘ZIJAl] + anggj +- an]'An]' = Zai]Aij
i=1

n
(det A=apAn +aidip + - + anAin = Z aiinJ')-
=1

€

Priklad 28. Je dan determinant

-2 3 1
detA=[(4 5 0
3 -1 -4

Protoze druhy tadek a tfeti sloupec obsahuje nulu, je vhodné zvolit pro Laplaceuv rozvoj
jeden z nich. Zvolme druhy fadek a pocitejme:

,oan =4, My = ‘31 714‘7

Agy = (1) My = (=1) - [-12 — (=) =11

3 4|

-2 1
, =15, ]\122:‘ ‘

Apg = (—1)*2. My =1-8-3]=5

-2 3

|

-2 3
[0]|, as=0, Mz3=‘

3 -1
Aoy = (—1)2*3 . Mz = (=1)-[2-9| =T.

Odtud
det A = a9y Aoy + ageAog + agzAsz =4-11+5-54+0-7=69.

Pozndmka. Determinant fadu n se pomoci Laplaceova rozvoje prevede na nejvyse n determi-
nantu fddu n — 1. Pfitom cilem je pfevést determinant vyssiho fddu na determinanty réadu 2
nebo 3, které lze snadno spocitat kiizovym, resp. Sarrusovym pravidlem. Napi. determinant
fddu 5 vede na nejvyse 5 determinanti fddu 4. Z nich kazdy vede na nejvyse 4 determinanty
tadu 3. Celkem tedy determinant fadu 5 vede na nejvyse 20 determinantt fadu 3, popt. na 60
determinantu fadu 2. Proto je velmi vhodné vybirat pro rozvoj fadek, nebo sloupec obsahujici
co nejveétsi pocet nulovych prvku.
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§5.3 ijravy determinantt

Véta 9 (Operace neménici hodnotu determinantu).}

Ponechéni jednoho fddku/sloupce beze zmény a pficteni jeho ndsobku k jinému
tadku/sloupci neméni hodnotu determinantu.

Priklad 29.

(1] 2 31 1

2 0 1| II-21 = -4 =5
-3 2 -1| IIT+3I 8 8
=1-(=1)". ;4 ;55‘ =1-(—32+40)=38.

Véta 10 (Operace ménici hodnotu determinantu}.}

o Ziména dvou rddku/sloupcu determinantu zmeéni jeho znaménko.

e Vyndsoben{ fadku/sloupce nenulovym ¢fslem a zvétsi hodnotu determinantu
a-krét. (Tj. z fddku/sloupct lze vytykat pred determinant.)

Piiklad 30.

428 102 102
10 o T |y 9 sloaf2 1 4
35 4 35 4 35 4

Jsou déany ctvercové matice A, B fddu n.

()

(if)

(iii) |AT| = 1A,
)

|A] = 0 < fddky nebo sloupce matice A jsou linedrné zdvislé,

matice A obsahuje nulovy fadek nebo sloupec = |A| =0,

(iv) jestlize je |A| # 0, pak |A™!| = ‘17‘,
(v) |[A- Bl =|A]-|BI,

(vi) determinant matice ve schodovitém tvaru je roven soucinu prvku na jeji hlavni
diagondle.
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§5.4 Vektorovy soucin — postup

Pomoci determinantu je mozné pocitat vektorovy soucin dvou vektoru délky t¥i. V postupu
jsou vyuzity smérové elementy pro jednotlivé osy, tedy postupné pro osy z,y a z jde o

1 0 0
i=[o], j=|1 a k=10
0 0 1

Na rozdil od skaldrniho soucinu, kdy je vysledkem skaldr (¢islo), vysledkem vektorového
soucinu je opét vektor. Tento vysledny vektor je kolmy k obéma nasobenym vektorim a
jeho smér lze urcit podle pravidla pravé ruky. Predstavime si, jak ndsobené vektory uréuji
rovinu a vychézeji z jednoho bodu. Pak kolmy smér je z tohoto vychoziho bodu nahoru nebo
dolu s ohledem na danou rovinu. Uchopime-li tuto osu do pravé ruky tak, aby prsty smérovaly
od prvniho nésobeného vektoru k druhému, potom vztyceny palec ukazuje smér vysledného
vektoru.

Vektorovy souéin se znac¢i ux v a z popisu vyse je ziejmé, ze zalezi na poradi v jakém ndsobime,
protoze pii jeho zméné smétuje vysledny vektor pfesné na opacnou stranu.

Samotny postup si nejsnadnéji ukazeme na konkrétnim prikladu.

Priklad 31. Jsou ddny vektory

1 -2
u=121, V= 1
3 5

Vypocitejte u x v a v X u.

Pro vypocet vektorového soucinu sestavime determinant, kde v prvnim fadku budou smérové
elementy 14, j, k, ve druhém fadku bude prvni ndsobeny vektor a na poslednim fadku bude
druhy nasobeny vektor.

Tento determinant vypocitdme pomoci Sarrusova pravidla, tj.

i j ok 1 0 0 7
uxv=|1 2 3|=7i—11j+5k=7(0] —-11 (1] +5[0| =(-11
-2 15 0 0 1 5
Podobné vypocéitdme druhé potradi nasobeni, tj.
i j ok 1 0 0 =7
vxu=|-2 1 5|=-Ti+11j—-5k=-7(0]+11 (1) —-5(0] =111
1 2 3 0 0 1 -5

§5.5 Priklady k procviceni

Priklad 32. Urcete determinanty:
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W |8, 50 1
(w) 2 3 0
1 8 -3
2 =3
(ZZ) 1 5 ) (U) CE2 1—2
S5x 3
1 5 1 a—b 3 2a
i) |-1 3 2, i) b—1 —2a a+2b|,
2 -1 3 b 3a ab
Priklad 33. Urcete determinanty:
1 210 -2 1 0 4 -1 2 1 3 2
13 1.0 3 1132 1 2 01 -1 2
1y 431 @1y o 24 2 Gii) |3 4 -2 1 -1
-2 1 31 2 3 1 4 1 0 3 1 2
0o 1 2 -2 1
Priklad 34. Vypoctéte determinant:
-2 4 3 -1
3 =3 2 4
2 -2 0 1
1 2 0 -2
Priiklad 35. Jsou ddny vektory
1 0 2 -3
u=10]), v=|1|, wi=]| 3], we=]| 2
0 0 -1 3
Vypocitejte vektorové souciny
(i) uxwv, (i) v X u, (ii1) wy X wa, (iv) wa X wy.

Priklad 36. Objem rovnobéznosténu, jehoZ tri strany vychdzejici ze stejného vrcholu urcuje
trojice vektori u, v, w, lze vypoéitat pomoct tzv. smiseného soucinu. Vzorec je V = |(uxv)-w|,
kde je pouZit vektorovy soucin, skaldrni soucin a na zdvér absolutni hodnota. Urcete objem
rovnobéznosténu daného vektory

4 2 3
u= (1], v=|-5], w=|3
0 1 3

Priklad 37. Je ddn rovnobéznostén s vrcholy
A=[1,0,0],B=16,0,0],C = [6,—4,0],D = [1,-4,0],
E=[1,0,5,F = [6,0,5],G = 6, ~4,5], H = [1, ~4,5].

Uréete jeho objem pomoci postupu v prikladu 36pr.36. (Vhodné je nacrtnout obrdzek a ndasledné
urcit prislusnou trojici vektord pro dosazend do vzorce. Vektor z dvojice bodu ziskame odectenim
koncovy minus poédtecni®.)
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§5.6 Wolfram|Alpha
e Vypocet determinantu.

det{(2,-1,1,3),(6,2,0,1),(-2,5,3,1),(2,2,0,1)}
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Kapitola

Soustavy linearnich rovnic 11

§6.1 Cramerovo pravidlo

Uvazujme soustavu n linedrnich rovnic o n nezndmych Az = b. Matice A takovéto soustavy
je tedy ctvercova matice fddu n. Jestlize je determinant matice A nenulovy, tedy soustava
Az = b mé pravé jedno Feseni, lze pouzit k jejimu vyfeseni tzv. Cramerovo pavidlo. Jeho
vyhodou je, ze je mozné spocitat libovolnou nezndmou bez znalosti ostatnich.

,—[Véta 12 (Cramerovo pravidlo).} ~

Necht je A étvercova reguldrni matice fddu n. Potom m4 soustava linedrnich rovnic
Az = b jediné Teseni z, pro jehoz i-tou slozku plati

Ti = =

D

kde D = det A a D; je determinant matice fddu n vzniklé z matice A nghradou
jejtho i-tého sloupce za sloupec pravych stran b.

L J

Priklad 38. Urcete hodnotu nezndmé proménné xo ze soustavy linedrnich rovnic

201 +axg —a3 =1
1+ 32 +23=0
—x1 + 229 + 23 = 3.

Resime tedy soustavu linedrnich rovnic Az =b

2 1 -1 1 1
1 3 1| -|a]=10
-1 2 1 3 3

Pro vypocet nezndmé zo je nutné urcit determinanty D a Ds:

2 1 -1
D=detA=|1 3 1]|=-5.
-1 2

37
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Protoze je det A # 0, lze pouzit Cramerovo pravidlo.

2
1
Tedyz2=ﬁ=—=

§6.2 Aplikace — Leslieho model rustu I1

Priklad 39. Méjme ddn zjednoduseny model populace jistého modrého ptacka (lat. Ptacchus
modrus). Populace je rozdélena do étyr vékovych skupin — vajicko, mlddé v hnizdé, létajict
mlddé a dospély jedinec. Je zndmo, Ze bijvd zniceno sedm vajicek ze Sestndcti, osmina mldd at
v hnizdé uhyne a dalsi osmina zemve pri pokusu o proni let. Z létajicich mldd'at se dospélosti
doZiji tri ze Ctyr a pdr dospélych ptdcki privede na svét primérné 32 vajicek. Napiste matici
modelu, uréete prirustek populace a vysledny pomér mezi vékovymi skupinami.

Reseni: Leslieho matice je

0 0 0 16
% 00 0
— |16 .
A 0200
003 0

Prirustek a vysledny pomér populace ziskdme pomoci tzv. vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru.
Protoze nés zajima jen algoritmické feseni daného problému, nebudeme se zabyvat teorii na
pozadi. Vlastni ¢isla ziskdme tak, ze od kazdého prvku na hlavni diagondle Leslieho matice
odecteme nezndmou A a spoc¢itdme determinant. Determinantem je polynom s proménnou A
a jeho kofeny jsou pravé vlastni ¢isla nasi matice. Z nich nas zajima pouze jediné — nejvétsi
realné. To uddva piirustek dané populace.

-2 0 0 16 y
9
i —A 0 0]_ A 3
0 3 =X 0 2
3
0 0 5 =X
Tedy fesfme rovnici \* — (%)1 = 0. Ta m4a pouze dva redlné kofeny a to 7% a % Vetst je

% = 1,5, takze po jednom obdobi bude mit populace 1,5 ndsobek Ptacchusu. Populace tedy

roste s prirtstkem 50%.

Nyni zbyvé urcit vysledné slozeni populace. To uddva vlastni vektor piislusny jiz pouzitému
(dominantnimu) vlastnimu ¢islu. Ziskdme ho jako Fe§en homogenni soustavy linedrnich rovnic
dané Leslieho matici, ve které od kazdého prvku na hlavni diagonéle odecteme piislusné vlastni
¢islo.
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7% 0 0 16 *%11 + 1624 =0
8 3 00 a1 —32,=0
0o 3 -2 0 3w9—323=0
o o 3 -3 33— 324=0

Soustava ma nekone¢né mnoho Feseni zavislych na jednom parametru:

T %p
T9 4p

= R
T3 2p |’ pe
T4 p

Nam staci kterékoli nenulové z nich. Zvolme tedy napf. parametr p = 1. Tim ziskéme jediné
feseni (jediny vlastni vektor), jehoz slozky udévaji pomeér slozeni ke kterému populace smétuje,
tedy

%2 :4:2: 1.

zlomku — cely vektor vyndsobime trojkou = 32 : 12 : 6 : 3, poté vydélime jejich souctem
a vyndsobime stovkou (tj. krdt 15030). Odtud po zaokroukleni ziskdme slozeni populace v pro-
centech:

60:23:11:6.

Tedy na 60 vajicek pripadd 23 mlad’at v hnizdé, 11 mladat letcti a 6 dospélych.

§6.3 Priklady k procviceni

Piiklad 40. Najdéte reSeni ndsledujicich soustav linedrnich rovnic pomoci Cramerova pra-
vidla (je-li to mozné):

(i) (iii)

20 +3y —2 =9, 2 — 3y — 6z = —13,
T—y+z=-2, r—y—2z=-5,
—x+ 2y — 3z =6, —r 42y +4z =8,

(1) (iv)
z+3y+2z=—1, z+y+z=0,
2z + Ty + 62 = 3, T—y+z=2,
r + 5y + 6z = 13, T — 2y — 2z =—6.
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Priiklad 41. Vyreste soustavu linedrnich rovnic.

r+3y+z=2,
2042y —z=—1,
2z + 5y + 3z = 8.

Priklad 42. Vyreste soustavu linedrnich rovnic.

z+3y+z=2,
2z + 2y+62 = —1,
2z + 5y + 3z = 8.

Priklad 43. Vyreste soustavu linedrnich rovnic.

T+3y+z2=2,
2z + 2y+62 = 20,
2z + by + 3z = 8.

Piiklad 44. Urcete nezndmou xo ze SLR.

—2x1 + 4dxs + 33 — x4 = 1,
3x1 — 3x9 + 223 + 4wy = 3,
2x1 — 229 + x4 =0,
T1 + 2x9 — 224 = 1.

§6.4 Wolfram|Alpha

e Vypocet vlastnich ¢isel matice.

eigenvalues{(0,0,0,16),(9/16,0,0,0),(0,3/4,0,0),(0,0,3/4,0)}

e Vypocet vlastnich vektorti matice.

eigenvectors{(0,0,0,16),(9/16,0,0,0),(0,3/4,0,0),(0,0,3/4,0)}




Kapitola

Uvod k funkcim

§7.1 Definice a pojmy

Definice 21.

Necht D # 0, D C R. Pravidlo f, které kazdému prvku x € D ptifad{ pravé jedno
redlné ¢islo y € R, se nazyva redind funkce redlné proménné. Zapisujeme y = f(x).

e Mnozina D = D(f) se nazyvd definicni obor funkce f.

e Mnozina vsech y € R, pro kterd existuje x € D takové, ze f(z) = y se nazyvd obor
hodnot funkce f a znacime jej H(f).

e 1z se nazyva nezdvisle proménnd (argument) funkce f.
e y se nazyva zdvisle proménnd funkce f.

o Cislo f(x0) € R se nazyvéa funkéni hodnota funkce f v bodé o.

Pozndmka. Neni-li definiéni obor funkce zaddn, jednd se o mnozinu viech x € R, pro kterd
mé dand funkce smysl.

Piiklad 45. o Definicni obor funkce f(z) = ﬁ je D(f) =R\ {1}.

e Definicni obor funkce g(x) = /—z je D(g) = (—o0,0].

Definice 22.

Mnozina vSech bodu roviny danych soufadnicemi [z, f(z)] se nazyva graf funkce f.

41
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Piiklad 46. Kiivka na obr. 7.1Funkce f(z) = 22.figure.7.1 je grafem funkce, krivka na obr.
7.2Nejde o graf funkcefigure.7.2 ne.

49 2
34 N
2
’ 1 2‘ Z‘ 4
N
N
2 1 1 2
. )
Obr. 7.1: Funkee f(z) = 22. Obr. 7.2: Nejde o graf funkce.
Definice 23 (Ohranicenost). N

Bud f funkce a M C D(f). Rekneme, 7e funkce f je na mnoziné M

e zdola ohranicend, jestlize existuje d € R takové, ze pro kazdé = € M plati

f(@) = d,

e shora ohranicend, jestlize existuje h € R takové, ze pro kazdé x € M plati
f(x) < h,

e ohranicend, jestlize existuji d,h € R takové, ze pro kazdé = € M plati d <
fz) <h

Priklad 47. Funkce na obr. 7.3Funkce ohranicend shorafigure.7.3 je ohranicend shora, na
obr. 7.4 Ohranicend funkcefigure.7.4 je ohranicené funkce.

Obr. 7.3: Funkce ohrani¢ena shora. Obr. 7.4: Ohranic¢end funkce.
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Definice 24 (Parita).

Bud f takova funkce, ze pro jeji definiénf obor plat{
ze€D(f) = —zeD(f).

o Rekneme, 7e funkce f je sud4, jestlize pro Vo € D(f) plati, ze

e Rekneme, 7e funkce f je lichd, jestlize pro Yo € D(f) plati, ze

f(=2) = —f(=z).

Priklad 48. Funkce na obr. 7.5Graf sudé funkce je symetricky podle osy yfigure.7.5 je sudd,

funkce na obr. 7.6Graf liché funkce je symetricky podle pocdtkufigure.7.6 je lichd.

Obr. 7.5: Graf sudé funkce je symetricky Obr. 7.6: Graf liché funkce je symetricky
podle osy y. podle pocatku.

Definice 25 (Periodi¢nost).

Necht p € R,p > 0. Rekneme, ze funkce f je periodickd s periodou p, jestlize pro
Vz € D(f) plati
zxpeD(f), fla£p) = f(v)
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Priiklad 49. Funkce na obr. 7.7Periodickd funkcefigure.7.7 je periodickd s periodou 7.

Obr. 7.7: Periodicka funkce.

Definice 26.

Bud f funkce a M C D(f). Rekneme, 7e funkce f je na mnoziné M

e rostouct, jestlize

Vo, o € M iz <z9 = f(m1) < f(22),
o neklesajici, jestlize

Ve, oe € Mz <xe = f(z1) < f(z2),
o klesagict, jestlize

Ve, ma € M iz <z = f(z1) > f(z2),

e nerostouct, jestlize
Ve, oo € Mz <xo = f(z1) > f(z2).

Definice 27.

Je-li funkce f na mnoziné M neklesajici, nebo nerostouci, nazyvame ji monotdnni.
Je-li funkce f na mnoziné M rostouci, nebo klesajici, nazyvame ji ryze monotonni.
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Priklad 50. Funkce na obr. 7.8Rostouci funkcefigure.7.8 je rostouct, funkce na obr. 7.9Ne-
klesajici funkcefigure.7.9 je neklesajici.

3 & 4 -2 z 4 6
2
.
-2 -1 E 1 2 4
Obr. 7.8: Rostouci funkce. Obr. 7.9: Neklesajici funkce.

Bud' f funkce a M C D(f).
e Je-li f(z) >0 pro Vo € M, fekneme, Ze f je na mnoziné M kladnd.
z) > 0 pro Vo € M, fekneme, ze f je na mnoziné M nezdpornd.

o Jeli

o Je-li f(x)

f(z) <0 pro Va € M, fekneme, ze f je na mnoziné M zdpornd.
e Je-li f(z) <0 pro Vz € M, tekneme, ze f je na mnoziné M nekladnd.
e Bod [0, f(0)] nazyvame prisecik funkce f s osou y.

o Je-li f(xg) = 0, pak nazyvame bod [zo, 0] prisecik funkce f s osou .

,—[Ndsledujz’cz’ pogjmy budou presnéji definovdny pozdéji} ~

Bud f funkce a M C D(f).

e Je-li graf funkce f pro Vz € M nad tecnou sestrojenou v libovolném bodé
xo € M, fekneme, ze f je na mnoziné M konvezni.

e Je-li graf funkce f pro Vo € M pod teénou sestrojenou v libovolném bodé
o € M, fekneme, ze f je na mnoziné M konkdvni.

e Piimku nazyvame asymptotou grafu funkce f, jestlize se jeji vzdélenost od
grafu funkce s rostouci soufadnici neustdle zmensuje.
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Piiklad 51. Popiste zobrazenou funkci pormoci vijse uvedengjch pojmai.




Kapitola

Polynomy

§8.1 Definice a operace s polynomy

Definice 28 (Polynom). N

Funkci
) -1
P(z) = apz" + ap—12"" " + - + a1z + ao,
kde ag,...,a, € R,a, # 0 nazyvdme polynom stupné n. Cisla ag, ..., a, nazyvdme
koeficienty polynomu P. Koeficient a, nazyvame vedouci koeficient, koeficient ag
nazyvame absolutni ¢len. Je-li a,, = 1 fikdme, Ze polynom P je normovany.

Obr. 8.1: P(z) = 2. Obr. 8.2: P(z) =2z —1. Obr. 8.3: P(z) =22 — 2.

Protoze zakladn{ operace s polynomy jsou dobfe zndmé ze stiedni skoly, pfipomernme si je jen
na piikladech. (Pro vzorce tykajici se ndsobeni a déleni mocninnych funkef viz § B.1Z4kladni
vzorcesection.B.1.)

Priklad 52 (Séitani a ndsobeni konstantou).

(322 — 2z +4) — 2(z + 22 + 22— 1)
=322 20 +4—22°% — 22> — 4z +2
=203 +2%—62+6
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Piiklad 53 (Nésobeni).

(22% — 3)(2® + 22 + 3)

=202 (a® + 22 +3) — 3(23 4+ 22 + 3)
= 22° + 4% 4 62 — 32® — 62— 9
=22° + 23 4+ 62° — 62 -9

Piiklad 54 (Déleni).

(4t — 23 422 — 32 +7): (2?2 +2) =42? —z - T+ ;2:221
—(4a* + 82?)

0—a® 722 -3z +7
—(—z® - 2z)

0-722—2+7
—(=72? — 14)

0—z+21

§8.2 Koreny polynomu

Definice 29 (Kofen polynomu).

Cislo g € C, pro které plati P(z) = 0 nazyvdme kofen polynomu P.

— Véta 13.

Je-li &fslo zp € C kofen polynomu P, pak existuje polynom Q(z) takovy, ze

P(a) = (z — 20)Q(a).

Definice 30 (Kofenovy c¢initel a ndsobny kofen).

Je-li ¢éislo xy € C kofen polynomu P, nazyvame linedrni polynom = — zg korenovy
cinitel prislusny ke kofenu zg. Cislo zg je k-ndsobnym kofenem polynomu P, jestlize
existuje polynom G(z) takovy, ze

P(x) = (x — x0)*G(x), G(z0) # 0.
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Véta 14 (Zikladni véta algebry).

Polynom stupné n mé pravé n komplexnich kofentu.

Poznamka. o Je-li komplexni ¢islo a+bi, a,b € R, b # 0 kofenem polynomu P, pak je jeho
kofenem i ¢islo komplexné sdruzené a — bi.

e Pocet redlnych kofeni polynomu stupné n je bud n, nebo o sudy pocet mens.
e Polynom lichého stupné ma aspon jeden redlny koren.

e Polynomy jsou jedind kapitola, ve které budeme pracovat s komplexnimi &isly.

Véta 15 (Rozklad na soucin kofenovych éinitelﬁ).\

J

Kazdy polynom je v redlném oboru mozné zapsat jako sou¢in vedouciho koeficientu,
kofenovych ¢initelt a kvadratickych polynomu s komplexnimi kofeny .

Véta 16 (Celociselné kofcny).}

Necht P je polynom s celoéiselnymi koeficienty. Pak jsou vsechny jeho celoéiselné
koteny deélitelé jeho absolutniho ¢lene.

Priklad 55.
P(z) = 2* — 52® + 2% + 21z — 18,  tedy ap = —18.

Vsechny celociselné koreny jsou tedy mezi déliteli ¢isla —18:
+1,+2,4+3,+6,+9, +18.

Skutecné
P(z) = (z — 1)(z + 2)(z — 3)%.

§8.3 Hornerovo schéma

Hornerovo schéma je algoritmus pouzivany pii rozkladu polynomu na soué¢in kofenovych
Cinitelu.
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— Véta 17. N

Necht jsou ddny polynomy

P(T> = apr" + an—lxn71 + -+ a1z + ao,
Q($> = bnflitn_l + banIn_2 + -+ brx + bo.

Jestlize existuji a,b_1 € R takové, ze
P(z) = (z — a)Q(x) + b_1,

pak
bn_1 = an, b1 =aby+ag, k=0,...,n—1.

. J

Pozndmka. P(a) = b_1, tedy je-li b_; = 0, pak je o kofenem polynomu P.

,—{ Postup \

Koeficienty polynomu P(z) = a,a™ + an_12"" " + -+ + a12 + ag spolu s cislem «
sepiSeme do tabulky

| (&N ‘a’n—l""‘(ll‘ ao
« | b1 ‘ bp—2 ‘ ‘ bo ‘ b1
A dopocitdme ¢isla by, —1,...,b_1:
bp—1 = an, b1 =aby+ag, k=0,...,n—1.

Tim ziskdme polynom Q(z) = by 12" ' 4 by_oa™ 2 + -+ 4 bz + bg a &islo b_q
takové, ze plati

P(z) = (z — a)Q(z) + b-1.

. J

Piiklad 56. Rozlozte polynom P(z) = x* — 523 + 22+ 212 — 18 na soucin kofenovych ciniteli.
Celociselné koreny jsou mezi ¢isly +£1,+2,+3, £6,+£9, £18.

1 -5 1 21 -18
111 -4 -3 18 |0
111 3 6 12 _ V' Nasli jsme kofeny 1, —2.
1)1 5 2 16 - vV Q(z)=a%—62+9
211 -2 -7 4 -
vV P(z)=(z—-1)(z+2)Q(x
N (@) = (@~ Dl +2)Q()
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Protoze Q(x) je kvadraticky polynom, neni nutné ddl pokracovat v Hornerové schématu.
Zbyvajici koteny dopocitame pomoci diskriminantu.

A +
Qx)=22-6s4+9 = D=36-36=0 = 11,2:6—20:3

Tedy polynom P md dva jednoduché koteny 1,—2 a jeden dvojndsobny koren 3. Odtud

P(z) = (x — 1)(z + 2)(z — 3)%

§8.4 Racionalni lomena funkce

Definice 31. N

Necht je P, polynom stupné n a @Q,, polynom stupné m. Funkci tvaru

— P"
Q'ﬂl

nazyvame racionalni lomend funkce. Navic funkci R(z) oznaéujeme jako

e ryze lomenou, jestlize n < m,

e neryze lomenou, jestlize n > m.

Kazdou neryze lomenou funkei je mozné (pomoci déleni polynomu) vyjadiit jako
soucet polynomu a ryze lomené racionalni funkce.
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§8.5 Linedarni a kvadraticky polynom

,—[Linetirnz' polynom P(z) = ax + b} N

e Grafem je piimka (y = ax + b).

Pro zakresleni urc¢ime dva body, které ji jednoznacné urcuji.

Koeficient a urc¢uje rychlost rustu (sklon) primky.

e Pokud je a = 0, jednd se o polynom stupné nula a grafem je vodorovnd piimka
(konstantni funkce).

e a > (0 znamenad rust, a < 0 klesani.

Koeficient b urc¢uje ,,odskok* od pocatku (b > 0 nahoru, b < 0 dolu).

Predpisu y = az + b fikdme smérnicovy (a je smérnice).
e Pievedenim v3eho na jednu stranu a piipadnym pirendsobenim rovnice ziskame

obecny tvar ax + By + v = 0.

e Dalsi moznosti zapisu je parametricky tvar x = u; + vip,y = ug + vop, kde
[u1,ug] je néjaky bod piimky, (vi,v2) je vektor sméru pifmky a p € R je
parametr.

€ J

Piiklad 57. Jsou ddny dva body [1,2],[5, 3]. Najdéte smérnicovy, obecny a parametricky tvar
primky, kterd jimi prochdzi.

Zacneme smérnicovym tvarem y = ax + b. Dosadime do néj oba body, coz vede na soustavu
dvou rovnic o dvou neznamych 2 = a + b,3 = 5a + b. Nezndmé a,b vypocitame libovolnym
zpusobem a zjistime, ze a = i, b= E Smeérnicovy tvar je tedy y = iz + E

Obecny tvar obdrzime pfimo ze smérnicového jeho prendsobenim éislem 4 (dy = 1o +7) a
upravou na x — 4y + 7 = 0.

Pro parametricky tvar potfebujeme bod, pouzijme [u1,us] = [1,2] a smérovy vektor piimky.
Ten ziskdme odectenim zadanych bodu

(m)=0G22)=()

z=1+4p,
y=2+1p,peR.

Vysledny tvar je tedy

Vsimnéme si, Ze pro p = 0 dostaneme bod [1,2] a pro p = 1 bod [5, 3]. Pokud tedy omezime
parametr p jen na interval od 0 do 1, popisujeme tim tsecku mezi zadanymi body.
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,—[Kvadmtickgj polynom P(z) = ax? + bx + c} N
L4 D:b274ac, e D>0 = xz1#z2, z12€R,
® T = ;bi‘/ﬁ, .
o P(z)=a(z —x1)(x — 2). e D<0 = x1 =12y z2€C.

Obr. 8.4: P(z) = az?+bx+c, a>0. Obr. 85 P(z) =az?+br+c, a<0.

L J

,—[Doplnéni na cvtverec} N

. 2
ax2+bx+c:a(x2+§x+i), m2+pac+q:(x+§)2—%+q.

L J

Piiklad 58. Upravme kvadraticky polynom y = 2% 4+ 6x + 5 doplnénim na ctverec.

y =22 +6x+5,

y=(z+3)?2-9+35,

y=(z+3)° -4,

y=(z+3)2 -4, K
y+4=(x+3)>2

Tim jsme ziskali rovnici paraboly v tzv. vrcholovém tvaru, tedy ve tvaruy—n = (v —m)?, kde
bod [m,n] je vrcholem dané paraboly. Nase parabola md tedy vrchol v bodé [—3,—4] a protoze
koeficient u z* v zdkladnim tvaru je kladny, je oteviena smérem nahoru.
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§8.6 Priklady k procviceni

Priiklad 59. Jsou ddny polynomy

Pi(x) = 32* — 22% + 52% — da + 12,
Py(x) = 32° — 42 + 52 — 2
Ps(z) = 222 — 3z + 1,
Py(z) = —52° + 4o — 4
Spoctéte:
(i) Pi(x)+ Pa(x), (i1i) Ps(x) - Py(z),
(it) 3Pi(z) — 2P (), () 2P\ (x) - (3P4 — Pa(z)) + P3(x).

Piiklad 60. Proved'te déleni polynomai

(i) (22° —52* +52% — 322 + 10r = 3) : (2* — 2% —z + 1),

(ii) (37 +22% — x4+ 5) : (203 —1).
Priklad 61. Najdéte viechny celoéiselné koreny daného polynomu a) dosazovdnim, b) Hor-
nerovym schématem a rozloZte ho na soucin kotenovich ciniteli.

(i) P(x) = a° — 823 — 62% 4 7w + 6,

(i) Q(z) = 25 — 225 — 22 + 823 — 722 + 2z.

Priklad 62. Pomoci Hornerova schématu rozhodnéte, kolikandsobnym kotenem polynomu

(i) P(z) =2 — 32% — 923 + 2322 + 240 — 36 je éislo 3,
(ii) G(x) = 32® —122* + 1323 — 122+ 16 je éislo 2.

Piiklad 63. Urcete, zda je dand funkce ryze lomend. Pokud ano, zduvodnéte. Pokud ne,
preved’te ji na soucet polynomu a ryze lomené funkce.

(i 1226 —32° 622 +x—2 (ii) 2642252244+ 7224 22 (iii 22°+1226 42245
29+522—4 ’ 23 +1 ’ 9z94+2285—-1

Piiklad 64. Vyreste kvadratickou rovnici  a) vR, b) v C.

(i) 222 —2 -3 =0, (ii) 2® +4x +4 =0, (i) ¥ — 4z +29 = 0.
Priklad 65. Uréete, pro kterd x € R je dany vyjraz  a) kladny, b) nezdporny.

(i) 222 —x — 3, (iii) 2 — 4z + 29,

o g
(it) x* +4x + 4, (iv) 3
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(v) F(e+ 12 -3), (vii) S5ty

. 2 6

Priklad 66. Najdéte pruseciky grafu funkce f se souradnymi osami.

_(z=3)(z+5)
fa) = AT,
Priiklad 67. Zjistéte, pro kterd x je dand funkce nezdpornd.
22 —2¢ -3
e . P

Piiklad 68. Rozhodnéte, zda je dand RLF ryze lomend, ¢i nikoli. Pokud nend, prevedte ji
na soucet polynomu a ryze lomené RLF.

72x4+313—4x2+z—5

R(z) 320 — 2z 41

Piiklad 69. Je ddna primka 2x + 3y — 5 = 0. Urcete smérnicovy tvar, zjistéte souradnice
bodu primky pro x =0 a x = 1. Poté primku nacrtnéte.

Piiklad 70. Najdéte smérnicovy tvar primky prochdzejici body [—1,2],[2, —1].

Priklad 71. Jisty lék je ddvkovdn tak, Ze zdkladni ddvka ¢ini 2 gramy a za kazZdych zapocatijch
5 kg hmotnosti je nutno pridat dalsi desetinu gramu. Zapiste rovnici primky, kterd ddvkovdnd
popisuje. Nasledné urcete ddvku vhodnou pro hmotnost 56 kg.

§8.7 Wolfram|Alpha

e Linedrni kombinace polynomu.

4(2x"3-x"2+5x+7) -5 (x"4+3x"3-6x"2-x+15)

e Nésobeni polynomu.

expand (x-3) (x+2) "2(x"2-x+1)

e Déleni polynomu.

quotient and remainder of (x"5+3x"4-2x"3-5x"2+4x-1)/(2x"2+x-3)

e Rozklad na soucin.

factor x°5-8x"3-3x"2+4x-12
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e Dosazeni do polynomu.

{x"4+3x~3-6x"2-x+15, x=2}

e Kofeny polynomu.
roots of x"5+4x74+x73-2x72-12x-72

solve x"5+4x74+x73-2x72-12x-72=0

e Rovnice.

solve x"4-3x"4+2(x"3-x+1)=5(x-4) (x~2-2)

e Nerovnice.

solve (x~2+2x-3)/(x+1)>=0
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Funkee

§9.1 Elementarnich funkce

Definice 32 (Zdkladni elementdrni funkce). N\

Obecnd mocnina, mnohoéleny, goniometrické, cyklometrické, exponencialni a lo-
garitmické (a hyperbolické a hyperbolometrické) funkce se nazyvaji zdkladni ele-
mentdrni funkce.

Definice 33 (Elementdrni funkce). <

Funkce, které lze ziskat konecnym poctem secteni, odecteni, vynasobeni, podéleni a
slozeni zékladnich elementdrnich funkei se nazyvaji elementdrni funkce.

Grafem funkce y = 22 je parabola (viz obr. 9.1zfigure.9.1), D(2?) = R, H(2?) = R{, jde o
sudou funkei. Jak se méni tvar grafu pii zvysujici se mocniné je zndzornéno na obr. 9.2a2,

figure.9.2.

44 an
3 3
34 y 2
1 14
-2 -1 o 1 2 -2 -1 o 1 2
- N
Obr. 9.1: 22 Obr. 9.2: 22,
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Podobné jsou na obr. 9.3z%figure.9.3 a 9.423, 1 figure.9.4 znazornény liché mocniny, které
jsou typickymi zastupci lichych funkef. Déle je vidét, ze D(2%) = R a H(2®) = R.

Obr. 9.3: 2° Obr. 9.4: 2,

Vznik odmocniny z prosté éasti grafu mocniny, jakozto jeji inverze, je zobrazen na obr. 9.5z,

Vfigure.9.5, kde je také vidét, ze D(v/z) = H(\/z) = R{.

Obr. 9.5: 2%,/
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Grafem funkce y = 7! je hyperbola, je to funkce lichd, D(z~1) = H(z~!) = R\ {0}. Oproti
tomu je funkee y = 272 sudd, D(z~2) = R\ {0} a H(z72) = R* (viz obr. 9.6, L figure.9.6).
Podobné pro vyssi mocniny.

Obr. 9.6: %,

Grafem exponencilni funkce y = a”,a € R*\ {1} (pro a = 1 funkce degeneruje na konstantn{
funkci) je ezponencidla, D(a®) = R a H(a®) = R*. Funkce je na celém svém definiénim oboru
rostouci jestlize a > 1 a klesajici jestlize a < 1 (viz obr. 9.72%, (%)‘Lﬁgureﬂ.?).

.

ER|

Obr. 9.8: log, z, log

1T
2

Inverzni funkef k funkci exponencidln{ je logaritmus y = log, z,a € RT \ {1}, jehoz grafem
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je logaritmickd krivka, D(log, ) = RT a H(log, ) = R. Logaritmus je, stejné jako expo-
nencidla, rostouci, jestlize je jeho zdklad a > 1 a klesajici jestlize a < 1. (Viz obr. 9.8log, z,
log 1 wfigure.9.8 a 9.927, (1)*, log, z. log: zfigure.9.9). Pfipomeiime, Ze logaritmus o zékladu

¢ (Eulerovo ¢islo) se nazyva piirozeny logaritmus (logaritmus naturalis) a znaéi se Inz.

4

T

Obr. 9.9: 27, ()", log, =, log

ol

Mezi goniometrické funkce patif sinus, kosinus, tangens a kotangens. VSechny tyto funkce jsou
periodické, pfi¢emz sinus a kosinus s periodou 2, tangens a kotangens s periodou 7. Sinus,
tangens a kotangens jsou funkce liché, kosinus je funkce sudd. Na obr. 9.10sin zfigure.9.10
a9.11 figure.9.11 vidime,ze D(sinz) = D(cosz) = R a H(sinz) = H(cosz) = [—1,1].

Obr. 9.10: sinx
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Obr. 9.11:

Déle na obr. 9.12sin z, figure.9.12 je videét, ze grafy sinu a kosinu jsou az na posunuti 7/2
totozné.

Obr. 9.12: sinx,

Funkce tangens a kotangens jsou zobrazeny na obr. 9.13tg zfigure.9.13 a 9.14 figure.9.14
a podobnost jejich grafu je dobfe patrnd z obr. 9.15tg x, figure.9.15 (az na posunuti o
m/2 a zrcadleni jsou totozné). Déle je vidét, ze D(tgx) = R\ {(2k +1)5 : k € Z} (vSechna
redlnd ¢isla bez lichych ndsobku 7/2), D(cotgz) = R\ {k7 : k € Z} (vSechna redlnd ¢isla bez
celociselnych ndsobku 7) a H(tgz) = H(cotgz) = R.

Obr. 9.13: tgx Obr. 9.14:
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Obr. 9.15: tgx,

Inverzni funkce k funkcim goniometrickym se nazyvaji cyklometrické a patii sem arkussi-
nus, arkuskosinus, arkustangens a arkuskotangens. Jejich graf a vznik z pfislusné prosté
¢asti grafu goniometrické funkce je zobrazen na obr. 9.16sin z, arcsin zfigure.9.16, 9.17cos z,
arccos rfigure.9.17, 9.18tg x, arctg zfigure.9.18 a 9.19cotg x, arccotg zfigure.9.19. Zduraznéme,

ze funkce arkussinus je lichd, rostouci a D(arcsinz) = [—1, 1], H(arcsinz) = [—7/2,7/2].

L5+
1]
0.5+

T T T T T T

i3 2 1 1 z 3
0.5 =
24
L5+

Obr. 9.16: sinx, arcsinx
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§9.1. ELEMENTARNICH FUNKCE

Funkce arkuskosinus nenf ani lichd, ani sud4, je klesajici a D(arccos z) = [—1, 1], H(arccos z) =

[0, .

Obr. 9.17: cos z, arccos

Funkce arkustangens je lich4, rostouci a D(arctgz) = R, H(arctgz) = [—7/2,7/2].

P

Obr. 9.18: tgx, arctgx
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Funkce arkuskotangens nenf ani lichd, ani suda, je klesajici a D(arccotg z) = R, H(arccotg z) =

[0, .

Obr. 9.19: cotg x, arccotg x
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§9.2 Operace s funkcemi

,—[Operace s funkcemi} N

o Plati
(f £9)(z) = f(x) £ g(2),
(f-9)(@) = f(z)  g(x).

Defini¢ni obor téchto funkei je prunikem defini¢nich oboru puvodnich funkei, tj.

D(f +9) = D(f) N D(g) = D(f - 9)-

(-4

Definiéni obor nové funkce je prunikem defini¢nich oboru funkef f a g zmenseny
o body, v nichz je g(z) = 0, tj.

e Plati

£ o
D (5) = D(f) N D(9)\ {z : glx) = 0}.

Dalsi operaci je skladdni funkei.

Definice 34 (Slozend funkce).

Necht u = g(z) je funkee s definiénim oborem D(g) a oborem hodnot H(g). Necht
y = f(u) je funkce s definiénim oborem D(f) D H(g).

Slozenou funkci (f o g)(z) rozumime piitazeni, které Vo € D(g) prifadi y = f(u) =
f (g(:l:)). Funkei g nazyvame vnitini slozkou a funkei f vnéjsi slozkou slozené funkce.

fog

Obr. 9.20: SloZend funkce.
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Piiklad 72. o Funkce
F(z) = sina?

je slozena z funkei f(z) = sinz a g(z) = 22 tak, Ze
F(z) = (fog)(x) = f(9(2)).

o Funkce

G(:z:) = V24
je slozena z funkci f(x) = Jz, g(x) = €%, h(z) = 2z — 4 tak, Ze
G(a) = (fogom)(@) = f(9(h(@))-
Pozndmka. Pti urcovani defini¢nich oboru slozenych funkei je vhodné postupovat zevnitf.
Kazdy definiéni obor je prunikem vsech ziskanych podminek. Napi. je-li F(z) = +/f(z),

najdeme nejprve D(f), poté zjistime, ve kterych bodech je f(z) < 0 a ty odstranime, tj.

D(F) = D(f)\ {z: J(x) < 0}.

Tedy mimo defini¢ni obory zékladnich funkei musime brat v ivahu napt. u funkce

e F(z)= f;((:) ze g(z) # 0,

o F(z)=+/f(x), 7 f(x) 20

o F(z) =log, f(z), ze f(z) >

o F(x)=tg f(x), 7e f(z) # 2k + 1), k€ Z,
o F(z) = cotg f (), ze f(z) # kn, k € Z,

o F(z) = aresin f(2), ze f(z) € [-1,1],

o F(x) = arccos f(z), ze f(z) € [-1,1].

§9.3 Inverzni funkce

Definice 35 (Prostd funkce).

Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, ze funkce f je na mnoziné M prostd,
jestlize pro kazdou dvojici x1,z2 € M plati

1 # xa = f(x1) # f(22).

Pozndmka. Plati nasledujici tvrzeni.
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e Graf prosté funkce protind vSechny vodorovné pifmky nejvyse jednou.

A A

/ I

Obr. 9.21: Zobrazend funkce je prosta. Obr. 9.22: Zobrazena funkce neni prosta.
e Je-li funkce na mnoziné M ryze monoténni, pak je na ni prosta.

Definice 36 (Inverzni funkce).

Necht f je prosta funkce. Funkci f~!, kterd kazdému y € H(f) piifazuje pravé to x,
pro které plati y = f(x), se nazgvd inverzni funkef k funkci f. Piseme z = f~1(y).

ffw
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Obr. 9.24: Graf inverzni funkce.

Viypoéet inverzni funkce}

Iverzni funkei k funkei f uréime tak, ze v predpisu y = f(x) zaménime proménné z a
y, tim dostaneme = = f(y). Z této rovnice pak vyjadiime, je-li to mozné, proménnou

Y.

K elementérni funkei je inverzni funkei jind elementarni funkce:

f(@) FA(C))
2 (220 Va

2 (2<0) -

23 3

e” Inz

a® (a#1) log, =
sinz  (z €[-%,5]) | arcsinz
cosz (x € [0,7]) arccos
tgz (ze€(-5,%)) | arctga
cotgz (z € (0,7)) | arccotgz

Obr. 9.23: Inverzni funkce.

— Plati N

Necht funkce f je prostd, potom plati (resp. plati pro prostou &4st funkce f):

o D(f~Y)=H(f), H(f~") = D(f),

. (f_1)71 =f.

o Grafy funkci f a f~! jsou symetrické podle osy I. a III. kvadrantu (pifmky
y = 1)

o Je-li funkce f rostouci/klesajici, je také funkce f~! rostouci/klesajici.

Pozndmka. Pro vSechna z, pro kterd ma zépis smysl, plati

(fof Na)=z=(f"of)()
Piiklad 73. Urcete inverzni funkci k funkci f a urcete D(f), H(f), D(f~%) a H(f™1).

W) fla) = 25, b) fa) = e,
a) flx) = b5

o 3z—4 - o 3y—4

Y= T
20 =3y —4
Jy=2zx+4
o 2z+4 1y 2z +4
v=—3 = T@)=—5—
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D(f) = H(f)=D(f ) = H(f ) =R.
b) f(a) =

Y= esin:c — T = esiny /ln()
Inz =siny /arcsin(-)
arcsinlnz =y = f!(z) = arcsinlnz.
D(f) = R, funkce f je prostd pro z € [-Z,%] = H(f™')
D) s

>Ilnz=2>0=z¢c(0,0)
> arcsinlnz = Inze[-1,1]

—1<lhz<1 /o(') = e¢l<z<e = 1‘6{7,0}
e
D(f! 00) N [5re] = [5.e].
)

Celkem tedy H( =D(f ) =[Le].

§9.4 Transformace grafu funkce

,—[Tmnsformace grafu funkce} N

Necht je ddna funkce y = f(x) a nenulova redlnd éisla a, b.

o Uvazujme funkei § = f(z + a). Tato funkce m4 vuci puvodni funkei graf
posunuty bud’ doleva (je-li a > 0), nebo doprava (pro a < 0), a to o velikost
c¢isla a.

e Uvazujme funkci § = f(z) + b. Tato funkce m4d vuéi puvodni funkei graf po-
sunuty bud nahoru (je-li b > 0), nebo doli (pro b < 0), a to o velikost ¢isla
b.

Obr. 9.25: f(z) = (z +1)* Obr. 9.26: f(z) =23+ 1

T(ii) y =sing,
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§9.5 Priklady k procviceni

Priiklad 74. Nacrtnéte graf funkce.

(i) y=a?, (iii) y = (—x)?,
(i) y = —a*, (i) y=(x+1)

Priklad 75. Nacrinéte graf funkce.
(i) y=2—+/=,
|
(i) y = 35— L

Priiklad 76. Nacrinéte graf funkce.

(i) y =sinz, f(w) y=2sinz,
(0) y = sinw - 1),
(vi) y =3 +sinz,

t(ii) y = sin(3z),

(v) y=a*+1,
(i) y=(1—x)>.

(1) y = In(z — 3),
(iv) y =2 +e' ™.

t(vii) y = tg(3z).

Priklad 77. K danému grafu vyberte sprdvny funkéni predpis.

Priklad 78. Urcete definicni obor funkce.
(i) f(z) = 15,
(ii) f(@) = V3=z,

(i) f(x) = \/?

(iv) f(2) = 2=,

a) tg(z+ %) — 1,
b) (z +1,5)° - 1,

C) x+1,5
d) —cotg(z+ %) +1,

e) (x—1,5)° + 1.

() flz)= 212+§Iz 27
(vi) f(2) = Gz
(vii) f(z) =tg(z —1),

(viii) f(x) 23f8 ++v10 —x — In(z + 2).
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Piiklad 79. Jsou ddny funkce f(x) = 22, g(z) = % a h(z) = Inx. Urcete slozené funkce

(i) fogy, (it) go f, (iii) fogoh, (iv) fohof.
Priklad 80. Urcete slozky dané funkce.

(i) y = cotg® z, (iii) y = cosx”,

(ii) y = Y/sin(z3 + 3), (iv) y = logy \/tg(2 + ).

Piiklad 81. Funkciy = sins% lze povaZovat za sloZeninu dvou, nebo t7i zdkladnich funkci.
Kterijch? (Popiste obé moznosti.)

Piiklad 82. K dané funkci f urcete funkci inverzni a nacrtnéte grafy obou funkci.

(i) f(z) =2z +1, (iti) f(x) =logs(z —2),
(i) f(x) = 252, (iv) f(z) = 5.

Priklad 83. Popiste viastnosti cyklometrickijch funket (arcsin, arccos, arctg a arccotg) a jejich
vznik jakozto inverzi.

Piiklad 84. Urcete a nakreslete funkci inverzni k funkei f : y = 223 — 1.

Priiklad 85. Urcete definicni obor dané funkce.

. 22 )
(i) f(x) =In(z*+4a —5) + \/Ziwf (i) g(z) = arcsin 23 + , /2L

Priiklad 86. Urcete definicni obor funkce

rz—1

[+ y = arccotg + loglz(Qac +21).
3

—
Priklad 87. Nacrinéte graf funkce

f(z) =2 — arcsin(z + 1).
Priklad 88. Urcete definicni obor funkce

x—1 .
— arcsin —.
T 4

f(z) = 1n2+T

Priklad 89. Urcete definicéni obor dané funkce.

1 1
flx)y=vV1i—-a+ o g(x) = Winr —Inz.

Priiklad 90. Rozhodnéte, zda je dand funkce sudd, nebo lichd.

3,.2 —9
f(z) = hd 5 9(x) =cosw— sina? — 2sin® z,

hi(z) =2° + 222 —2 +4, he(z) =In(z - 3).
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§9.6 Wolfram|Alpha

Definiéni obor funkce.

domain of sqrt(x+2)/(x-1)

Obor hodnot funkce.

range of x72-5x+3

Graf funkce.

plot y=x"3-1 for x from -2 to 2.5

plot y=tan(x) for x from -pi to 2pi and y from -10 to 10
Inverzni funkce.

inverse of x5

Pruseciky grafu funkei.

intersections of y=3x"2+x-4 and y=2x+6




Kapitola

Limita funkce

§10.1 Okoli bodu

Definice 37 (Okoli bodu).

Libovolny otevieny interval I € R obsahujici bod zp € R nazyvame okoli bodu xg

ozna¢ime jej O(xz).

,—[Specidlm’ typy okoli bodu} N

e J-okoli bodu xg
O(;(.??[]) = (.’L’() — 0,20 + (s).

e Prstencové (ryzi) d-okolf bodu zg
Os(z0) = Os(x0) \ {zo} = (z0 — §,20) U (z0, 20 + J).
e Levé a pravé d-okoli bodu xq
Oy (z0) = (xo — 6, 0], O (20) = [0, 70 + 0).
e Levé a pravé prstencové d-okoli bodu zg

05 (x0) = (x0 — 6, 20),  OF (w0) = (z0, 0 + 9).

73
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§10.2 Limita funkce

Definice 38 (Limita funkce).

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé zy limitu rovnu &slu L, jestlize pro Ve > 0 existuje
0 > 0 takové, ze pro Vo € Os(zg) plati f(x) € Oc(L). Piseme

lim f(z) =L, popf. f(x) RNy

T—x0

Nepfesné, ale ilustrativné:

“Je-li x blizko xo, pak je f(x) blizko

L.
X
X:0 X, X+O
Obr. 10.1: Limita funkce.
Definice 39 (Jednostranné limity). N

Pouzijeme-li v definici limity (5;(TU) misto @5(m0), ziskdme definici limity zprava

lim+ f(z) = L.

TT )

Podobné, pouzijeme-li v definici limity @5’(70) misto (5,;(:1@0), ziskdme definici limity

zleva
lim f(z)=L.

T,

Véta 19 (Joduoznaénost).}

Funkce md v kazdém bodé nejvyse jednu limitu / limitu zprava / limitu zleva.
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Definice 40 (Rozsifend mnozina red

Rozsirenou mnoZinou redlniych ¢isel R* rozumime mnozinu redlnych c¢isel R
rozsifenou o body —oo a +o00, tj
R* = RU {00, +0}.

Body 400 nazyvame nevlastni body, zatimco body mnoziny R nazyvéame vlastni

body.

Pro a € R definujeme:

® a -+ 00 = 00,

e a—00=—00,
e 00 + 00 = 00, e (—00) - (—00) =0 'ﬁzo
e Jelia>0, pak a- 00 =o00,a- (—o0) = —o0.
e Jellia<0,pak a-00=—00,a-(—00) = co.

Poznamka. Nejsou definovény vyrazy
+o0
o —o00, =£oo-0, —.
+o0
Tyto vyrazy nazyvame neurcité vyrazy.
Samoziejmé neni definovédno déleni nulou.

Definice 41 (Okoli nevlastniho bodu).

Okolim O(c0) bodu oo rozumime libovolny interval tvaru (a, o), a € R, a podobné
okolim bodu —oo interval tvaru (—oo, a). Ryzim okolim nevlastnich bodu rozumime

totéz, co okolim téchto bodu.

Pouzitim okolf nevlastnich bodu v definici limity ziskdme definici tzv. neviastnilimity a limity
v nevlastnim bodé. Definice limity se pak pro tyto specidlni pripady zjednodusi.

Definice 42 (Nevlastni limita).

Rekneme, 7ze funkce f mé v bodé zg ‘nevlastni limitu +00 (—00), jestlize pro VY > 0
existuje § > 0 takové, ze pro Vo € Os(xo) plati f(z) >Y (f(z) < -Y).
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Ay

X;0 X, X0

Obr. 10.2: Nevlastni limita.

Definice 43 (Limita v nevlastnim bode¢).

Rekneme, ze funkce f md limitu L v nevlastnim bodé +oco (—o0), jestlize pro
Ve > 0 existuje X > 0 takové, ze pro Vo > X (Vo < —X) plati f(z) € O(L).

AY

X "X

Obr. 10.3: Limita v nevlastnim bodé.
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~ Pouzité pojmy ~
Limitu

5 fe) =1
nazyvame
o vlastni limita ve vlastnim bodeé, jestlize zo, L € R,
o nevlastni limita ve vlastnim bodé, jestlize g € R, L € {00},

o vlastnd limita v nevlastnim bod¢, jestlize xy € {00}, L € R,

o nevlastnd limita v nevlastnim bodé, jestlize xo, L € {£o00}.

,—(Véta 20 (Existence limity).} .,

Funkce f mé ve vlastnim bodé z( limitu pravé tehdy, kdyz méa v tomto bodé obé
jednostranné limity a ty si jsou rovny, tj.

lim f(z)=1L & lim f(z) = lim+ f(z) = L.

T=T0 Tz zoz]

L J

Pozndamka. Limita neexistuje, jestlize

> neexistuje nékterd (nebo obé) jednostranné limity,

> jednostranné limity jsou ruzné.

Toho lze vyhodné vyuzit pfi ditkazu neexistence limity.
A

4

Z

Obr. 10.4: Limita v z¢ neexistuje.

KAPITOLA 10. LIMITA FUNKCE 78

Neni-li mozné ¢islo do funkce dosadit jinak nez “limitné”, muzeme piedstavu o limitnim
chovani funkce ziskat i empiricky a to dosazovanim blizkych ¢isel. Podivejme se na chovani

funkee S2Z pro z — 0F.

T 1 0,1 0,01 0,001 0,0001

sinx

0,841470985 | 0,998334167 | 0,999983333 | 0,999999833 | 0,999999998

Z tabulky vidime, ze hodnoty se blizi jedni¢ce. A skute¢né lim+ sinz _
—0

10
08
05

04

02
LSOTNDA T

Obr. 10.5: Graf funkce f(z) = S22,

POZOR - nejde o nepristielnou metodu:

T 110,110,011 0,001 | 0,0001
sin? 10| 0 0 0 0

Piitom lim sin % neexistuje.
z—0t g

Obr. 10.6: Graf funkce f(z) = sin 7.

(Zkuste dosazovat ndhodnd ¢isla blizici se k nule zprava.
Napt. sin {53 = —0,8660253055.)
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§10.3 Spojitost funkce

Definice 44 (Spojitost).

e Rekneme, 7e funkce f je spojitd v bodé o € R, jestlize

o €D(f) a  lim f(z) = f(zo).

T—rxQ
o Rekneme, 7e funkce f je spojitd zleva v bodé zp € R, jestlize

z €D(f) a lim f(z) = f(zo).

T,

o Rekneme, 7e funkce f je spojitd zprava v bodé zo € R, jestlize

o€ D(f) a lier f(z) = f(=o)-

T

Definice 45 (Spojitost na intervalu).

Rekneme, zZe funkce je spojita na intervalu I, je-li spojitd v kazdém jeho vnitinim
bodé a v krajnich bodech (pokud patif do I) je spojité zleva, resp. zprava.

Definice 46 (Body nespojitosti).

Body, ve kterych neni funkce f spojitd, nazyvame body nespojistosti.

Pozndmka. Elementarni funkce jsou spojité v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.

Véta 21 (Weierstrassova véta).W

J

Necht je funkce f spojitd na uzavieném intervalu I. Pak je f na I ohrani¢end a
nabyvé zde své nejvetsi a nejmensi hodnoty.

KAPITOLA 10. LIMITA FUNKCE

80

Véta 22 (Prvni Bolzanova Véta).}

Necht je funkce f spojitd na uzavieném intervalu I = [a, b] a necht plati f(a)- f(b) <
0. Pak existuje alespon jedno ¢&islo ¢ € (a, b) takové, ze f(c) = 0.

Véta 23 (Druhd Bolzanova véta).}

Necht je funkce f spojitd na uzavieném intervalu I. Pak f nabyvd vsech hodnot
mezi svou nejvétsi a nejmensi hodnotou.

Obr. 10.7: Funkce spojitd na uzavieném intervalu.




81 §10.3. SPOJITOST FUNKCE

,—[Véta 24 (Pravidla pro pocitan{ s limitami).} N

Necht a € R*, k € R anecht f,g: R — R. Jestlize maji funkce f a g v bodé a limitu,
pak plati

e limk =k,
r—a

o lim [f(2) £ g(x)] = lim f(z) & lim g(a),

tim [f(@) - o(@)] = lim f(a) - im (@)

Tr—a

lim [k f(x)] = k- lim f(z),

’ lim f(x)
iy £(&8) _ asa
Jim 5@ = T g@

pro lim g(x) # 0.

€ J

Piiklad 91. e lim(2? +32) =4+ 3-2 = 10,
T—2

e lim (arctgx + arccotgz) = 5 +0=7,
T—00
o lim ;l,coswz—ool: —00,
=0~
; 11
° 1151010 z-e® T ooco 0,
i (1 ) — — rEit v
e lim (5 +1Inz) = 0o — 0o = neurcity vyraz.

z—0+

Véta 25 (Limita slozené funkce).}

Je-li funkce f spojitd, pak plati

lim f((](.L)) = f( lim g(r))

z—ao T

Pozndamka. Pii vypoctech limit vzdy nejprve dosadime z = xg.

Piiklad 92. e lim, o+ In 2 = ||Inoo|| = oo,
o lim,_, o arctge ™ = ||arctg et = arctg ooH = %,
e lim, g+ Insinz = ||1n0+H = —o0,
o limy o~ gz = [l5mo= = o=/ = —o0.

o lim, o+ iz = [lggr = o [l = oo
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§10.4 Vypocet limit

Véta 26.

Jestlize pro vsechna z € (35(10) plati f(z) = g(z) a existuje limita lim g(z) = L,
T—rx0
pak
lim f(z)=L.

T—To

Odtud plyne, ze funkci lze pii vypoctu limity vhodné upravovat.
Priklad 93.
2 -2
I A ||
T—2 r—2

(z—2)(z+1)

R

Nésledujici véta jiz byla pouzita v nékterych piikladech.

Necht limg_zy f(z) = k # 0 a limg_q, g(2) = 0. Existuje-li prstencové okolf bodu
xg, takové, ze pro kazdé x z tohoto okoli plati

. ﬁi; >0, pak limg_4, % = 00,
. gé:; <0, pak limg 4, % = —00.

— Véta plati i pro jednostranné okoli a limity.

— Pii vypoctu limity typu |||, kde k # 0, k € R je potieba uréit obé jednostranné limity
a zjisit, zda jsou si rovny. Pokud ne, limita neexistuje.*

Piiklad 94. o Limita

lim = ||
neexistuje, nebot
dim o= = +oe,  lim o= [l =~
e Limita "
I e = l[5]] = +o0,
nebof . - A -
Ly Y SRS S

a1t (z—1) a—1- (x — 1)

"Matematika uf: nepiehlizejte nuly. (Gabriel Laub)
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Pozndmka. limg_z, {;8 = ||ﬁ,k € RH =
,—[Véta 28 (Limita polynomu a rac. lom. funkce v ioo)} <
Plati
L]
lim (apa™ + an_1z" Y+t az+ ap) = lim apa”,
r—xoo r—rEoo
L]
apz" + -+ +ag 1 apz"
mj?tloc bnx™ 4 -+ bg T a5too by™”

Piiklad 95. ¢ lim (~2:°+ 3xt —22+8) = lim (-22°)
T—r Tr——00

- ”_ OO)” = +0o
s 98348221 1 2% 12 |2 _
* S = Jim = = ) =0
s Ba?42a—1 _ g 822 i (_9) —
. IEIPOC —278xt5 mg@m == Ikgloo( 3) 3

4, 9.2 4 2

: 43 42x—1 x S B [ | : 2 _

o lim T3z t2eol ;= lim & = = . lim 2° = —oo.
oo —AwH3z+5 Z-so0 —4z? z—o0 —4 4 5%

Pozndmka. Neurcité vyrazy typu %, 2 lze Fesit pomoci derivaci, pouzitim tzv. L'Hospitalova
pravidla.

§10.5 Priklady k procviceni

Priklad 96. Urcete limitu z grafu funkce.

(i) Jim 3z +1, (iii) 1111}]1%, (v) lim 1
T8 T

z—0 T

(”) mlg]gc arctg z, (l’U) 111)%17 o (UZ) 141}171§+ lIl(.L’ + 3)
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Piiklad 97. Urcete limitu.

(i) tim 52, (iv) lim 2?735
(ii) lim sSnz, (v) lim 2222,
(iii) Tim TEEESOL(-w) (vi) lim G2
Piiklad 98. Urcete limitu.
(i) lim %ﬁﬁ, (iv) Jim 7;32:57;;;122’
(i1) lun % (v) Tlglolc %ﬁr“’

Priklad 99. Z grafi zdkladnich funkci a nebo vipoctem urcete limitu.

(i) lim (5% +2), (ii) lim eco®T,
T—r00

=27

§10.6 Wolfram|Alpha
o Vypocet limity.
limit (x+3)/(2-x72) as x—->1

limit 37(1/x)-7 as x->-infinity

e Jednostrannd limita.
limit e”(cot(x)) as x->2pi from left

lim_(x->(2 pi)~-) e~ (cot(x))
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YA
f(x,+h)

Kapitola

Derivace
fxo)

§11.1 Definice a geometricky vyznam derivace v ; :
X, X,+h X

Obr. 11.1: Geometricky vyznam derivace.

Definice 47 (Derivace v bod¢). N

Véta 29.

Bud f funkce a zg € D(f). Existuje-li
i L0t DS (S0 Slo)
h T—To T — X0

h—0

M4-1i funkce f v bodé xq derivaci, pak je v tomto bodé spojita.

nazyvame tuto limitu derivace funkce f v bodé znagime ji f'(zg). Je-li P PSR , - . . s .
1azyvame UFO ,n} .. 1 h ce f )9(19_ 0a ac € J, f (T(])A_ Je tato, Pozndmka. Obrécend véta neplati. Napt. funkee f(z) = |z| je spojitd na celém R, ale v zg = 0
limita vlastni, nazyvame ji vlastni derivace, je-li nevlastni, nazyvame ji nevlastni [ .

) L o RN 8 ’ R R nemd derivaci.
derivace. Jestlize tato limita neexistuje fekneme, ze funkce f v bodé xy derivaci

nema.

,—[Geometrickgj vyznam dem’vace} N
Se¢na grafu funkce f prochézejici body [zo, f(zo)] a [zo + h, f(zo + h)] ma smérnici >»
X
b = f(@o +h) — f(@o)
h Obr. 11.2: Graf funkce f(z) = |z|.

Jestlize se s bodem o + h blizime k bodu zg (tj. provddime limitn{ pfechod h — 0),
prejde tato setna v teénu v bodé [z, f(z0)]. Smérnice tecny ke grafu funkce f v

bodeé xq je tedy

Definice 48 (Derivace na intervalu).

Necht m4 funkee f derivaci v kazdém bodé otevieného intervalu I. Pfedpisem, ktery

lim flzo+h) — f(zo)
h—0 h ’ kazdému bodu x z intervalu I ptitadi derivaci funkce f v bodé z, je definovina

coz je presné derivace funkce f v bodé zg. funkce, kterou nazyvame derivace funkce f na intervalu I a oznacujeme ji f’.
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Poznamka. o Derivaci funkce y = f(x) se mimo f’ také znacivd y/, %, %

o Vyraz df(z) = f'(z)dz nazyvame diferencidl funkce f v bodé .

e Funkce f mé v bodé z diferencidl (je diferencovatelnd v bodé ) < existuje vlastni
derivace f'(zo).

§11.2 Pravidla a vzorce!

A Pravidla] ~
Necht f a g jsou funkce, ¢ € R.
o (fxg)=f =4,
c-fYf=cf
f9) =19+ 14,

. (i), _ f'a—fd
g 9

(
(

-

— Vzorce ~\

Necht a,b,c,a €R, a,b>0, a#0, b# 1.
o (sinz) = cosz,
. (@ =0, o (cosx) = —sina.
o (2%) = a7, * (tgz) = ““172”
. (@) =c o (cotgz) = fﬁ,
o (¢*) = a® - Ina, o (arcsinz) = \/1177,
o (Inz) =1, o (arccosz) = — 117127
o (logyz) = =i, o (arctgz) = ﬁ
o (arccotgz) = — 7.

'Pro derivovéani je potieba jen slabd mysl a silnd pravacka. (Ron Getoor)

KAPITOLA 11. DERIVACE 88

Pro slozenou funkei plati
(Fog) (@) =[f(g(@)] = f'(9(z)) - ¢ (2).

kde existence derivace vlevo (a uprostied) plyne z existence derivaci vpravo.

Pozndmka. e Vyraz f'(g(x)) znamend derivaci funkce f vypoctenou v bodé g(z).

e Pri derivovéni slozené funkce je vhodné zacit od vnéjsi slozky a pokracovat dovniti (jako
loupéni cibule), tj.

(fogoh)(z) =[f(g(h@))] = f'(9(h(x))) - ' (h(x)) - I (x).

Definice 49 (Derivace vyssich rdda).

Necht f je funkce a f’ jeji derivace. Existuje-li derivace (f')’ funkce f’, nazyvdme ji
druhd derivace funkce f a znacime ji f”.

1
Obecné n-tou derivaci, n € N, funkee f rozumime funkei f() = (f(""”) .

Poznamka. e Pro derivace vyssich fadi budeme pouzivat znaceni
P WO,

e V ostatnich typech znaceni se n-ta derivace pise jako

) dnf d",lj

T dan’ dzn”

§11.3 Fyzikalni vyznam

,—(Fyzikzilm’ vyznam deri’uace} N

e Derivace f’(zg) vyjadiuje okamzitou rychlost zmény funkéni hodnoty funkce
f v bodé xg. Tj. je-li f'(z¢) = ¢ € R, potom na jednu jednotku zmény hodnoty
nezavisle proménné x piipada c jednotek zmény zdvisle proménné y.

e Zejména z toho plyne, Ze je-li ¢ > 0, pak s rostoucim x roste i y, a je-li ¢ <0,
pak s rostoucim x y klesa.
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7 >

Obr. 11.3: Rychlost zmény.

Snadno muzeme pomoci derivaci{ odvodit zdkony klasické mechaniky:

e Rychlost je zména polohy v ¢ase v = . Potom okamzita rychlost v case ¢ je

. s(t+h)—s(t) ds

t) = lim ———— = —.
o) = Jimy h dt
e Zrychleni je zména rychlosti v ¢ase, tedy podobné obdrzime
_dv d?s

=20 _ 5
o) =5 = a2

e Hybnost p je rovna rychlosti na jednotku hmotnosti, tedy p = mv.

e Sila je derivaci hybnosti dle ¢asu

dp d(mv) dm n dv 04 dv
=== =—v+m— = m— = ma.
dt dt dt dt dt
Tim jsme odvodili 2. Newtonuv pohybovy zdkon (a = %)

Zdkon sily

Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri secundam li-
neam rectam qua vis illa imprimitur.

(= Jestlize na téleso pusobi sila, pak se téleso pohybuje se zrychlenim, které je primo
dmerné pusobici sile a neprimo dmérné hmotnosti télesa.)
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§11.4 Parcidlni derivace - stru¢ny navod

Uvazujeme-li funkce vice proménnych, tedy f: R" — R, je nutné zvolit ve kterém sméru nas
zajimd rychlost rustu. Napr. funkce dvou proménnych f(z,y) = z md dva vstupy (dvojice
argumentu x,y) a jeden vystup (funkéni hodnota z). Jejim definiénim oborem je tedy ¢dst
roviny a graf je ,plachta®* vzndsejici se nad nim (podobné jako u funkce jedné proménné je
definiéni obor ¢dst piimky a graf funkce je kiivka vznésejici se nad nim).

Obr. 11.4: Funkee f(z,y) = 22 — > Obr. 11.5: Funkee f(z,y) = sin(zy).

Derivaci ve sméru libovolné souradné osy ziskame jednoduse derivovéanim piedpisu funkce
s tim, ze vSechny ostatni proménné povazujeme za konstanty. Mluvime potom parcidlni deri-
vaci a znaéime napf. pro funkci dvou proménnych f(z,y) jeji derivaci podle z jako

0, of (x,
Fﬁ $’y) = % = f;;(ajvy) = fu(z,y).

Geometricky se jednd o smérnici teény pritisknuté na graf dané funkce v bodé [z, y] tak, ze
jeji projekce do roviny xy je rovnobézna s osou x (rychlost rustu ve sméru osy ).

Napt. pro f(z,y) = 22 — y? je fo = 2z, fy = —2y.
Pozndmka. Derivace vyssich fadu zavddime tak, ze uvazujeme o parcialni derivaci jako o funkci,
kterou derivujeme. (Samozfejmé tato funkce musi existovat.)

U funkce dvou proménnych f(z,y) pak mluvime napt. o parcidlnich derivacich druhého radu
podle x

aof O*f

Ea = 922 = (fz)z = fea,

o L 9 ; 92 .

nebo o smisenych derivacich —%gy = foy = (fa)y & —81/6{; = fyz = (fy)a-
Pozndmka. Pokud jsou smiSené parcidlni derivace spojité, pak plati tzv. Schwarzova véta,
ktera k4, ze je jedno v jakém pofadi derivujeme, zalezi pouze na poétu derivaci dle piislusnych
proménnych. Tedy napf. pro f(z,y) je

foy = fya fryaye = frzayy-
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Pozndmka.

fRZSR
9 (@, y) = limyp o LU — § (3 y) = f(2,y)
oL (w,y) = limy, M = fy(@,y) = fi(z,y)

Priklad 100.

fz,y) = e -y* - sin(ay)
t’f(T y) _
Bf(f v) _

y2(e®sinzy + e® cosxy - y) = y? e (sin xy + y cos zy)
7(2y sinzy 4 32 - coszy - ) = e® y(2sin xy + Ty cos xy)
Pozndmka (Geometricky vyznam parcidlni derivace). Parcidlni derivace % je smérnice kiivky,
ktera vznikne fezem grafu funkce rovinou y = y*. V n-rozmérném prostoru ,fezeme* nadro-
vinou.
Pozndmka. Pro funkce jedné proménné plyne z existence derivace fada péknych vlastnosti,
napi. spojitost, diferencovatelnost (lze sestrojit te¢nu). Pro funkce vice promeénnych z exis-
tence parcidlnich derivaci téméf nic pékného neplyne, zejména z existence parcialni derivace
neplyne spojitost.

§11.5 Priklady k procviceni

Piiklad 101. Urcete derivaci ndsledujicich funkci.

(i) fx)= (v) flz) = S,
(ii) f(z) = (vi) f(z) = 555,

(iii) f(x) = —22° +2? —4x + 3, (vii) f(z) =2sinz + cotg,
(iv) f(z) =T — 52 +6Va?, (viii) f(z) = wtgz.

Piiklad 102. Urcete derivaci funkce f v bodé xg.
(i) f(x) =322 +22—8, x9=—1, (ii) f(xz) =In(tgzx), zo = F.

Priklad 103. Urcete funkéni hodnotu a hodnotu pruni a druhé derivaci funkce f v bodé x.

(i) f(z)=V32T+1, zg =1, (ii) f(z)==zsin(2z), 7o = Z.
Priklad 104. Zderivujte a upravte.

(i) f(z) = 2?c"sinz, (iv) f(2) = ms

(it) f(x) = 236", (v) f(z) = 3%,

(iii) f(z) = Va2 -1, (vi) f(x) = arccotg(2x).
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Piiklad 105. Zderivujte a upravte.

(i) f(z) = 3z2*(sinz — 3Inz), (vi) f(x) = cos® 2,
(i) f(x) = (22 + 6)4" (vii) f(z) = xsin®(2z),
(iii) f(z) = V323 — 222 + 5z — 1, (viii) f(z) = pata
(i) f(x) = 1,](12“ (iz) f(z) = 72:1734»37—9’

(v) J(@) = /35 (@) f(z) = arccotg 2.
Pitklad 106. Zderivujte a upravte.

(i) f(z)=2®+5%, I(iii) f(x) = (sinz)°=®,
(i) f(z) = 27, f(v) f(z) = (Inx)'e®,

Piiklad 107. Zderivujte a upravte. (Nenechte se odradit tim, jak hrozné vypadd zaddni.
Derivovdni je ¢isté mechanickd zdlezitost a staci se v tom “jen” neztratit.)

(i) f(x)=52°/57, (iv) f(z) =Inln(z — 3) + arcsin %52,
(ZZ) f(I) = In? cos® 1‘5, (1}) f( ) ln(mn x)’
(i1) f(x) = arccos log% z? (vi) f(x)=sinz?sin’z.

Priklad 108. Zderivujte:

F(z) = 525 — 2cosx + g(z) = h(z) = {/sin(2z).

3 =
422 Inz’

Piiklad 109. Urcete hodnotu 3. derivace funkce f(x) = 52° + 423 — 22 + 1 v bodé zo = —2.
Piiklad 110. Najdéte vsechny prund a druhé parcidlni derivace funkce

f(z) = 3xy* — 528 + 4% — 18,
Priklad 111. Najdéte obé pruni parcidlni derivace funkce

f(z) = st%

§11.6 Wolfram|Alpha
e Vypocet derivace.

derivative of cos(2x~3) (5x-1)

e Derivace vyssiho fadu.
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§11.6. WOLFRAM|ALPHA

second derivative of sqrt(1n(x))

third derivative of 1n(x~(1/3))
4th derivative of 1n(x~(1/3))
5th derivative of sin(2x)

d~5/dx"5(sin(2 x))

e Hodnota derivace v daném bodé.

7th derivative of sqrt(x) where x=1

KAPITOLA 11. DERIVACE
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Kapitola

Pouziti derivaci

§12.1 L’Hospitalovo pravidlo

,—[Véta 31 (L’Hospitalovo pravidlo).} <

Necht o € R* a necht funkce f a g jsou definované v néjakém ryzfm okoli bodu a,
maji zde derivaci a ¢’'(x) # 0. Necht déle plat{ bud

lim f(z) = lim g(z) =0,

Toa prae
nebo
lim g()] = oo.
Pak plati
lim f(@) = lim F(@)

a—a g(z)  e—a g'(z)’
pokud limita na pravé strané existuje. Stejné tvrzeni plati i pro obé jednostranné

limity.

Pozndmka. e L’Hospitalovo pravidlo muzeme pouzit opakované.
e Lze ho pouzit pfimo na limity typu % ae.

e Vhodnou tipravou lze pfevést neuréité vyrazy typu 0-oco, 0o —o00, 1°°, 0% a co” na jeden
z typu %, .

Pii pouziti L'Hospitalova pravidla nederivujeme vyraz % jako podil, ale derivujeme

zv1ast funkei v ¢itateli a zvlast funkci ve jmenovateli.
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§12.2 Tecna a normala ke grafu funkce

Necht je f(z) funkce spojitd a ma derivaci v bodé xg € D(f). Potom pifmku
y = f(wo) = f'(zo0) - (v — wo)

nazyvame teéna ke grafu funkce f v bodé xg a pitimku

)= - (as
v f@) = s (e =)

nazyvame normdla ke grafu funkce f v bodé z¢ (v piipadé, ze f'(x¢) # 0).

Obr. 12.1: Te¢na a norméla.

§12.3 Priklady k procviceni

Priklad 112. Urcete limity.

; i adta?id : . In(14sinz)
(1) Jim, s (i) lim =G0
%) i sinz H Inz
a2 v) lim 2Z
(i) lim =5, (v) lim e,

(1) 7rlgrolc e (vi) PE}) Sindz arccos @ *
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Priklad 113. Urcete limity.

I(i) lim (1 —sinz)tga, f(ii) lim ;L’ei,
TG z—0t

1(4) lim tg 2 In(tg z), t(iv) lim et
Ty z—0—

Piiklad 114. Urcete rovnici tecny funkce f v bodé xg.

(i) f(z) = 112:”:3, o = —2, (i) f(x) =2x+sinz, z9=rm.
Priklad 115. Urcete rovnici normdly funkce f v bodé xg.

(i) f(x) =2+ Iz, =1, (ii) f(z)=V1—z, x0=09.

§12.4 Wolfram|Alpha

e Tecna.

tangent to y=x"2 at 2

e Normédla.

normal to y=x"(2/3) at 8

e Limita.

limit (1n"5(x))/(x-3) as x->infinity

KAPITOLA 12. POUZITI DERIVACI
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Ma4-li funkce f v bodé zg lokdln{ extrém, pak f’(zo) = 0, nebo f’(zg) neexistuje.

Kapitola

Prubeéh funkce
YA

§13.1 Monotonie a lokalni extrémy /

— Véta 32. <

Necht je funkce f spojitd na intervalu [a,b] a ma derivaci na intervalu (a,b). Pak

plati
A -
>

e Funkce f je v [a,b] konstantni pravé tehdy, kdyz Vz € (a,b) : f'(z) = 0. X

e Jeli f'(z) >0, Vx € (a,b), pak je funkce f na intervalu [a,b] rostouct.
Obr. 13.1: Najdéte vsechny extrémy zobrazené funkce a rozhodnéte, které z nich jsou ostré.

o Je-li f/(z) <0, Vz € (a,b), pak je funkce f na intervalu [a,b] klesagici.

Definice 52.

—~ Pozor! <

Je-li f'(z¢) = 0, pak bod x¢ nazyvdme staciondrni bod funkce f.

Obracené tvrzeni neplati. Napf. funkce
f(x) = 2 je na celém R rostouci, ale v
bodé x = 0 md nulovou derivaci.

—~(Vata 34. .

g Necht je funkce f spojitd v bodé x¢ a necht existuje jeji derivace v néjakém prs-
tencovém okoli tohoto bodu. Ozna¢me L levé prstencové okoli bodu xy a R pravé

D prstencové okoli bodu .

Rekneme, Ze funkce f mé v bodé zq lokdlni mazimum (minimum,), jestlize pro kazdé o Jestlize plati
fl(x)>0prox € La f'(z)<0proz € R,

x v néjakém okoli bodu z( plati
f(@) < flzo),  (f(x) > f(zo0))-
o Jestlize plati

Pokud pro = xo plati pfedchozi nerovnosti ostie, mluvime o ostrém lokdlnim
. ..# R ., . . . ., fl(x)<O0prox € La f'(z)>0proz€R,
maximu (minimu). Souhrnné nazyvame (ostré) lokdlni maximum a minimum (ostré)

pak ma funkce f v bodé x( ostré lokalni maximum.

pak ma funkce f v bodé x( ostré lokdlni minimum.

lokdlni extrémy.
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Necht f'(x9) =0 a f"(x) # 0. Pak m4 funkce f v bodé zp lokdlni extrém a to
o lokdln{ maximum, jestlize f”(x¢) < 0,

o lokdln{ minimum, jestlize f”(z¢) > 0.

Pi#iklad 116. Najdéte lokdini extrémy funkce f(x) = —a? + 4z — 3.

Reseni:

(i) fllzg)=-22+4=0 & z=2.

sgn f’ + -

Funkce f mé tedy v & = 2 lokdlni maximum s hodnotou f(2) = 1.

(il) fllz)=-22+4=0 & =z=2.
ffx)y=-2 = f"(2)=-2<0.

Funkce f mé tedy v z = 2 lokdlni maximum s hodnotou f(2) = 1.

-3

Obr. 13.2: Graf funkce f(z) = —2? + 4z — 3.
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§13.2 Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Definice 53. N

Funkci nazveme konvezni (konkdvni) v bodé x, jestlize jeji graf lez{ v prstencovém
okoli bodu zg nad (pod) tetnou v tomto bodé.

Funkci nazveme konvexni (konkdvni) na intervalu I, jestlize je konvexni (konkdvni)
v kazdém bodé tohoto intervalu.

— Véta 36. 2

Necht funkce f(x) ma derivaci na intervalu (a, b). Pak plat{

o jestlize Va € (a,b) plati f”(x) > 0, pak je funkce f konvexni na intervalu (a, b),

o jestlize Va € (a,b) plati f(z) < 0, pak je funkce f konkdvni na intervalu (a, b).

. J

Pozndmka. Opatné tvrzeni neplati. Napt. funkce f(z) = 2 je konvexni na R, ale f”(0) = 0.

Obr. 13.3: Graf funkee f(z) = 2*.

Rekneme, ze funkce f ma v bodé xg inflexni bod, jestlize v bodé xy existuje te¢na
ke grafu funkce a f” zde méni znaménko (tj. graf funkce se méni z konvexniho na
konkdvni, nebo opacné).
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Pozndmka. Funkce f muze mit inflexni bod v bodé z, ve kterém:

1" —
o f"(z0) =0, o f"(xp) neexistuje.

Obr. 13.4: Graf funkee f(z) = 2% s in-

, Obr. 13.5: f(z) = /= s inflexnim bodem.
flexnim bodem.

— Véta 37. 2

Necht m4 funkce f v bodé zg spojitou prvni derivaci a necht existuje ryzi okoli bodu
Zp, v némz existuje druhé derivace funkce f. Oznac¢me L levé ryzi okoli bodu z¢ a
R pravé ryzi okoli bodu zg. Pak jestlize

f'(z)>0vVzeLaf'(2)<0 VzreR nebo naopak,

pak mé funkce f v bodé z( inflexni bod.

Pi#iklad 117. Zjistéte, pro kterd x € R je funkce f(x) = 2% — 622 4 62 — 3 konkdvni/konvexni
a nagjdeéte jeji inflexni body.

Reseni: f/(z) =322 — 122 +6, [f'(z)=6z—-12=0 < 2z=2

sgn f” — +

Funkee je konkdvni pro x € (—o00,2) konvexni pro z € (2,00) a v & = 2 md inflexni bod s
hodnotou f(2) = —7.
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Obr. 13.6: Graf funkce f(r) = 2° — 622 4+ 6z — 3.

§13.3 Asymptoty

Definice 55.

Pifmku, kterd je tecnou ke grafu funkce f v nékterém nevlastnim bodé, nazyvdme
asymptota funkce f.

— Véta 38. 2

Funkce ma

e asymptotu bez smérnice v = xy pravé tehdy, kdyz ma v bodé z¢ nevlastni
limitu zleva nebo zprava,

o asymptotu se smérnici y = ax + b pro x — oo praveé tehdy, kdyz

a= lim MER a b= lim (f(z)—az)€eR.

z—+oo r—+oo

Pozndmka. Je-li limita limaHIar f(z) = £oo nebo lim_, — f(x) = +oo, pak je svisld pifmka
r = xp asymptotou bez smérnice funkce f v bodé xg. Tedy asymptoty bez smérnice hleddme
?v dirdch”nebo na okraji defini¢niho oboru.




105

§13.4. PRUBEH FUNKCE - SHRNUTI

Obr. 13.8: Jedna asymptota bez smérnice, dvé sikmé se smérnici.

§13.4 Priabéh funkce — shrnuti

,—[Postup pri vySetrovdni prubéhu funkce}

(i) Primo z funkce:

e D(f), sudost/lichost, periodi¢nost,
nost/zapornost,

e asymptoty (se smérnici, bez smérnice).

pruseciky s osami,

(ii) Z prond derivace: rostouci/klesajici, lokdlni extrémy.

a zkombinujeme zjisténé informace.

(i) Z druhé derivace: konvexni/konkdvni, inflexni body.

klad-

(iv) Nacrtnuti grafu: ke véem vySe zminénym bodum dopoéitdme funkéni hodnoty
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Postupné tedy plnime nasledujici body:

=

a) defini¢éni obor, j) druhou derivaci,

=2

sudost/lichost (periodi¢nost), k

Na¥

kde je f konvexni/konkdvni,

asymptoty bez smérnice,

—
=

inflexni body,

2 o
N N e S N RN

asymptoty se smeérnici,

pruseciky s osami,

D

-

kladnost /zapornost,

g) prvnf derivaci, m) funkéni hodnoty ve vyznamnych bo-
h) kde je f rostouci/klesajic, dech,
i) lokalni extrémy, n) nacrtneme graf.
Priklad 118. Vysetrete prubéh funkce
2
x
fl@) ==

Reseni:
a) Funkénimu predpisu vyhovujf véechna redlnd ¢isla takovd, ze x + 1 # 0. Proto mdme
D(f) =R\ {-1}.

b) O sudosti/lichosti funkce snadno rozhodneme dosazenim —z. Ponévadz plati

x2
fl=a) = —— # £ (@),

nenf zadand funkce ani lichd, ani sudé (coz je vidét uz z nesymetrie definiéniho oboru).
Vzhledem k defini¢nimu oboru je zfejmé, ze funkce nemuze byt periodicka.

¢) Asymptoty bez smérnice popisuji limitni chovéani funkce v bodech nespojitosti (nebo na
okraji definiéniho oboru), proto pfimym vypoctem ihned dostaneme

2 2
. x . x
lim —— =—- lim —— = —(+00) = —0o0,
z—-1+ T +1 z——1+ x + 1
z? 22

lim — = lim — = —(—00) = 0.
z—-1- z+1 a2=-1- x+1

Funkce mé jednu svislou asymptotu z = —1.
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d) Pomoci vzorcu uréime asymptoty se smeérnici (pokud existuji).

) z?
a= lim ——5——=—
r—+oo z2 +x
2
. . T
b= lim — +z= lim =
z—=too x4+ 1 z—too x4+ 1

Funkce f(z) mé tedy v +00 i —oo asymptotu se smérnici, kterd je ddna rovnici y =
—r+1.

e) Urcéime pruseciky s osou = (= y = 0):
fz)=0 <= 22=0 — =z=0,

tedy P, = [0,0],

asosouy (= z=0):

thy Py = [07 0] =P

f) Nyni ziskdme intervaly, kde je funkce f(z) kladnd a zdpornd:

x (=o00,=1) | (=1,0) | (0,00)
sgn f + — —

f kladna ZAporna | zaporna

g) Spocitame prvni derivaci a jeji definiéni obor, tj.

—x? — 2z

fl(x) = ISR

D(f') =R\ {-1}.

h) Nyni uréime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

flz)=0 <= —=z2(@+2)=0 <= z1=0, z2=-2.

z (=00,—2) | (-=2,-1) | (=1,0) | (0,00)
snf | - T S -
/ N\ / 4 Y

i) Z tabulky vidime, ze funkce méd v x = —2 lokdln{ minimum a v z = 0 lokéln{ maximum.
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j) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji definiéni obor
—2x—2 -2
(o — _
@) (z+Dt (z+1)%

D(") =R\ {-1}.
k) Uréime kritické body a intervaly konvexnosti a konkdvnosti, tj.
f'(x)=0 <= -2=0,

coz je nesmysl. Druhd derivace tedy nemé zadny nulovy bod. Nesmime ovSem zapome-
nout, ze jeji znaménko se muze zménit i v bodech, ve kterych neni definovdna (tj. v
wdirdch® jejtho definiéniho oboru).

T (=00, —1) | (—1,00)
sgn f” + -
f U n

1) Funkce nemd zadny inflexni bod (—1 & D(f)).
m) Zrekapitulujme vyznaéné body a spoc¢téme v nich funkéni hodnoty.

— Pruseciky s osami P, = P, = [0,0].
— Lokaln{ minimum v z = =2, f(—2) = 4, tedy jde o bod [—2,4].
— Lokéaln{ maximum v 2 = 0, f(0) = 0, tedy jde o bod [0, 0].

n) Nyni zkombinujeme vSechny ziskané informace a obdrzime graf funkce

0 00 00 50 00 o] 00 00 05 00 00 20 b G0 00 40 B0 40 0 00 W0 B W O

Obr. 13.9: Graf funkee f(z) = — 5.

ltz
T+
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§13.5 Absolutni (globdlni) extrémy

Casto je potfeba najit na daném intervalu bod, ve kterém je hodnota funkce nejvétsi, nebo
nejmens{ v rdmei celého intervalu. Takovym bodum pak ifkdme absolutni nebo globalni
extrémy.

Definice 56 (Absolutn{ (globélni) extrémy). N

Bud f: [a,b] — R. Rekneme, e funkce f mé v bodé zo € [a, b]
absolutni mazimum (minimum) na intervalu [a,b], jestlize pro véechna z € [a, b
plati, ze

f(@) < flwo) (f(2) = f(@0))-

Jsou-li nerovnosti pro z # xo ostré, mluvime o ostrych absolutnich extrémech funkce
na [a, b].

— Véta 39. 2

Necht funkee f je spojitd na intervalu [a, b]. Pak funkce f nabyvd svého absolutniho
maxima i minima na intervalu [a,b] a to bud v bodé lokélnfho extrému lezictho v
(a,b) nebo v jednom z krajnich bodu = = a, z = b.

Tvrzeni je dusledkem Weierstrassovy véty a obsahuje ndvod k hleddni globélnich extrému
spojitych funkei.

Pozndmka. Globalni extrémy spojité funkce f na intervalu [a, b] hleddme takto:

Uréime staciondrni body a body uvniti intervalu [a, b], v nichz neexistuje derivace, pak po-
rovname funkéni hodnoty v téchto bodech s hodnotami f(a) a f(b).

Priklad 119. Urcete rozméry otevieného zahradniho bazénu se cétvercovym dnem daného
objemu 32 m? tak, aby se na vyzdéni jeho dna a stén spotiebovalo minimum materidlu. Délka
bazénu musi bijt v rozmezi 2-8 metri.

Resent:

Ze zadaného objemu vyjadiime vysku bazénu

V=d®>v = v=

]=

Funkce urcujici obsah dna a stén je

S=a’+4-v-a = S(a)=a2+%s a

kterou chceme minimalizovat pro a € [2, 8].
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Nejprve najdeme staciondrni bod

S’(u):mfgzo = a=V2V

V;>32
a2

a=4, v=2.

Nyni porovndme hodnotu funkce objemu v nalezeném bodé a = 4 s hodnotami v krajnich
bodech, tj.
S(a)=ad®+132 = V(2)=68, V(4) =48, V(8)=30.

Globélni minimum je tedy v nalezeném staciondrnim bodé a optimdlni rozméry bazénu
spliujictho zadani jsou 4 x 4 x 2.

Oveéreni, ze jde skutetné o globdlni extrém, je samozfejmé mozné i postupem z pribehu
funkce, ten ale byva vétsinou zdlouhavéjsi. Zde napt. ovéfime, ze objem na obé strany od
staciondrnfho bodu roste a nizs{ hodnota tedy jinde byt nemuze.

a (0,4) | (4,00)

sgn S’ - +
S N e

§13.6 Priklady k procviceni

Priklad 120. Urcete pribeh funkce.

(i) f(x) = ==, (vi) f(z) =252

(i) f(2) = &5 (vii) f(z) = 572,

(iii) f(z) = =, (viii) f(z) = 1722,

(iv) f(z) = 5, t(in) f(z) =ze 7,

(v) f(z) = %42, t(z) flz) =1+
Piiklad 121. Je ddna funkce f(x) = 22 e™®. Urcete:

(i) Pro kterd x je tato funkce klesajici. () Vodorovné asymptoty.
(i) Pro kterd x je tato funkce konkdvnt. (v) Najdéte lokdlni mazima.
(iii) Asymptoty bez smérnice. (vi) Najdéte inflexni body.

Pozndmka. Vyzkousejte dopocitat vse k dokonceni vySetfovani prubéhu funkce z piikladu
121pr.121. Jeji graf vypad4 takto:
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Obr. 13.10: Graf funkce f(z) = 2%e™®.
Piiklad 122. Uréete inflexni body funkce f(z) = In(22% — 32 + 4).

Piiklad 123. Které turzeni NEPLATI pro funkci f(z) = a2

zi—1"

a) je sudd, b) jeji derivace md v bodé 3 hodnotu —%, ¢) je klesajict pro x > 8,

d) v bodé 2 je konkdvni, e) md lokdlni maximum v x = 0.

Priklad 124. Vyreste ndsledugici extremdlni problémy.

(i) Obdélnik md obvod o, urcete jeho strany a, b tak, aby jeho obsah byl mazimdini.

(i) Urcete takové zdporné redlné cislo x, Ze jeho rozdil s prevrdcenou hodnotou druhé moc-
niny tohoto ¢isla je mazrimdlni.

(i) Vds pritel se na Vds obrdtil s prosbou o pomoc. Dostal za kol vyprojektovat uprostred
pozemku, tvaru ¢tverce o strané 1,5 km 8 sousedicich parcel uréenych ke stavbé luzusnich
vil. Parcely musi byt obdélnikové, ve dvou Taddch po ctyrech a vymeéra kaZdé z nich
must ¢init 120 ari (tj. celkem 960 ari). Kolem kaZdé parcely musi Vds pritel nechat
postavit cesty. Pritom dlouhd spojovact cesta mezi fadami po ¢tyrech bude na obé strany
vyvedena mimo pozemek a napojena na silnicni sit oblasti. Tyto napojovaci cesty budou
financovdny piné z fondu EU, takZe jejich cenu neni potieba uwvaZovat. Jaké rozméry
parcel poradite, aby se za stavbu cest co nejvice usetiilo?
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§13.7 Wolfram|Alpha
o Lokdlni extrémy.

local extrema of (x-1)/(x"2+1)

e Inflexni body.

inflection points of (x-1)/(x"2+1)

e Asymptoty.

asymptotes y=(x"2-1)/(5-x)

o Graf funkce.

plot y=(x"2-3)/(x"2+9)

plot y=(x-1)/(x"2+1) for x from -3 to 4 and y from -1 to 0.5




Kapitola

Neurcity integral

§14.1 Definice a vlastnosti

Definice 57 (Neurcity integral). <

Necht jsou F a f funkce definované na otevieném intervalu I C R. Jestlize plat{
F'(z) = f(x) Ve el,

pak funkci F' nazyvame primitivni funkce k funkci f, nebo neurcity integrdal funkce
f na intervalu I. Piseme

/f(;z:) dz = F(x).

Existuje-li k funkce f primitivni funkce na intervalu I, pak fikdme, ze funkce f je na
1 integrovatelnad.

7 definice je vidét, ze integrél je jakési antiderivace, tj. integrovanim ziskdme ze znamé deri-
vace zpét puvodni funkci. Proto je také vétsina vzorcu pro integrovéni elementarnich funkei
shodnd se vzorci pro derivace, jen ¢teno zprava doleva (a upraveno).

Je-li funkce f spojitd v intervalu I, pak je zde integrovatelna.

Pozndmka. Primitivn{ funkce (tedy vysledek po integraci) je vzdy spojitd, nebot k nf existuje
derivace (je diferencovatelnd).

Véta 41 (Jednoznaénost).}

Primitivni funkce je uréena jednozna¢né az na aditivni konstantu.
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Napf. protoze plati (22)" = 2z, je funkee 22 primitvni funkei k funkei 2z. Podobné ale také
(1‘2 + 4)’ = (1'2 - 8)/ = 2z. Tedy 22 + ¢ je primitvni funkce k funkci 2z pro libovolné ¢ € R.
Konstantu ¢ nazyvame aditivni (integracni) konstanta. Z toho je ziejmé, ze primitivn{ funkce
nenf jedina funkce, ale cela mnozina funkef lisicich se o konstantu.

— Vzorce \
Necht A, B,a,c,k,n € R, a >0, n # —1.

1. [kdz=kx+ec, 8. [hodr=tgzte,

. n+1

2. [a"dx = T o 9. [ ﬁdx = —cotgz + ¢,
1

3. [4dz=Infz[ +¢, 10. f ﬁ dz = arcsin % + ¢,

T Jn — % y . -
4. [a¥dr = &+, 11. J\/ﬁdx=ln\x+\/mm"@
5. [et do = e +e,
12. fﬁdl‘:%arctg%Jﬂa

6. fsinxdz = —cosx +c,
13. [t dr = o In|4E2| 4 ¢
7. [coszdx =sinz +c, = 4 A
Véta 42 (Linearita). .

Necht f a g jsou funkce integrovatelné na intervalu I a a, b jsou realnd éfsla. Pak na
1 plati

/af(av)+bg(:p)dx:a/f(z)d1‘+b/g(x)dlt

Piiklad 125.
/(3”[3 —sinz + Yz)dr =3 /I3d$ — /sinxdz+ /zl/adx

4 z5/5
= Z+cl+cosar+c2+%+cg

= %7‘1 +cosx + %\/5 26 +c.

Pozndmka. Pii derivovani slo jen o spravné pouziti vzorcu a jejich znalost. Integrace je casto
mnohem obtiznéjsi. Pfedevsim proto, Ze neexistuji vzorce pro integral sou¢inu, podilu a slozené
funkce.
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§14.2 Metoda per partes

Metoda per partes ¢astecné nahrazuje chybéjici pravidlo pro integraci soucinu.

~ Véta 43. <

Necht jsou funkce u a v diferencovatelné na intervalu I. Pak na I plati

/ w(x)v' (z) de = u(z)v(z) — / o (v)v(z) de,

jestlize integréaly na pravé strané rovnosti existuji.

ktera se pii derivovani “vice zlepsi”. Protoze nds budou zajimat vyhradné integrandy typu
polynom krét jind funkce, volba bude vypadat nésledovné. Je dan integral

[ P@)f)a,

kde P(z) je polynom, fesime pomoci metody per partes takto:
> Jeli f(z) jedna z funkef e**, sin(kz), cos(kx), pak volime u = P(x).
> Je-li f(z) jedna z funkef In 2, arcsin , arccos z, arctg z, arccotg z, pak volime u = f(z).

Metodu per partes lze pouzit opakované.
Priklad 126.

u=ux u' =1
v =sinz v=—cosx

/zsinxdz =

:,T»(fcosac)7/1»(700536)(13?:7xcos,r+/cos,rd:1:

= —xcosx +sinx + c.

Pozndmka. Zkousku provedeme zderivovanim vysledku.
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Priklad 127.

8=

/ 322 In?zde =

. 1
::1:31n227/2~1n:r-7~x3d:r
T

V=212 v=2

3 3
3 P x z° 1
=23 . n?2z—2lnz- — | . Zde
z° - In“x |:IIL 3 ./3 x(.L:|

=2 I’z -2 /:172 Inzxdr =

. 3 2
=z3~1n2w—2%lnx+§/zzdz
9 . 9 3
:1‘3-11121‘7§w31nw+§-%+0
3 2 2 4

=23 I’z —Zadna+ 2% +c.
3 9

§14.3 Substitu¢ni metoda

Substituéni metoda se pouzivd pro vypocet nékterych integralu ze slozenych funkei a také
pro vypocet nékterych integralu ze soucinu ¢i podilu funkef.

,—[Véta 44 (Substituéni metoda I)} N

Necht f(t) je funkce spojitd na intervalu I, necht m4d funkce ¢(z) derivaci na inter-
valu J a necht plati ¢(.J) = I. Potom na J plat{

[ttt @y = [ s,

dosadime-li do vyrazu na pravé strané t = ¢(x).

Pozndmka. Za novou proménnou ¢ volime vnitini slozku slozené funkce f(¢(x)), tedy t =
(). Odtud diferenciaci dostdvdme dt = ¢'(x) dz (porovnejte se vzorcem ve znén{ véty).

Priklad 128.

. 1 t=Inz
/sm(lnx)~;d$— |dt:%d.’lf

= /sintdt: —cost+c=—cos(lnz) +c.
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,—[Véta 45 (Substituéni metoda H).} N

Necht f(z) je funkce spojitd na intervalu I, nechf m4 funkce ¢(t) na intervalu J
nenulovou derivaci a necht plati ¢(J) = I. Potom na I plat{

[ @y = [ e,

dosadime-li do vyrazu na pravé strané t = o~ (z), kde ¢~ !(x) je funkce inverzni k
funkei ¢(z).

€ J

Pozndamka. o Pfestoze prava strana vztahu pro substituci vypada slozitéji nez leva strana,
vhodnou volbou substituce dodjde ¢asto naopak k vyraznému zjednoduseni.

e Porovname-li obé uvedené substituéni metody, zjistime, Ze jde o jediny vztah, ktery lze
vyuzit zprava doleva, nebo naopak.

Priklad 129. Primé pouziti véty:

. _ >
/sm(Zz +1)dz de — %dt
t—1 1 1
= /sin(Z- —_—+ 1) c—dt = 7/8‘1111‘/(125
2 2 2
1 T = % 1
,7§cost+cf f—owr1 775008(2m+1)+c.
V tomto pripadé snadnéji:
t=2x+1
/sin(Zx +1l)de = | dt =2dx
dz = %dt

. 1 1 1
—/smt~§dt——§cost+c——§cos(21+1)+c.

Je uzitetné mit na paméti i ndsledujici dva dusledky substituéni metody, protoze mohou

Dusledek. Je-li F primitivni funkce k funkei f, pak plati

/ flaz + B)dz = éF((w +B8)+ec.

Priklad 130.

/\/4m+5dm:/(4x+5)1/2d.7:

_ 1(dz+5)32

=4 3

1
c=—\/(z+5)3 +ec
5 6

KAPITOLA 14. NEURCITY INTEGRAL 118
/ f'(2)
J f(x)

Sz x 5 6z
_r - -2
/3x2+5dx_"/3m2+5d$ 6/3x2+5dx

= gln [32% + 5| +c= %111(37/2 +5)+ec.

Dusledek. Plati

dz =In|f(z)| +c.

Piiklad 131.

§14.4 Racionalni lomena funkce

Pozndmka. Jiz vime, ze kazdou raciondlni lomenou funkei, kterd nenf ryze lomend, 1ze pomoci
délen{ polynomu prevést na soucet polynomu a ryze lomené raciondln{ funkee.

Budeme se tedy zajimat pouze o integraly z ryze lomenych racionédlnich funkei.

Zamérime se na 4 typy integralu:

A A -

L. faaH»b dl’, 3. f ax?+br+c d‘l”
A ©_Az+B

2. deT n €N, 4. s A,

kde A, B,a,b, c,p, q jsou redlna cisla.
Typ 1 a 2 fesime substituci ¢t = ax + b.
Piiklad 132 (Typ 1).

t=2x-8

"3 31 3 /1
— da = t = 2dx = - = — —dt
/21—8(11 dt da /t th 2/tdf

dz = %dt

:gln\t\+c:%ln|2a:78|+c.

Piiklad 133 (Typ 2).
t=2x—8

3 31 3 [1

P de=|dt=2de | = [ Scdt=" [ = at

/(21-78)3 SR D /t32 2/t3
-2

3 [ 4 3172
—§/t dt_§j2+c
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Typ 3 feSime doplnénim jmenovatele na &tverec a pouzitim vzorce pro [ ﬁdx, nebo
f Azl,zz dz.

Piiklad 134 (Typ 3).
/*dr*§/;d¢7§/;dr
202 —4x+10 7 2) 22—-22+5 " 2 ) (z—-1)24+4

(ot .3y
de=dt | 2] 24227

[UUINDNE Ot U
5 rarctg o +e= s arctg — c.

N | o

Typ 4 fesime prevedenim na soucet integrélu typu [ J;,((:)) dz a integrélu typu 3.

Piiklad 135 (Typ 4).

" 326 a2 1 [ 204
- dr=3 | 5—F——Fdv=3-- | 57— dz
/x2+2x—3(aj /12+2x—3” 2/$2+2x—3 !

3/2x+2—2—4d
= — e —e 1
2 22422 —3
2z + 2 —6
== dz
2,/12+2x—3+x2+2x—3 N

2x + 2 .
11:/7:E2j;r_3dx:1n\z2+2x73\+(:

1 1 t=xz+1
Io = —6 —  dx=-6 — dx=
2 ,/.772+2173 * ,/(m+1)274 * |dt:dx

:76/2521_4(115:6/&(11‘,:62—%2111 zi_z‘Jr('
:§1n a:+3‘+c
2 1-
Celkem
/ﬁ%dx:%(ln\xz-ﬁ—2x—3\+;ln fjj‘) +c
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§14.5 Znaceni

Racionéln{ lomenou funkei v proménnych «, 8,7, . .. budeme znacit R(a, 8,7, ... ), tj. R(a, 8)
je podil dvou polynomu, ve kterych misto z vystupuji a, 8. Napf. R(x,sinz) jsou funkce
22 —2sin® z 27 + sinz sinz—a?t apod

sin?z %Y " 22 _2smig PO

§14.6 Goniometrické funkce

Volba substituce

Necht je integrand (integrovand funkce) typu R(sinz,cosz). Je-li integrand lich4
funkee vuéi sinu, volime substituci ¢ = cos . Je-1i lichd vuéi kosinu, volime ¢ = sin x.

Pozndmka. Piipomenme

sin?z 4+ cos’z =1

2 2

=sin“z=1-—cos“x

= cos’x =1—sin’z.
Tedy napi. cos® z = (1 —sin® z).

Priklad 136.

. 5 t=sinx
sin?z - cos® zdx =
dt = cosz dx

= / sin? z cos* z cos z da

= /sin2 x(cos® z)? cos & dx = /siu2 z(1 —sin? z)% cos z dz

t3 t5 t7
:/tz(l—tz)zdt:/tz—2t4+t“dt:5—27+7+c
9]

1. 3 2 5 + 1. 7 +
= -sinz — —sin’z + —sin’ z + c.
3 5 7
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§14.7. IRACIONALNI FUNKCE

§14.7 TIracionalni funkce

Volba substituce I

Je-li je integrand typu R(z, V/axz + b), n € N, volime substituci
t" =ax +b, (t= \"/am+b)‘

Tim prevedeme integral na integrél z racionalni lomené funkce.

Piiklad 137.

2 | Pedeise=tE | Qtsf-;tht
Vir —1 3t2dt = 4de = do = 3t2dt t 4
4
2 3 [ (B34 1) 3 [,
Y LA 1
444/ ——dt 8/(t+)tdt
3[4 3 (t> 2
7§/t +tdt7§(g+5 T
B[y, 51, 2
7§{5<\/4r71> +§<\/4E71)}+c
=3‘(41—1)2[2(4z—1)+5»1]+c
80
3

— Volba substituce IT

kde s je nejmensim spole¢nym nasobkem ¢&isel ng, . .

Je-li je integrand typu R(z, Wz, ¥/x,..., %/x), n1,...,n; € N, volime substituci

t =z, (t = v/a),

iracionalni funkce na integral z racionalni lomené funkce.

.,ng. Tim prevedeme integral z
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Priklad 138.

\%73\/5(1,47 =g =t= s
. z = 109 dt = d=
$10/5 _ 3. 410/2
=/ﬂ7%‘10t9dt
2 — 3t
=/ o 10t9dt=10/t—3t4dt

[
=10 <7 —37> +c
2 5

=5V22 -6V’ +c=5x— 6T +c.

§14.8 Priklady k procviceni

Priklad 139. Spoctéte integraly:

(i) [6a®— \% + 2dz, (iii) [ 22° +Tz§¢ -8 d,
(i) [ V22 (2*+1)da, (i) [ %dx.
Priiklad 140. Integrujte pomoci substituce

(i) [cos(3z)dz, (iv) [53%dz,

(ii) f\/%wdar,

(iii) [ 327 da, (v) [ g da
Priklad 141. Pomoci metody per partes integrujte

(i) [x%e”da, (i) [2?nzds.
Priklad 142. S pouZitim vzorce

/ ]}/((f)) dz = In|f(z)| + ¢

spocitejte integraly

(i) fﬁ%gdx, (i) [ 35— dz, (iii) [tgada.

Priklad 143. S pouZitim vzorce

1 d*lf*t‘w+
| e @ = —arctg— +c
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spocitejte integrdl

" 1
/%dm
16 + 922

Piiklad 144. S pouZitim vzorce

/ 1 d 1 ) A+zx n
———dr=—1In c
A? — 22 2A  |A—
spoéitejte integral

[

J 16—922"

Priklad 145. S pouzitim vzorce

1 -
/\/ﬁdz = arcsin% +c
spoéitejte integral
/ -7
—dux.
J V16 — 322
Priklad 146. S pouZitim vzorce
dz=In|z+ 22+ B|+¢
|7z v

spoéitejte integral

2
—d
/ Viz? -3 *

Piiklad 147. Pouzitim doplnéni na ctverec spocitejte integrdl

/*daf
222 + 8z — 10

Piiklad 148. Integrujte.

(i) [82% — 22 + & — 1da, (iv) | LE2E g,

(i) [+ 322~ 7)da, () [ 2 do

(iii) [ %dw, (i) [ 141;571 d

Priklad 149. Integrujte.

(i) [(2z + 3)sinzda, (iv) [znzdez,
(i) [(z? + 3z —1)e®da, (v) [warctgadz,
(iti) [Inzdz, I(vi) [e" cosxda.

Priklad 150. Integrujte.
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() | 55 da
2
(i) [ 25 dz
(iii) [ /3 —4zdz,
(iv) [ V/2z —3dz,
(v) [ % dz, [subst. x = t?]
Priklad 151. Integrujte.
() | 1% d,
(ii) [ * d,
(iii) [e" 2 da,

Priklad 152. Integrujte.

(i) [ ¥t de,
(i1) fﬁdw,
(1) [ sprrazrys A
Priklad 153. Integrujte.
() | = da
(ii) fﬁdar,

(iii) [ =3zrgde

§14.9 Wolfram|Alpha
e Neurcity integral.
integrate x°5 1n(x)

integrate sqrt(ln(x))/x

(vi) [(122 +3) 4 dz,
(vii) [ 7= da
(viii) [ Y122 dz,

(iz) [tgzdr,

(z) [ 52 da.

(iv) [sinzcos®zdz,

~0s3
(v) [ S da

(vi) [ coszcotg?xdz.

() | erizers 4o,
r /3z—1
(v) [ 5= da,

(vi) [7zv/2z +1da.

() [ 752 da
4x+3 ,.
) [ & —5ors dz,

(vi) f 12+z+1




Kapitola

Urcity (Riemanntv) integral

§15.1 Definice a vlastnosti

Definice 58 (Déleni intervalu).

Uvazujme uzavieny interval I = [a,b],—00 < a < b < oo. Délenim intervalu I
rozumime kone¢nou posloupnost D = {z¢,z1,...,2,} bodu z intervalu I takovych,
ze

a=x0< 21 <T2< -+ < Tp_1 <Tp=>b.

cisla zg, x1, ..., T, nazyvame délici body.
Normou v(D) déleni D rozumime maximdalni vzddlenost sousednich délicich bodu,

tedy
v(D) = max{z; — xi—1,i=1,...,n}.

Definice 59 (Integrdlni soucet).

Necht f je funkce definovand a ohraniGend na uzavieném intervalu I = [a, b] a necht
D = {xg,x1,...,2,} je déleni intervalu I a R = {&1,&2,...,&,} je posloupnost ¢isel
z intervalu I takovych, ze

zi1 <& <m, i=1,...,n

Potom soucet

o(f,D,R) =Y f(&)(wi— i)
i=1

nazyvéme integrdlni soucet funkce f prislusny déleni D a vybéru reprezentantu R.

125
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Ya

a=x X, X, X3 X,

Obr. 15.1: Integralni soucet kladné funkce.

Jak je vidét na obr. 15.1Integréalni soucet kladné funkcefigure.15.1, geometricky je integralni
soucet kladné funkce roven souc¢tu obsahu obdélniku, jejichz zdkladny maji délku rovnu
délce jednotlivych podintervali v déleni D a jejichz vyska je rovna funkéni hodnoté v re-
prezentantu z pifslusného podintervalu. Je-li funkéni hodnota v reprezentantu zapornd, tedy
obdélnicek je pod osou z, potom je samoziejmé prispévek tohoto obdélnicku (podintervalu) do
integralniho souctu zéporny. Obecné je tedy integrélni soucet roven souc¢tu obsahu obdélniku
nad osou z zmenseny o obsah obdélnikii pod nf (viz obr. 15.2Integraln{ soucet funkce ménici

znaménkofigure.15.2).

yA

o

f

=Xy Xy Xy

Obr. 15.2: Integralni soucet funkce ménici znaménko.
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§15.1. DEFINICE A VLASTNOSTI

Definice 60 (Urcity (Riemannuv) inte . N

Necht f je funkce definovand a ohrani¢end na uzavieném intervalu I = [a, b]. Déle
necht D,, je posloupnost délenf intervalu I takovd, Ze lim, ,oov(D,) = 0 a R,
posloupnost reprezentantii z téchto déleni. Rekneme, 7e funkce f je Riemannovsky
integrovatelna na I, jestlize existuje ¢islo R € R takové, ze

lim o(f, Dy, Rn) =R.

n—00

Cislo R nazyvame Riemannuv (urcéity) integrdl funkce f na intervalu I a znaéime

Jej ,
| / () da.

Cislo a nazyvdame dolni mez a ¢islo b horni mez Riemannova integralu.

Riemanntv integril tedy pro funkei f spojitou na intervalu I = [a, b] ziskdme takto:

,—(Véta 46 (Aditivita vzhledem k mezfm).} N

e Interval rozdélime na podintervaly. 7Z kazdého podintervalu vybereme reprezentanta
ur¢ime integralni soucet.

e Déleni zjemnime (vybereme nové déleni s mensi normou) a postup opakujeme.

e Déleni zjemnujeme dokud se integralni soucty neustali. Hodnota, na které se ustdli je
Riemannuv integral funkce f na intervalu I.

Necht f je funkce integrovatelnd na intervalu [a,b] a necht ¢ € (a,b). Potom je f
integrovatelnd na intervalech [a, c] a [¢,b] a plat{

/ab Fo)de = / o) da + /b F() da.

,—(Véta 47 (Linearita vzhledem k funkci).} N

Necht f a g jsou funkce integrovatelné na intervalu [a,b] a necht ¢ € R. Pak plat{
b b b
/ [f(z)+ g(z)] do = / f(z)dz + / g(x)dz,

/abcf(x)dx = c‘/abf(z)dw.
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— Meze integrdlu

Necht a < b. Plati

-/bvz f(z)dz = 7/abf(:1:)dx,

'/aaf(x)dm:().

,—(Véta 48 (Monotonie vzhledem k funkci).}

Necht f a g jsou funkce integrovatelné na intervalu [a, b] takové, Ze pro z € (a,b) je

f(z) < g(z). Pak plati
b b
[ 1@as< [(gwan.

€

J

Disledek (Integral z nezdporné funkce). Uvazujeme-li v predchozi vété f = 0 dostaneme, ze

integral z funkce nezdporné na celém intervalu, pfes nejz integrujeme, je nezaporny.

Pozndmka. Obdobné tvrzeni snadno obdrzime pro funkei nekladnou.

,—[Véta 49 (Postacujici podminky integrovatelnosti).}

Funkce f je Riemannovsky integrovatelnd na intervalu I = [a,b], jestlize spliuje
aspon jednu z néasledujicich podminek.

e Funkce f je na I spojitd.
e Funkce f je na I monotonni.

e Funkce f je na I ohrani¢end a mé na I konecény pocet bodu nespojitosti.

§15.2 Vypocet

Véta 50 (Newton-Leibnizova formule).}

Necht je funkce f Riemannovsky integrovatelnd na intervalu I = [a, b]. Déle necht
je funkce F na intervalu (a,b) primitivni funkee k funkci f a je spojitd na I. Pak

plati ,
/ f(z)dz = [F(2))" = F(b) - F(a).
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Piiklad 154.

Véta 51 (Metoda per partes pro urcity integrél).}

Necht jsou funkce u, v a jejich derivace spojité na intervalu [a, b]. Pak plat{

b b
/ w(z)v' (z)dr = [u(r)v(@)}: —/ o (z)v(z) dz.

Piiklad 155.

,—(Véta 52 (Substituéni metoda pro urcity integrél).} N

Necht jsou funkce f,¢ a ¢’ spojité na pifslusnych intervalech a necht je funkce ¢
ryze monotonni. Pak plati

b »(b)
/ (@) (@) da = / F(t)dt,
a »(a)

b o1 (b)
/ f(z)da = / (1) (1) dt.

¢ (a)
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Priklad 156.

t=2x—1 z=5=1¢t=9

/\/21—1dx= dt=2dz z=1=t=1
1

1
dx:Edt
9 9 3719
1 1 1[¢
=/ ﬁ—dt:—/ thdt == |5
LV 2/, 217,
1271 379 1 26
— 2] = Zpr—n=2
23[”]1 37T -1=3

Priklad 157.

1 t=5-22° z=1=t=3
/ 225 - 208 de = | dt = —622dz 2=0=>t=5
70 .Z‘Qd.’lu‘:*%dt

3 1 1 3 1 5
= [ (-2 )dt=—= t4dt:7/ thdt
/ ( 6)‘ 6/5 6Js "¢

_LU[ET L gy 2882 1441
61513 30 30 15
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§15.3 Geometrické aplikace

% Plocha podgrafu kladné funkce na intervalu [a, b]:

/abf(z)dx,

Obr. 15.3: Plocha podgrafu kladné funkce.
Piiklad 158. Uréete plochu podgrafu funkce f(x) = 22 + 1 na intervalu I = [—1,2].

Protoze 22 + 1 = 0 nemé zidné redlné kofeny, je tato funkce bud stéle kladnd, nebo stéle
zépornd. Dosazenim libovolného &fsla zjistime, ktery z téchto pifpadii nastdva. Nebot f(0) =
1 > 0, funkce je kladna.

Obr. 15.4: Graf funkce f(z) = 2% + 1.
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% Plocha mezi grafem funkee f a osou z na intervalu [a, b]:

(/ab | f(z)] da.

Obr. 15.5: Plocha mezi grafem funkce f ménici znaménko a osou z.

2

Piiklad 159. Urcete plochu ohranicenou grafem funkce f(z) = z* —z — 2 a osou x na

intervaly I = [—2,3].

Protoze #2 —x — 2 = 0 mé kofeny x1 = —1 a xp = 2, snadno zjistime, ze funkce f je na

intervalu [ kladna pro z € (-2, —1) U (2, 3) a zdporna pro z € (—1,2).

Obr. 15.6: Graf funkee f(2) = 22 — x — 2.
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% Délka kiivky grafu funkce f na intervalu [a, b]:

(= /b V1+ f2(x)de.

Obr. 15.7: Délka grafu funkce.

Piiklad 160. Urcete délka kiivky grafu funkee f(z) = %x% na intervalu I = [0, 6].

[:/6\/1+f’2(a:)dx=/6\/1+4xd$
0 0

t=1442 z=6=1t=25 1 [
‘dt:4da: z:0:>t:1|_1 Viat
_ 62
T3

Obr. 15.8: Graf funkce f(z) = %x%
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% Objem a povrch plasté rotacniho télesa (rotace nezdporné funkce f kolem osy x na intervalu
la,b]):

b b )
P:27T/ f(@)v/1+ f?(z)de, V:ﬂ'/ 3 (x) da.

yA

N\

Obr. 15.9: Vznik rota¢niho télesa.

Pi#iklad 161. Urcete plochu ohranicenou grafy funkci f(z) = 224+ 1 a g(x) = x + 3.

f(z) =g(=z)
22+1=2+3 3

22—z-2=0

l‘lifl,l'z:? \;

Obr. 15.10: Funkce f a g.

/2g(x)—f(m)dx=/2(x+3)—(x2+1)dw=/22+x—x2dx=.,‘=%

-1
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Piiklad 162. Urcete objem télesa vzniklého rotact plochy omezené grafy funkei f(z) = 2241
a g(x) =+ 3 kolem osy x.

2 2
=T 2 C xr—T 2.’7
V= /Ag(:r)d? /Af (z)dx

w/z(ms)t(ﬁﬂ)?dx
—1

-2
:71'/ 84 6z —z? —ztda
-1
117
.= —T.
5

Obr. 15.11: Rotace plochy mezi grafy funkei f a g.

§15.4 Prtiklady k procviceni

Priklad 163. Integrujte.
(i) fja 322 — 5z + 7da, (v) le 32(22% — 7)3 da,

.. ~TT i . es
(i) [y «+sinzdz, (vi) [} mdx,

o 2 5
(iii) [y 1 da, (vii) f7 ﬁ dz,
(iv) [%7(2 — z) cos z dz, (viii) fBQ :)—23 da.

Priiklad 164. Pomoci vyse uvedengjch vzorci:

(i) Spoctéte objem télesa vzniklého rotaci cdsti sinusoidy na intervalu [0, 5] kolem osy .

(i) Spoctéte povrch plasté télesa vzniklého rotaci primky y = 2x+1 kolem osy x na intervalu

[0,1].
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(i) Urcete cely povrch télesa z bodu (i1).

Piiklad 165. Jsou ddny funkce f(x) =2 —x a g(z) = 2%, Urcete:

(i) Obsah plochy ohraniceny jejich grafy.
(i) Objem rotacniho télesa vzniklého rotact této plochy kolem osy x.
Priklad 166. Jsou ddny funkce
f(z) =a%+1, g(x) =22 + 4.

Nacrtneéte obrdzek a pocitany objekt na obrdzku vyznacte.

(i) Vypocitejte obsah plochy ohranicené grafy funkci f a g.

(i) Primka g vytind z paraboly f ohraniceny kus. Jaky je objem télesa, které vznikne rotaci
tohoto kusu paraboly f kolem osy x?

(ii) Parabola f ohranicuje kus primky g. Jaky je povrch pldsté komolého kuZele, ktery vznikne
rotact tohoto kusu primky g kolem osy x?

() Uréete objem télesa, které vznikne rotaci plochy témito funkcemi omezené kolem osy x.

(v) Primka g vytind z paraboly f ohraniceny kus. Napiste integrdl popisujici délku tohoto
kusu paraboly f.

(vi) Parabola f ohrani¢uje kus primky g. Urcete délku tohoto kusu primky g.

§15.5 Wolfram|Alpha
o Urcity integral.
integrate (x7"3-2)"2 cos(x) for x from 2 to 5

integrate sin(x)/(cos(x)+2) for x from -pi to O
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Diferencidlni rovnice

§16.1 Uvod

Definice 61.

Diferencialni rovnice je rovnice, ve které se neznama funkce vyskytuje spolu se svymi
derivacemi. Rdd diferencialni rovnice je nejvyssi derivace neznamé funkce, kterd se
v rovnici vyskytne.

Fla,y,y,....y™) =0

Budeme se zabyvat rovnicemi prvniho fadu.

,—[Rovnice prvniho Fddu} .,

e Obecny tvar je F(z,y,y’) =0, kde F je funkce t¥{ proménnych.

e Rovnice roziesené vzhledem k derivaci je y' = f(z,y), kde f je funkce dvou
proménnych.

Definice 62. N

Resen{ diferencidln{ rovnice je funkce y = y(x) (popi. y = y(t), y = y(x,1),...), kterd
spliiuje danou diferencidlni rovnici.

Reseni diferencidlnich rovnic ziskdme obvykle pomoci integrovani, proto budou obsahovat in-
tegracni konstanty (tolik integra¢nich konstant, kolikrdt budeme integrovat). Tedy tzv. obecné
resend (tj. vSechna FeSeni) dostaneme jako mnozinu danou témito konstantami.

Resen{ dané poéateéni podminkou, napf. y(x0) = yo (pfedem zadand hodnota v daném bodé)
se nazyva partikuldrni.
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Poznamka. e Resen{ diferencidlnich rovnic jsou spojité funkee (existuji jejich derivace).

— Klasifikace \

Rovnice y’ = f(x) nem4 jediné fesen{ (primitivn{ funkce tvoif mnozinu). Pokud uvazujeme
podminku, ze F'(x) ma prochdzet uréitym bodem, pak m4 rovnice jedno reseni. Podminka
y(zo) = yo se nazyva pocdtecni podminka a rovnice s touto podminkou poédateéni problém
(Cauchyho loha).

Vypocet primitivni funkce y = [ f(z) dz odpovid4 fesenf rovnice y' = f(z).

y' =y m4 feseni y = c- e*.

y" +y = 0 slouzi k popisu malych kmiti matematického kyvadla. Resenf jsou y = sinz,
y = cosz a kazdd linedrni kombinace téchto dvou funkei, tedy feSeni tvoii linedrni
prostor.

e Podle poctu nezavisle proménnych na obycejné (ODR) a parcidlni (PDR) di-
ferencialni rovnice.

e Podle linearity na linedrni a nelinedrni diferencialni rovnice.

e Podle rédu (rovnice n-tého Fadu).

Piiklad 167. e ms’ = F, kde s = s(t) je poloha bodu na prFimce, drdha (Newtoniv

zdkon)
gy = uy, kde u = u(z,t) je teplota v case t v bodé x na piimce (vedend tepla v tyci)

gy = uy, kde u = u(x,t) je pozice vzhledem ke klidové poloze, vychylenti v case t v
bodé = na primce (vinovd rovnice)

0" + asin® = 0, kde 0 = 0(t) je thel (matematické kyvadlo)

Q' = —kQ, kde Q = Q(t) je mnoZstvi radioaktivni latky (radioaktivni rozpad)
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— Specidini pripady

o fla,y) = f(2), tj. ¢ = f(x)
Odpovid4 hledén{ primitivn{ funkce k f(z), tedy y = [ f(z) dz. Problém

Y =f(z),  ylzo) =wo (16.1)

y=1vo+ /Tf(z)dt
o flz,y) =9(), ti- ¥ = 9(v)

Lze prevést na predchozi pripad vyuzitim inverzni funkce.

ma& FeSeni

dy de 1
@-g(y) = Qo) g(y) # 0,

-

tedy méme problém (16. 1Uvodequation.16.1. 1) pro funkci z(y) s fesenim z =

o + 1/0 g(f dt, coz implicitné udévé funkei y = y(z).

€

Priklad 168. Vyreste rovnici
Y =32 +sinz.

Ptimo integrujeme

y:/3$2+sinxdz:z37cosx+c, ceR.

Priklad 169. Vyreste rovnici

Zaménime proménné a integrujeme
eV +4y—3
B 7
1/ 1
x = ?/ey+4y73dy = ?(ey+2y2 —-3y)+c, o €R,

Te=eY+2% —3y+¢, ceR.

§16.2 Rovnice se separovatelnymi proménnymi

Rovnicf se separovatelnymi proménnymi budeme nazyvat rovnici y' = f(z)g(y).
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— Zpisob Teseni

Y =f(z) 9(y)
Y _ fw)-90) /f/)

dy / )
) dx integrace
W = f(=z) g

1
/i+(1,/f dl+(2

Gly)=F@)+tc (c=c2—a)

€

Explicitnf feen{ pak lze Casto zapsat ve tvaru y(z) = G [F(x) + c].

Piiklad 170. Vyresme y' = y%y, tedy f(z) = %,g(y) =92 —y.

Maéame
dy _y*-y
dx T
d 1
72'1} =—dx pro y? —y#0=>y#0Ny#1.
y -y
Vypocitame
dy / 1 1
———= [ —— — —dy=InJy — 1| — In|y| + ¢1,
/y(yfl) y—1 y ly =1~
1
—dz = In|z| + co.
x
Tedy

Injy — 1| = Infy| + ¢; = In|z| + c2

-1
n|Y =In|z|+c3, c3€R
Vol o] e
Y
.7/717 c3 .
=xe®ax=c-z, c#0
Yy
1
V=1 7 0.

Béhem vypocétu jsme udélali predpoklad, ze y # 0 Ay # 1. Zkontrolujeme, zda nejde také

o FeSeni rovnice:
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e y =1 je feSenim a dostaneme jej pro ¢ = 0,

e y =0 je feSenim, ale nijak jej nedostaneme,

tedy

= ;o y=0 ceR
1—cx e
v ~ singularni feSeni
obecné feseni

(Obecné feseni obsahuje tolik konstant, jako byl fdd rovnice.) |

Priklad 171.

Y

Pocateéni problém — vypocitdme obecné feseni a pak pouzitim pocateéni podminky uréime
(vybereme) Feseni, tedy
s 14y
1+ 22
dy  dz

1+y2 1+ a2
arctgy = arctgz + c.

Podminka y(0) = 1 ddva arctg1 = arctg0 + ¢ = ¢ = arctgl = .

Odtud dostdvame Feseni -
y =tg (arctgx + 7)

4
a uzitim vzorce tg(a + ) = % ho lze upravit na
ozt
V=1
|
§16.3 Linearni rovnice
Linedrn{ diferencidlni rovnice je rovnice tvaru (linearita vzhledem k y)
y' = a(x)y + b(z). (LDR)

Definice 63.

Je-li b(x) = 0, mluvime o homogenni linedrni rovnici
u' = a(x)u, (hLDR)

v opa¢ném piipadé o nehomogenni linedrni rovnici.
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Pozndmka. Obecné fesenf rovnice (LDRLinedrn{ rovniceAMS.3) (tj. feSeni zdvisejici na jedné

integraéni konstante) je tvaru y = yp+u, kde y, je néjaké feSeni rovnice (LDRLinedrni rovniceAMS.3),

tzv. partikuldrni resend, a u je obecné teseni rovnice (hLDRLinedrni rovniceAMS.4).

Obecnd metoda feSeni je tzv. variace konstant, kdy se nejprve vyfesi homogenni rovnice
metodou separace proménnych. Poté se v jejim feseni aditivni konstanta nahradi za nezndmou
funkei, kterou lze najit dosazenim do puvodni rovnice a integrovdnim. Tento postup v jistém
zobecnéni funguje i pro nékteré rovnice vyssich fadu.

Niés zajimaji pouze rovnice prvniho fadu, proto pouzijeme metodu integracniho faktoru.

— Integracni faktor N

Pro rovnici

v = a(x)y + b(z)

je integracni faktor
,U(.’l,‘) = eff a(z) dz

Touto funkei celou rovnici vyndsobime a nasledné upravujeme.

— Postup \

Y~ afx)y = b(a)
[v' = a@)y] - u(z) = b(x) - p(x)
,7// . e—fa(z) dz —y(l(fl‘) . e—fa(a:) de _ b(T) ‘e—fa(ac) dz

(y . effa(r) da )’
(ZI . e—fa,(,r) dz )’ _ b(.’If) 'e—fa(m) dz

y - e~ Ja@) de _ /b(a:) cemJa@ dz qp o

y= ol a(@) de [/b(JL) e~ Jal@) dw d1‘+c], ceR

Priklad 172. Vyreste rovnici
Y =dzy+ 2z +1) o2
Integracni faktor je pu(x) = e~ Jawde — =22, Vyndsobime jim rovnici se ziskem (vSe obsahujici

y je prevedeno doleva)
y’e’zzz —4xy 2 — oz 4 1,
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odtud ,
(ye’hz) =2z +1.

Obé strany zintegrujeme
222 2
ye = [2z+1lde=2"+x+c ceR.

Resenim je tedy ,
y= (2% +z+c)e?™, ceR.

|
Piiklad 173 (Rust, uceni,...). Jisty druh roste tak, Ze md jistou mazimdlng délku a rychlost
rustu je primo imérnd délce, kterou jesté magji dorist. Sestavte rovnici modelugjici tuto situaci.
Oznaéime-li délku v ¢ase ¢ jako funkei £(¢) a maximélni délku L, pak pfislusnd rovnice je
C(t) = k[L - ()],

kde konstantu timérnosti k by bylo nutné uréit experimentalné (méfeni a vypocet pro konkrétni
druh/situaci). [

Piiklad 174 (Vymeéna tepla mezi télesem a okolim). Je nalezena mrtvola, jejiz teplota je
zmeérena na 26.6 °C. O 3 hodiny pozdéji je jeji teplota 21.1 °C, pricemsz teplota okoli je 18.3
°C. Urcete ¢as umrti za predpokladu, Ze teplota lidského téla je 37 °C.

Povrchové teplota télesa se méni rychlosti, kterd je pfimo tumérna rozdilu teploty télesa a
okolniho prostiedi (Newtonuv teplotni zdkon).

Oznacme teplotu télesa v case t jako ©(t) [°C] a teplotu okolniho prostiedi jako 7" [°C]. Potom
musi platit rovnice

o'(t) = —k[O(t) — T), kde k > 0 je konstanta dmérnosti.
Vsimnéte si, ze pokud bude teplota okolniho prostiedi vyssi, nez je teplota télesa (tj. pokud je
O(t) < T), potom je ©" > 0 a téleso se bude zahiivat. Zatimco pokud bude teplota okolniho

prostiedi niZs7, nez je teplota télesa (tj. pokud ©(t) > T'), potom je ® < 0 a téleso se bude
ochlazovat.

Pii pouziti vyse uvedeného znaceni (pro ¢as ¢ v jednotkach [hodin]) mdme
T =18.3, ©(0) = 26.6 (teplota v ¢ase nalezeni mrtvoly), ©(3) = 21.1,
pricemz funkce O(¢) spliiuje rovnici
0=-kO-T) = O =-kOo+kT.

Posledni rovnice je linedrni diferencidlni rovnice pro nezndmou funkci ©(t). Tuto rovnici
vyfesime napi. metodou integraéniho faktoru u(t) = ¥, potom

O=T+ce™=183+ce ™™ cecR.
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Konstanty ¢ a k uréime z informaci o poc¢dteén{ teploté a o teploté v case ¢ = 3 [hodiny], tj.

26.6=0(0)=183+c®=183+¢ = ¢=83 = ©=183+83c ",

@ ddle 21.1-18.3
211 =0(3)=183+83 e % = 3 = # ~ 0.337

In0.337

= —3k=1In0.337 = k=— ~ 0.362.

Tedy hledané feseni je funkce

O(t) = 18.3 + 8.3 ¢~ 0-362

Najdeme ¢as umrti, tj. uréime ¢as ¢, pro ktery je O(t) = 37 °C. Tedy

18.3 +8.3 e 0362 = 37 = 0862 = Sy M 2253
In2.253
—0.362t =1n2.2 t=———" — ~ —2.24.
= —0.36 n2.253 = 0.362
Mrtvola byla nalezena piiblizné 2 hodiny a 15 minut po smrti. ]

Piiklad 175 (Michani dvou latek). Vodni nddrz o celkovém objemu L = 1000 [litri] obsahuje
Qo = 0 [gramai] soli v poéatecnim éase to = 0 [minut]. Do nddrze pritékd roztok o koncentraci
soli ¢ = 50 [grama/litr] rychlosti v = 20 [litri/min] a po Tddném promichdni s vodou v nddrzi
z ni vytékd stejnou rychlosti. Uréete mnozstvi soli Q(t) v nddrzi v libovolném case t a limitnd
mnozstvi pro t — oo.

Oznacili jsme jako Q(t) [g] mnozstvi soli v nadrzi v libovolném ¢ase ¢ [min]. Potom Q'(¢)
udava, jak rychle se toto mnozstvi méni a pfitom musi platit, ze

Q) = ( rychlost, s jakou sul > B ( rychlost, s jakou sul )

do nadrze pritéka z nadrze vytéka
Sul do nédrze pritékd rychlosti

c-v="50 [g/l] -20 [I/min] =1000 [g/min].

A protoze v nadrzi je vzdy koncentrace soli rovna % = ?T(OL()J [g/1], sul z nddrze vytékd
rychlost{
QW) Q) Q) :
Y= 1000 [g/1] - 20 [I/min] = =0 [g/min].

Tedy hledand funkce Q(t) spliiuje rovnici

/
—_— = =1 - =
T v Q 000 50’




145 §16.3. LINEARNI ROVNICE

coz je linedrni diferencidlni rovnice 1. fadu, a déle spliuje pocateéni podminku
Q(to) = Qo = Q)=0. (16.2)
Uvedenou rovnici vyfesime metodou integracniho faktoru
u(t) = ef%dt —ett = u(t) = efsflodt — 002t
a potom méame (obecné)
v
/ — 1
Q + I Q=cv
Q' e%t+% eL! Q=cve
(Q e%t)' =cvel!

" e
L:/C’UOLLdt:C’U

t

<8

v
Tt

Sl

+C

Qe T
L
Q=cL+Cei!, CeR,

a pro nas konkrétni piiklad
Q' +0.02Q = 1000,
Q' 002t 40 g (002t Q = 1000 002t
(Q e0.021‘,)’ — 1000 %021

e(].[]2 t

0.02
Q = 50000+ C e %02t CeR.

QP = / 1000 %02t dt = 1000 +C,

A protoze je poé¢ateéni mnozstvi zndmo v (16.2Linedrni rovniceequation.16.3.2), pro integraéni
konstantu C' plati

Qu=Qlo)=cL+Ce il = 0=Q(0)=>50000+C
C=(Qo—cL)et™ =  C=-—50000,

a tedy vysledné partikuldrn{ fesenf (uddvajici kolik gramu soli bude v nddrzi v okamziku ¢
minut) je tvaru

Q=cL+(Qy—cL)et™ e ! =  Q=50000— 50000 e 002
Q=cL+(Q—cL)e Tt = Q=50000(1—e002").
Tedy v zdvislosti na tom, jestli je Qo > ¢ L nebo Qo < ¢ L, mnozstvi soli v nddrzi (zdporné
exponencidlné) klesd nebo roste, a pii Qo = ¢ L zustava stéle stejné.
Pro t — oo je potom

flinoloQ(t) - tlgr;o {CL +(Qo—cl) et (ti_,t”) }
—0

Jim Q) =cL [g] ,
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tedy

. s _—0.02¢
Jim Q(t) = lim 50000 (1 - ¢ : )
0

lim Q(t) = 50000 [g] -

Po dostateéné dlouhé dobé bude tedy koncentrace soli v nadrzi rovna

cL 50000

Qo = — =c [g/]],neboliQs = 1000

. =50 [5/1,

coz je presné koncentrace pritékajictho roztoku (samozfejmé, po ,nekoneéné dlouhé dobé“
pritékajici roztok ,nahradi“ puvodni roztok v nddrzi, pfi¢emz viubec nezélezi na puvodnim
mnozstvi Qp, tj. na tom, kolik soli bylo v nddrzi na pocatku). |

Priklad 176 (Michdni dvou latek II). Jak se zméni model v Prikladu 175Michdni dvou
latekpr.175, pokud bude roztok po Fddném promichdni s vodou v nddrzi vytékat rychlosti pouze
w =19 [litri/min]? Predpokldddme-li, Ze nddrz md celkovy objem 1600 litri, jakd bude kon-
centrace roztoku v nddrzi v okamziku jejiho naplnéni?

Vsimnéte si, ze se nyni objem roztoku v nddrzi méni (roste) a to rychlost{ v —w = 1 [litr/min].
To znamend, ze nyni sul z nddrze vytékd rychlosti

Q) Q) . 19Q(t) .
cw = g/l - 19 [1 = y .
Tro-w(i—t0 “ To00+: &1 [/min] = {5501 ¢ [&/minl
Vysledna diferencialni rovnice mé tedy tvar
VY Q) . ;L ~19Q(1)
@) =cv L+ (v—w)(t—to) v - @ = 1000 1000 + ¢’

coz je opét linedrni diferencidlni rovnice 1. fadu, pficemz FeSeni Q(t) spliluje pocateéni podminku
(16.2Linedrni rovniceequation.16.3.2).

Prislusny integraéni faktor je
u(t) = of o007 @8 — 19 In(1000+) _ ,In(1000+£)'% _ (1000 + )9

Tedy plati

;0 19Q(1)
———= =1000
@+ 1000 + ¢

Q' (1000 4 )1 + 19 Q(t) (1000 + £)*¥ = 1000 (1000 - t)**
[@ (1000 + £)'*]" = 1000 (1000 + ¢)*?

1 20
Q (1000 4 ) = 1000 % +C

50 (10004 6)* +C | c
=2 T T 50(1000 4 8) + ———
@ (1000 + )1 501000 +8) + 755551
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Z pocatecni podminky (16.2Linedrn{ rovniceequation.16.3.2) pak uréime hodnotu C, tj.

c A
0=Q(0) = 50-1000 + To00® = C = —50000 - 1000'® = -5 - 1051,

Tedy vysledné partikularni feSeni je tvaru

51061

=50(1 e
Q = 50(1000 +t) e

Protoze v nadrzi bylo puvodné 1000 litrit vody a nddrz se nyn{ napliiuje rychlost{ 1 litr/min,
bude nadrz naplnéna za 600 minut (tj. za 10 hodin). Tedy v okamziku ¢ = 600 bude v nddrzi
51051

Q(600) = 50 (1600) — {16000 ~ 79993.4 [g] soli,

tj. koncentrace soli bude
Q(600)  79993.4
1600 1600

tedy tato koncentrace bude témér stejnd jako u pritékajiciho roztoku. ]

~ 49.996 [g/l],

§16.4 Piiklady k procviceni

Priklad 177. Vyreste rovnice
(i) y' = 3cosx + sin 2z, (ii) = i

Priklad 178. Vyreste pocédtecni problémy

(i) y =3cosx +sin2z, y(0)=>5,

(ii) y =5, y(2)=4,

(iii) =3, y(2) = —4.
Priklad 179. Vyreste rovnice

(i) 2y = 23y, (i) ¥ = 6x — 2y.
Priiklad 180. Vyreste pocddteéni problémy

(i) 2y =32y, y(1)=-2, (it) y' =6z — 2y, y(0) = —2.
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§16.5 Wolfram|Alpha

e Diferencidlni rovnice.

y’=bxy+3x

y’=bxy+3x,y(0)=1




Kapitola

Aproximace

§17.1 Numericka integrace
Numerickd integrace se pouziva predevsim, kdyz

e Nelze ziskat primitivn{ funkci.

e Primitivn{ funkce je velmi slozit4.

e Nemadme k dispozici predpis integrované funkee, ale jen sadu naméfenych hodnot.
Zékladni metody numerické integrace vychazeji piimo z konstrukce Riemannova integralu.
Nejjednodussi metodou je tzv. obdélnikové pravidlo, které se pouziva tak, ze se zavede déleni
intervalu, vypocita funkéni hodnota napf. uprostied délicich intervalu (popf. v krajnich bo-

dech, zejména pokud jde jen o sadu naméfenych hodnot a nemédme funkéni predpis) a apro-
ximace integralu je piimo ptislusny integralni soucet.

Uvazujme funkei f intervalu I = [a,b], na kterém zavedeme déleni D = {xg,21,...,2n}.
Déle ozna¢me (v souladu se znacenim pii konstrukei integrdlu) vybér reprezentantu R =

{&1,&2,...,&} (napt. stedy délicich intervalu).

Potom pomoci obdélnikového pravidla lze odhadnout hodnotu integrélu jako
b n
JRICLE S ICErt
a i=1
Piiklad 181. Pomoci obdélnikového pravidla odhadnéte

10
/ 22 da.
0

Interval rozdélte ekvidistantné na 5 délicich intervali a funkéni hodnoty pouZijte ze stredi
téchto intervali.

Interval [a,b] = [0,10] mdme rozdélit na 5 stejné dlouhych ¢dsti, délici body tedy budou
D = {0,2,4,6,8,10} a délka kazdého z téchto intervali je 2. Vybérem reprezentantu jsou

149
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stiedy délicich intervali, tedy R = {1,3,5,7,9}. Mame tedy f(z) = 22 a obdélnikové pravidlo
dava

b
/f(-’lf)dimf(l)-(2*0)+f(3)~(4*2)+f(5)-(6*4)+f(7)~(8*6)+f(9)-(10*8)-
Vypocet je tedy nasledujici

10
/ 22dr~12-2432.2+452.24+72.2492.2 = 330.
JO

1007

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obr. 17.1: Obdélnikové pravidlo.

V tomto piipadé lze samoziejmeé provést presny vypocet

10

10 3
/ 22dz = [m—] _ 1000 g9
b 3], 3

Pokrocilejsi a casto i presnéjsi metodou je tzv. lichobéznikové pravidlo. Postup je takovy, ze
se funkéni hodnoty v délicich bodech propoji, ¢imz vznikne lomend ¢ira. Néaslednym postu-
pem podobnym tomu z obdélnikového pravidla pak aproximujeme plochu podgrafu sadou
lichobézniku.

Pfipomenme, ze obsah lichobézniku lze vypocitat jako polovinu sou¢tu rovnobéznych stran

nasobenou vyskou lichobézniku, tj.
a+c
= -0,

2
kde strany jsou popsdny na obrazku 17.20bsah lichobéznikufigure.17.2
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b
H (o
; c a
d v b d:\,i b ¢
a : a d=v
Obr. 17.2: Obsah lichobézniku.
Uvazujme funkei f intervalu I = [a,b], na kterém zavedeme déleni D = {xg,21,...,2n}-

Potom pomoci lichobéznikového pravidla 1ze odhadnout hodnotu integralu jako
b n o, .
xi—1)+ fx;
/f(z)dxmzf(l l)2 f( 1)‘(11_%‘71)
@ i=1

a jestlize je déleni ekvidistantni, tedy kazdy délici interval mé stejnou délku ¢, 1ze pravidlo
zjednodusit na

b )
J4
[ s G0+ 210 + 2160 4 21C0n) 4 5G|
Priklad 182. Pomoci lichobéznikového pravidla odhadnéte

10
/ z2 da.
0

Interval rozdélte ekvidistantné na 5 délicich intervali.

Opét mame f(z) = 22, [a,b] = [0,10] a délicf body D = {0,2,4,6,8,10}. Délka kazdého
délictho intervalu je ¢ = 2, dostavame tedy

b 0
[ @) dam 5150) + 272+ 26(0) + 26(6) + 20(8) + 110)]
=024+2-224+2-4242.62+2-8 + 10> = 8 + 32 + 72 + 128 + 100 = 340.
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1007

80+

607

401

Obr. 17.3: Lichobéznikové pravidlo.

Na obrazku 17.3Lichobéznikové pravidlofigure.17.3 vidime, ze pokroécilejsi obdélnikové pra-
vidlo m& v tomto piikladé nizsi pfesnost nez obdélnikové kvuli tvaru funkce (konvexnost
kladné funkce znamend, ze lichobéznikové pravidlo pokryje vétsi plochu). Je tedy nutné vzdy
ziskat co nejvice informaci o aproximované funkei a zvolit vhodnou metodu. Také je nutné se
zajimat o samotny princip metod a ne jen ,bezhlavé® pouzivat ty, které jsou obecné presnéjsi,
v konkrétnich piipadech to nemusi platit.

Poznamka. e Samoziejmé existuje celd fada dalsich metod. Casto je nutné rozhodovat se,
zda vyzadovat vyssi pfesnost i za cenu zvétSeni pocetni narocnosti.

Napiiklad tzv. Simpsonovo pravidlo pracuje tak, ze misto lomené ¢dry nahradime inte-
grovanou funkci sadou parabol (jedna prochézejici body o, 1, 22, druhd body za, x3, 24
atd., nebot parabola je jednoznaéné uréena tiemi body, musime mit sudy pocet délicich
intervall). Vsimnéte si souvislosti s interpolaci (viz déle).

Délici body a intervaly, nebo aspon jejich pocet jsou ¢asto piimo dany tim, Ze nezndme
predpis funkce, ale mame k dispozici jen sadu naméfenych hodnot. Postup je pak
podfizen tomu, abychom tyto hodnoty co nejlépe vyuzili a vSe je nutné volit tak, aby
nam pro vypocet ,nic nechybélo“, protoze neni mozné ziskat dalsi hodnoty.

§17.2 Algebraicka rovnice

Algebraicka rovnice je rovnice typu
P,(z) =0,

kde P, (z) je polynom stupné n v proménné x. Protoze fesit algebraickou rovnici je totéz, jako
hledat koteny polynomu P,, zndme jiz zpusob, jak najit vSechny celo¢iselné kofeny takové
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rovnice (délitelé absolutniho ¢lene, Hornerovo schéma). Piipomerime, ze je-li komplexn{ &islo
z = a+ fi kofenem polynomu P, pak je jeho kofenem i ¢islo komplexné sdruzené z = o — Si.
Protoze (dle zékladni véty algebry) md polynom stupné n v C pravé n kofenu (pocitdno
véetné ndsobnosti), ma polynom lichého stupné aspon jeden realny koren.

— Véta 53 (Odbad velikosti korenid). | .

Bud

1

Py(z)=a"+ap_12" + -+ a1z +ap

normovany polynom stupné n.

Pak pro kofeny z1,...,x, rovnice
Pp(z)=0
plati
il S1+A4, (i=1,...,n),
kde
A =max{|an_1],|an—2l,...,la1l, |aol}.
,—[Véta 54 (Descartes I)} N

Pocet kladnych kofenu polynomu P,(z) (poc¢itdno s ndsobnosti) je roven poctu
znaménkovych zmén v posloupnosti jeho koeficientu nebo o sudé ¢islo mensi.

— Véta 55 (Descartes 11). .

Pocet zdpornych kofent polynomu P,(x) (po¢itdno s ndsobnosti) je roven poctu
znaménkovych zmeén v posloupnosti koeficientti polynomu P,,(—z) nebo o sudé &islo
mensi.

Priiklad 183. PouZijte predchozi tvrzeni na polynom
P(z) =27 — 142® + 322 + 1.
estP=7 = P mi (véetné ndsobnosti) 7 kofenu, nejméné jeden je redlny (pouzita
Véta 14Koreny polynomuvetaCounter.14).

o Koeficienty P jsou (nuly pro prehlednost vynechdme) 1,—-14,3,1 = 2 znaménkové
zmény = 2nebo 0 kladnych kofenu (pouzita Véta 54 Algebraickd rovnicevetaCounter.54).
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o P(—x) = —a7 + 1425 + 322 + 1. Koeficienty P(—z) jsou (nuly pro piehlednost vy-
nechdme) —1,14,3,1 = 1 znaménkovd zména = 1 zdporny kofen (pouzita
Véta 55Algebraicka rovnicevetaCounter.55).

o A =max{|—14,|3,[]1]} =14 = |z;/ <15, i=1,...,7 (pouzita Véta 53Alge-
braickd rovnicevetaCounter.53).

Celkem:
Pro koteny polynom P(z) = 27 — 142° + 32% + 1 jsou 2 moZnosti.

1. 1 zaporny R a 6 C,

2. 1 zéporny R, 2 kladné R a 4 C.

Pricemz vSechny redlné koreny lezi v intervalu [—15,15].
(Velikost vSech kofent, i komplexnich, je < 15, |z| = |a + Bi| = /a2 + 52.)

§17.3 Metoda bisekce (puleni)

Definice 64 (Kofen s presnosti ¢).

Cislo # € R nazyvame koren polynomu P(x) s presnosti ¢ (0 < ¢ € R), jestlize
skuteény kofen polynomu P(z) lezi v intervalu (Z — ¢, 2 + €).

Napt.:
P(z) = 4a* — 3123 — 12127 + 2442 + 660, P(2) = 480, P(3) = —210,

tedy (podle prvni Bolzanovy véty) v intervalu (2,3) md polynom P kofen. Stfed tohoto
intervalu, tj. ¢islo Z = 2,5, je tedy kofenem polynomu P s pfesnosti ¢ = 0, 5.

(Skutecnym kofenem je ¢islo 2,75.)

7 predchoziho piikladu je ziejmé, Ze kofen lichého stupné polynomu P lze uréit s libovolnou
presnosti tak, ze najdeme interval, ve kterém lezi jen tento kofen (napf. pomoci véty o odhadu
velikosti kofenu a uzitim Hornerova schématu).

Oznac¢me si tento interval jako (a,b). Stied tohoto intervalu Z; = “T“’ je prvnim odhadem
koFene, tedy je kofenem daného polynomu s piesnosti % Navic zfejmé P(a) - P(b) < 0

(hodnoty polynomu P v krajnich bodech intervalu (a,b) maji opacnd znaménka).
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Spocteme tedy hodnotu P(&) = P(GTM) a z intervalu (a, "T”’) (“T“', b) vybereme ten, v jehoz

krajnich bodech nabyva polynom P opa¢na znaménka, protoze kofen jisté lezi v této poloviné
intervalu.

Stred tohoto podintervalu oznacime jako druhé piiblizeni ke kofeni Zo, tedy jde o kofen

polynomu P s pfesnosti b;la Stejné muzeme postupovat libovolné dlouho a ziskat tak kofen

polynomu s libovolnou piesnosti.

Pozndmka. o Jestlize kdykoli dostaneme P(Z;) = 0, pak je ¢islo #; (pfesnym) kofenem
polynomu P.

e Metodu bisekce je nejvhodnéjsi pouzivat na aproximaci jednondsobnych kofenu. Existuji

metody, které prevedou dany polynom na jiny, ktery ma stejné koteny, ale vSechny
jednonasobné.

o Existuji také ruznd vylepSeni metody bisekce (napf. metoda zlatého Fezu), pomoci
kterych je mozné kofen s danou presnosti najit rychleji.

Piiklad 184. Odhadnéte nezdporny koien polynomu P(z) = x* — 3z — 1 s presnosti aspor
0,02.
Nejprve pomoci véty o odhadu velikosti kofent udélame zékladni odhad:
max{1,3,1} =3 = x; € [—4,4].
Nés zajimaji jen kladné kofeny, proto se omezime na interval [0,4] a na ném provedeme tzv.

separaci kofenu — tj. interval rozdélime na vétsi pocet subintervalii a v délicich bodech uréime
hodnotu polynomu P.

z |0 1 2 3 4
Px)[-1 -3 1 17 51

Vzhledem ke znaménkové zméné (pouzivame prvn{ Bolzanovu vétu) se hledany koren nachdzi
v intervalu (1,2). (Cislo 1 ani 2 kofenem neni, nebot v nich nem4 polynom hodnotu nula.)

Prubéh bisekce ptrehledné shrime do tabulky.

a ;= “T'H’ b P(a) | P(z;) | P(b) || chyba (b_T“)
1 15 2 - - + 0,5
1,5 1,75 2 - - + 0,25
1,75 1,875 2 - - + 0,125
1,875 | 1,9375 2 - + 0,0625
1,875 | 1,90625 | 1,9375 + 0,03125
1,875 | 1,890625 | 1,90625 0,015625
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Resenfm zadaného problému je tedy &fslo 1, 890625, které je kofenem polynomu P s piesnosti
0,015625.

§17.4 Taylortv polynom

,—[Véta 56 (Taylorova véta).} <

Necht m4 funkce f v okoli bodu zg vlastni derivace az do fadu n + 1 pro né&jaké
n € NU{0}. Pak pro vSechna x z tohoto okoli plati

£@) = fao) + L0 gy 4 L0 ey
) (5
+ fT(‘O)(r —20)" + Ry(z),
ey < L

T (n+ 1)
kde ¢ je vhodné ¢islo lezici mezi xp a x.

Vynechdme-li zbytek R, (z), obdrzime tzv. Tayloruv polynom:

)y, v
fa) = > T ot

i=0

Pokud polozime z¢ = 0, ziskdme tzv. Maclauriniv polynom:

Piiklad 185. Urcete Tayloriv polynom 4. rddu se stredem v bodé zo = 1 funkce f(z) = xlnz.

J(@)=1+mz, [(z)=1 f"@)=2} fD@) =2

22

f(1> =0, f’(l) =1, f”(l) =1 f”’(l) =-1 f(4)(1) =2.
Tedy

T)=0+4@-D+4@-1°+F@-1)>*+2@@-1)*
L@ - 62° + 1827 — 10z — 3).
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2 2 2
’ i v
1 ' '
d H T 3 1 1 3
1 -t '
3 3
2 2
v r
1 1
0 0
1 1 3 1 1 3
1 1

Obr. 17.4: Graf Taylorova polynomu funkce f(z) = zInz fddu 0 — 4.

Piiklad 186. Urcete Maclauriniv polynom 5. fddu funkce f(x) = cosz.

f(x) =cosz, f'(z) = —sinz, f'(z) = —cosz, f"(z) =sinz, f* =cosz, f®) = —sinz.

JO) =1, f/(0) =0, f"(0) = —1, f(0) =0, fP(0) =1, f®(0) =0.

Tedy

M(z) = 14 fo + 3pa® + §a® + f2' + §a®

:241’1——T + 1.

§17.5 Interpolace — Lagrangeuv interpola¢ni polynom

Jsou dény navzajem rizné body z;, i = 1,...,n+1, a hodnoty funkce f v téchto bodech. Cilem
je najit polynom P, stupné nejvyse n takovy, aby platilo P,(x;) = f(z;) proi=1,...,n+1.
Body x; se nazyvaji uzly a polynom P, interpolacni polynom.
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Pro (n + 1) danych dvojic éisel [z;, f(z;)], i = 1,...,n, &; # x) pro i # k, existuje
praveé jeden interpola¢ni polynom P, (stupné nejvyse n) takovy, ze plati P,(z;) =
flz)) proi=1,...,n.

Definice 65. 2

Lagrangetv interpolacni polynom definujeme vztahem

n+1
Pa(x) = ((2)f (1) + la(@) f(w2) + - + Lny1 (2) f(Tn1) Ze )f (i)

kde polynomy ¢;(z) jsou tvaru

(z—z1) (@ —2-1) (@ —2i1) - (T = Tnt1)

G) = ) @~ m) @ = wi) @ )

Priklad 187. Pro funkci zadanou tabulkou najdéte interpolaéni polynom.

i |0 1 2 3
fa 1 2 4 8
Nejprve sestrojime polynomy ¢
_(z=1)(z—2)(x—3) i (z=0)(z=1)(z—3)
“O= o8 “PTeroe-ne-9)
)= E0E=2@=3) (@0 D@-2)
T a-oa-9a-3) YT B-0B-DB-2)
Pak
Py(x) =1-Li(w) + 2 La(2) +4 - L3(x) + 8- La(2)
:1'90 — 622 +1lz—6+2':v3—ox + 62
—6 2
23 — 42% + 3z 23 — 322 + 2z
+4- - +8- 6
3 bx
:€+€+1
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16 T

——funkce
14 =——int. polynom q
O body

0 | I I I I I I I I
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

Obr. 17.5: Regeni prikladu 187pr.187.

§17.6 Linearni regrese — Metoda nejmensich ¢tvercu

Pomoci jednoduché linedrni regrese popisujeme vztah mezi proménnymi = a y. Snazime se
najit funkei f tak, aby vztah y = f(z) co nejlépe vystihoval zavislost mezi x a y.

Obr. 17.6: Proklddani primky mnozinou bodu.
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Meéritkem kvality vybrané funkce f je nejmensi hodnota souctu ¢tvercu vzdalenosti

[yi — f(x,)f — min .
1

n

i

Odtud plyne jeji ndzev — metoda nejmensich cétvercii.

Obr. 17.7: Piimka ziskand metodou nejmensich ¢tvercu.

Regresni piimka f(z) = az + b vyjadiuje nejjednodussi zdvislost z na y. Pomoci metody
nejmensich ¢tvercu uréime jeji parametry a a b:

n n n
a-Yal4b-y wm=y wiuy,
i=1 i=1 i=1
n n
a<Zz,;+b-n:Zy,-.
i=1 i=1

Napiiklad pii ddvkovani léku oveim je nékdy nezbytné vazit ovee, coz je ovsem spjato s
praktickymi problémy. Proto je snaha najit jednodussi zpusob, takovym muze byt napiiklad
odhad hmotnosti na zakladé obvodu hrudniku.

Priiklad 188. Deset ovci bylo zvdZeno a byl jim zméren obvod hrudniku. Najdéte vztah, ktery
nejlépe popisuje zdvislost hmotnosti na obvodu hrudniku.

obvod [cm] ‘ 80 88 88 83 86 80 83 87 86 88

hmotnost [kg] ‘ 30 35 35 33 33 31 31 35 34 35
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x = obvod hrudniku, y = hmotnost

10 10 10 10
Doai=849, > af=72171, > yi=332, » miy = 28239.
i=1 i=1 i=1 i=1
Odtud
721710+ 819 =28239 o =58/101=0.57
849a + 10b = 332 b =—1571/101 = —15.55

Rovnice piimky vyjadiujici zavislost hmotnosti na obvodu hrudniku je y = 0.57x — 15.55.

The Linear Least 3quares Fit of 10 Points

Obr. 17.8: Reseni piikladu 188pr.188.

§17.7 Priklady k procviceni

Priiklad 189. Ezperimentdlné jsme zjistili hodnoty funkce f v ndsledugici tabulce.

17 2 38 4
flz) |3 2 4 3 5 4

Odhadnéte ffzf(a") dx pomoci
(i) obdélnikového pravidla s 5 délicimi intervaly a vyskou obdélniku danou vidy v levém
krajnim bodé délicitho intervalu,

(i) obdélnikového pravidla s 5 délicimi intervaly a vyskou obdélniku danou vidy v pravém
krajnim bodé déliciho intervalu,
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(#1) lichobéznikového pravidla s 5 délicimi intervaly.

Piiklad 190. Je ddna funkce f(x) = a® — 2 + 32 — 5 na intervalu [—3,3]. Odhadnéte

fjs f(z) dz niZe popsanymi zpusoby. Ndsledné spoctéte presnou hodnotu daného integrdlu.
(i) Uvazujete ekvidistantni délent tohoto intervalu na 3 subintervaly a pouZijete obdélnikové

pravidlo s vyskou obdélniku danou vidy uprostied délictho intervalu.

(i) Uvazujete ekvidistantni déleni tohoto intervalu na 6 subintervalii a pouZijete obdélnikové
pravidlo s vyskou obdélniku danou vidy uprostied délictho intervalu.

(#i) Uvazugete ekvidistantni délent tohoto intervalu na 3 subintervaly a pouzijete lichobéznikové
pravidlo.

() Uvazujete ekvidistantni délend tohoto intervalu na 6 subintervali a pouZijete lichobéznikové
pravidlo.

Pi#iklad 191. Odhadnéte vsechny rediné koreny polynomu P(z) = 62°+19224-22—3 s chybou
nejvice 0,05.

(POZOR! Véta o odhadu velikosti kotent funguje jen pro mormované polynomy.)
Piiklad 192. Pomoci Taylorova polynomu tretiho Tddu pocitaného se stiedem xg = % od-
hadnéte hodnotu funkce
f(z) =In(2z)
v bodé v = 1.
Piiklad 193. Pomoci Maclaurinova polynomu étvrtého 7ddu odhadnéte hodnotu funkce
f(z) = 2® + cosx
v bodé %

Priiklad 194. Sestrojte Tayloriv polynom cturtého tddu se stiedem xg = —1 pro funkci

1

flz) = >
Piiklad 195. Sestrojte Maclauriniv polynom tietiho Fddu pro funkci
(a) f(z)=e""", (b) g(z) = arctgx.

Piiklad 196. V tabulce jsou uvedeny cétyri méreni. Odhadnéte pomoci Lagrangeova inter-
polacniho polynomu hodnotu mérené veliciny v éase 2,5. (Polynom neni nutné pred dosazenim
upravovat. )

cas |1 2 3 4

namereno ‘ 20 1 1°

Priklad 197. V ndsledujici tabulce jsou uvedeny étyri hodnoty funkce f. Aprozimugjte tuto
funkci pomoci Lagrangeova interpolaéniho polynomu. Polynom upravte. Poté odhadnéte po-
moci ziskaného polynomu hodnotu funkce f pro x = %

-1 0 1
f@)]6 4 -2

[\S)

=
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Piiklad 198. Pomoci metody nejmensich ¢tverci najdéte vztah popisujici linedrni zdvislost
teploty na case zjisténou mérenim zaznamenanym v tabulce

Gas |1 2 3 4

teplota ‘ 2 -1 2 1°

Jakd teplota odpovidd ¢asu g?
Piiklad 199. Pomoci metody nejmensich ¢tverci najdéte vztah popisujici linedrni zavislost
teploty na case zjisténou mérenim zaznamenanym v tabulce

cas ‘—1 0 1 2
teplota,‘ 3 -1 0 2°

Body a primku nacrtnéte a na obrdzku popiste metodu nejmensich ctverci.

Priklad 200. Sestrojte Lagrangeiv interpolacni polynom pro funkci, pro niz plati
f=D=2 [f)=-2 [fB)=1
Priiklad 201. Sestrojte Lagrangeiv interpolaéni polynom prochdzejici body
[-2,5],[-1,3],[0,1],[1,0].
Piiklad 202. Metodou nejmensich ctverciu prolozte primku body
(i) [0,1],[1,3], [2, -1],[3,3],
(i) [1,1],[2,0],10,3],[-2,5].

§17.8 Wolfram|Alpha

o Kofeny algebraické rovnice.

solve x"5+5x"4-4x"3+12x-1=0

e Tayloruv polynom.

series of xIln(x) at x=1, order 7

e Lagrangelv interpolac¢ni polynom.

interpolating polynomial [0,1],[1,2],[2,4],[3,8]

e Metoda nejmensich ¢tvercu.

linear fit [-1,3],[0,-1],[1,0],[2,2]

KAPITOLA 17. APROXIMACE

164




P¥iloha

Resen{

Piiklad 4pr.4:

3 9
(S I I G [ 3
10 ~14
(iii) 10, (iv) —13.

Priklad 14pr.14:

-1 10 (iii) nelze,
@13 7/,
77 14 6 4
Gv) |26 12 10],
7 -10 38 18 16
@ |9 6 |,
11 16 (v) nelze.

Priklad 15pr.15:

10 —50

4 44

BAC = 8 36
-19 -5

Priklad 16pr.16:
CTATBT = (BAO)T.

Priklad 17pr.17: Matice ma plnou hodnost, je tedy ekvivalentni s jednotkovou matici. Podle
pouzitych tprav muze vyjit jakdkoli horni trojihelnikova matice plné hodnosti.
Piiklad 18pr.18: h(E) = 3, nezdvislé jsou sloupce 1, 2 a 4, nebo 1, 3 a 4.

Priklad 19pr.19:
17 3 9 -11

-3 2 -3
1 1121 3 13 -15
_17— —_ — _1:—
Fo=3 11?16’}1 4(-7 -1 =3 5 |’
29 3 17 —19
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G~! neexistuje (matice G je singuldrni).

Priklad 20pr.20:

6 7 -2 70 7o
34-2B=|-9 7|, AB"=| -6 0 7|, ATB=<4 11)'
14 11 -10 17 6

Priklad 21pr.21:

-6 2 =8
(woy==2, wl=10 0 0], «fv=(-2).
3 -1 4
Priklad 22pr.22:
h(A) =2
Priklad 23pr.23: Napft.
1 2 3 1 2 3
hlo o o)=1 nlo 4 5|=2
0 0 0 0 0 0
w0
hl0 4 5]=3 & > =4
00 6 0 0 61
0 0 0 2

(Matice jsou ve schodovitém tvaru v némz hodnost = poéet nenulovych radku.)

Priklad 24pr.24:
Napt. uy, ug, ug.

Priklad 25pr.25:

s 12 T iz 55 54
At==1[5 9 -8|, Bl=:
mw\y, = 212 -13 0 -3
2 -5 -2 -1
Priklad 27pr.27:
T 1 T -2
@ fv|=12] (i) |y]=|3-2p]|.PER,

z -1 z p

(ii) nem4 FeSeni,
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1 %(77 12p + 4q) X 0
@) 2] = t8p—q-3) (vii) ly] =10
T3 p z -1
T4 q
(viii) nemd fesent,
) x —17/8
T 7 —3/4
: vyl _
™ ly]l=12], () |5 = —7/4
z 2 w -11/8
x1 ) 1Bg+7)
T 8—4p T 7@p+5g+1
i) [y]=(3p-2].peR, () JL; -1 q | paer
z P s p
Priklad 32pr.32:
i) -8 (iv) —32,
(i) 13 (v) 8z2% - 5z,
(vi) —2a3b— 3a® + 7a®b + 2a%b* + 3ab? +
(iit) 41, + 6ab — 6a® + 6b%.
Priklad 33pr.33:
(i) —10, (ii) 189, (iii) —310.
Priklad 34pr.34:
25.
Priklad 35pr.35:
0 0 11 —11
(i) {0 (ii) 0 (i) | -3, (iv) 3
1 -1 13 —13
Priklad 36pr.36:
79.

Priklad 37pr.37:

Priklad 40pr.40:

100.

(Jde o kvédr.)
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T 1
@ (y|=12
z -1

(ii) determinant je nulovy - Cramerovo pra-
vidlo nelze pouzit,

Priklad 41pr.41:

(iii) determinant je nulovy - Cramerovo pra-
vidlo nelze pouzit,

r=2,y=—1,2=3.

Priklad 42pr.42: SLR nemd Feseni.

Priklad 43pr.43:

T 14 —4p

Priklad 44pr.44:

=| p—4 |,peR.

I2:2.

Priklad 59pr.59:

(i) 32" + 2% + 2% + 2 + 10,

)
(ii) 92* — 1223 + 2322 — 222 + 40,
(iii) —102* + 2323 — 2522 + 162 — 4,
)

(iv) —54al + 562 — 1742 — 1827 + 12623 — 41822 + 2452 — 239.

Priklad 60pr.60:

(i) 2 — 3+ 223 —x2 452

at—gd—z+1

Priklad 61pr.61:

(i) P(z) = (z+2)(z+ 1%z —1)(z —3),

. : —-5+6
(ii) %x4 + %x—}— 1+ 55—

(ii) Q(z) = (v + 2)z(z — 1)4.

Priklad 62pr.62: (i) Dvojndsobnym, (i¢) dvojndsobnym.

Priklad 63pr.63:
(i) ryze lomena,
(ii) 2%+ 222 — 2 — 1  Sxlfdedl

341

Priklad 64pr.64:

— 42841225422+ 47

(iii) % + 9294228 —1
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(iii) v R nema4 Feseni,

(i) vRiC {-1,3},
v C {2 +5i}.

(i) vRiC {-2},

Priklad 65pr.65:

(i) &) = € (~00,~1) U (3,00),

(i) a) seR— {2}, Db)zeR,
(i) z € R,

(v) ) ze(-2,1), b ze(-21],
(v) a) @ € (—00,~1) U(=1,0)U(3,00),  b) z € (—00,0) U[3,00),

(vi) a) @ € (=00, =3) U (—1,—-1/2) U (2,00),
b) z € (=00, —3]U(—1,-1/2) U [2,00),

(vii) a) z € (—o0, —3) U (BT, =30V1T) (2, o0),
b) & € (—oo0, —3] U (ST, =30V1T) (2, o).

Priklad 66pr.66:

o fRz:  [3,0],[-5,0],
e fNy: [0,15].

Priklad 67pr.67:
z € (—oo,—1]U(},3].

Priklad 68pr.68:

2 —8x2 + Tz — 18
)=Zr+1 _ .
B@) =3+ 14 55 5a 1)

Piiklad 69pr.69: y = —2z + 3,[0,5/3], [1,1].
Piiklad 70pr.70: y = —x + 1.
Priklad 7T1pr.71: y = %1‘ + 2, zajimé néds hodnota pro = 12, tedy davka je 3,2 gramu.

Priklad 74pr.74:
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Obr. A.1: (i) a

Obr. A.3: (iv)

Priklad 75pr.75:

(i)

Obr. A.4: (v)

4

Obr. A.2: (i)

g

Obr. A.5: (vi)
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Obr. A.7: (ii)

Priklad 76pr.76:

Obr. A.8: (iii)

Obr. A.10: (i)
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Obr. A.12: (iii)

D LN
4

* V
5 \/ Obr. A.14: (v)

Obr. A.13: (iv)

f
2
44
4 ¥
2]
3
2
05w 05x
1
04 T 1 ]
o n PR

Obr. A.15: (vi)

Obr. A.16: (vii)
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Priklad 77pr.77: b

Priklad 78pr.78:

(i) D(f) =R —{-2}
(i) D(f) = (=00, 3]
(iii) D(f) = (=3,00)
(iv) D(f) =R,

PRILOHA A. RESEN{

Priklad 79pr.79:

2 Ly 22 2 .
W () (i) 27, (i) (252) ", (iv) In*a”.
Priklad 80pr.80:
(i) 2°,cotgw, (iii) cosw,x7,
(il) ¢z, sinz,z® + 3, (iv) logy @, /z,tgx,2 + .
Priklad 81pr.81:
a) sinz, (3)7, b) sinz, 1,57,
Priklad 82pr.82:
(i) fHz) =234 (ii)) f'(x) =3"+2,
(i) fl(z) =4/H, (iv) f~Yz) =logi z = —logs .
Priklad 84pr.84:
1 s/ —1
1) = {55
Priklad 85pr.85:
(i) D(f) = (1,00), (ii) D(g) = [-5,—4].
Piiklad 86pr.86: D(f) = (=%, —10) U (~10,1).
Priklad 87pr.87:
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Priklad 88pr.88:

Priklad 89pr.89:

Piiklad 90pr.90: Funkce f je lichd, g suda a funkce hy a hg nejsou ani liché, ani sudé.

Priklad 96pr.96:

(i) 16,

Priklad 98pr.98:
@)
(i)

Wl o=

Priklad 99pr.99:

(i) 3,

Priklad 101pr.101:

Priklad 102pr.102:

(i) —4,

D(f) = [_47 _2) U (174]'

D(f) = (=00, 0) U (0,1],

(iii) oo,
(iv) —oc,
(iii) —12,

(iv) neexistuje,

(iif)
(iv)

(=] PN

(i) 0.

(¥) 5+ 5 —

D(g) = (0,1).

(v) neexistuje,

(vi) —o0.

(v) neexistuje,
(vi) oo.

(v) —o0

(vi) -3

5
43’

. 322 +48z+1
o) G

(vii) 2cosx — §+

(viii) tgz +

in®z’

2
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Pifklad 103pr.103:

. 9
(i) 2,-3, 2

Priklad 104pr.104:
(i) ze*(2sinz + wsinz + zcosx),

(i) f(z) = 226%(3 + xIn6),

Priklad 105pr.105:
(i) 3ze[(sinx—3Inz)(x+2)+xcosz—3

(i) 47[2 + (22 + 6) In4],

9224245
1) -—F————,
( ) 2v/3z3 2224521’

. ,14,
) G

2?—22—1 [a?41
(v) 2@z \ T-z

Priklad 106pr.106:
(i) 52% +5%In5,

(ii) z®(1 +1nz),

Piiklad 107pr.107:

(i) 2*V/57(25 + x1n5),

(ii) —302*tga®Incos® 2,

)
(il)) —F——,
zln 2 [1-log} 2
3

Priklad 108pr.108:

f'(x) = 152 + 2sina —
h(z) =

Priklad 109pr.109:

(V) sirs
(V) z2—2z—1
(z2+1)2 >

i) .

(vi) —62%sina® cosz®,

RabZNaid

(vii) sin?(2z) 4 2z sin(4z),

(vill) A,
(ix) 722" +2=91n7(622 + 1),

2
() =57

=

(iil) (sinx)®®*(cosz cotgx — sinzInsinz),

=

: Atgz(lnlnz | tgx
(iv) (Ina)®(2Er + ohs)-

: 1 1
(iv) @3 T —22+10z—21"
—2cotgx
(V) In?(sin )’
(vi) 2sinz(zsinxcosa? + sinx? cos x).

3 (@) s4lnz —1
—, )=’ ———
23 7 I’z
2 cos(2x)

3¢/sin?(2z)

"(—2) = 1224.




177

Piiklad 110pr.110: f,

36xy> + 2.

Priklad 111pr.111: f, = fgcos %fy = lﬁﬁ cos 5.

Priklad 112pr.112:

Piiklad 114pr.114:

(i) y =11z + 25,

Piiklad 115pr.115:

N d—a
(i) U*TTﬁ

Priklad 120pr.120:

= 3y' —302°, f, = 122y® + 2y, for = —1502%, foy = 124°, fyy =

2z
Y

(iii) oo,

(iv) —oo.

(i) x—y+7=0.

(i) y = 12z — 110.

Obr. A.17: (i) Obr. A.18: (ii)
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Obr. A.19: (iii)

s

Obr. A.21: (v)

Obr. A.23: (vii)

Obr. A.20: (iv)

Obr. A.22: (vi)

Obr. A.24: (viii)
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Obr. A.25: (ix) Obr. A.26: (x)

Piiklad 121pr.121:

(i) = € (—00,0) U (2,00) (iv) y=0,
(i) = € (2—V?2,2+V2), (v) z=2,
(iil) nemé, (vi) z € {2-v2,2+V2}.

o .34 V92
Priklad 122pr.122: 1 4 ¥g=.
Priklad 123pr.123: D.
Priklad 124pr.124
(i) Obdélnik s maximdlnim obsahem pii pevné zadaném obvodu je pravé étverec, tedy
a=b=o/4.
(i) —V2.
(iii) Za danych podminek jsou tedy nejlepsi volbou parcely o rozmeérech 100 x 120m, pricemz
vétsi rozmér je vertikalni.

Priklad 139pr.139:

) 22 — 8y/x +2In|z| +c,

) £V 4+ 245 + ¢,
(iii) % +4Infz|+ 5 +¢,

)

273 + 322 + 92+ 28In |z — 3| + c.

Priklad 140pr.140:
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(1) %sin(%z) +c,
(i) —3v2=8z+c,
(iii) 2In|2z — 1| +¢,
. =3z
(iv) 33 + 6

(v) %arctg(Zw) +ec.

Priklad 141pr.141:

(i) e®(2?—22+2) +¢,

(ii) %lnm — % +ec.
Priklad 142pr.142:

(i) In|22% - 8| +¢,

‘In|22% - 8| + ¢,

—
=
=H

=

.

—
=1
=

=

J ST dw = -/ 2 dg = —In|cos x| + c.

Priklad 143pr.143:

[ et |
= dw
16 + 922 42 + (32)?2

_1 1 t31+ _ ¢ x+
=g actg - te=parctgo- 4
Prfklad 144pr.144:
dz =3 L
xr x
16 — 922 2 (31)2
_3 E 1 | 4+ 3x 711 44+ 3z
T3 o Ma 3| T T8 a3

Priklad 145pr.145:

/;dx=—7/;dx

V3
4

1 . .
= —7—=arcsin arcsin

73 1

\/5w+ 73\/5

+c.
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Priklad 146pr.146:
" 2 " 1
——dz = 2/ ——dx
/\/4902—3 V(22)?2 =3
1
:25111\2m+\/4m2 —3|+c=In|2z+ V422 - 3| +c.

Priklad 147pr.147:

/‘#dzi/;dr
22 +8c—10 ~ 2) a24+4x—5

—§/71 dw——§/71 dz
T2) (@+22-9 7 2] 9-(zx+2)?2

3 1 ) 3+x+2 1 nl® +5 n
=——.—In =—-In c.
2 23 |3—x-2 4 |1—-2
Priklad 148pr.148:

(i) 224 - 283+ & —z o, (iv) £ Vall — 20 3/317 4 ¢,
(i) %x?’ - %2 —2lz +c, (v) —% arcsinx + ¢,
(iii) %7%x2+%1n|x\+2%+c, W) 25 -3+

Piiklad 149pr.149:
(i) 2sinz — (2z + 3) cosz + ¢, (iv) ﬁlnaz—%—kc,
i) e®(x? +x—2) +c v lzzalct;gz—z+arctfraz: +c,
2
iii) z(lnz—1) +¢ vi) € (sinz + cosz) + c.
(iii) a( )+e i) 5
Priklad 150pr.150:
(1) z;hl lz| + ¢, (vi) m +c,
(i) —2In|5 - 92| +¢, (vii) V322 =5 +ec,
_1 473 . _
(i) —5v/ (3 —42)* +¢, (viii) 2VIn®z + ¢,
5 5 /(0w —3)0
(V) V(22 -3)0+¢ (ix) —In|cosz| +e,
v) VT — \/garctg VE+e (x) n(2?2 =3z +17) +c

Priklad 151pr.151:
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(i) ~Inl4—e|+c, (iv) —@2 4 ¢,

. 4 .
(i1) %fz +e, (v) =5 —sinz +¢,
(i) —% e 4o, (vi) -5 —sinz +c.

Priklad 152pr.152:
)~ V.
(ii) 2 H arcsin 32 5+
(iii) 2\[arctg [[ z:+2)]

(iv) 3ln [ (x+1+Va2+2z+5 ] + ¢1, nebo (dle pouzitého vzorce)
3ln {(Tjt 1+ Va2 + 22 + 5)] + o, kde cg = ¢ +31n%

(v) v3z —1—arctgy/3z —1+c¢,

(Vi) 22z 4+ )i —IQ2e+ )i +c=H2e+ 1)iGe—2) +¢

Priklad 153pr.153:

(i) 2|3z — 4] +c, (iv) In(2? — 22 + 3) + ¢,
(ii) ﬁ +e, (v) 2In(z? — 22+ 3) + 7‘f arctg - f +e,
(iii) v/2arctg ¥ \f +c, (i) @z’ +z+1) - S—‘f arctg % +ec.

Priklad 163pr.163:

(i) 168, (v) 117,
(i) 2+ =, (i) 4,
(iii) 3, (vii) 42,
(iv) 1+~ 5, (viii) €L

0 T, (iii) w(4v/5 + 10).
(ii) 4mV/5,

Priklad 165pr.165:
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() 3, (i) 2.
Priklad 166pr.166:

i) %, (iv) 48,

(i) 1922, ) 2, VI+4a?dz,
(iii) 487V/5, (vi) 4v/5.
Priklad 177pr.177:

(i)y:Ssinz—%-{-c7 ceR, (ii)gp=%.:,.c7 ceR.
Priklad 178pr.178:

(i) y=3sinz — 7‘305221 + 4,

(i) 2=2 -6 = y=+20+12,

(i) =2 -6 = y=—v2o+Ii2
Priklad 179pr.179:

(i) y:ceffa ceR, () y=3z—3+ce™, ceR
Priklad 180pr.180:

(i) y=—2e'"32, (i) y=3z— 3 — 55

Pitklad 189pr.189: (i) 19, (if) 22, (iii) 20,5.
Pitklad 190pr.190: (i) -46, (ii) -47,5, (iii) -52, (iv) -49, piesnd hodnota je -48.

Priklad 191pr.191: Kofeiny jsou —3, —% a % Vysledné odhady kofenu tedy musi vyjit nejvyse
o danou chybu jinak. (ResSen{ prikladu nelze jednoznacéné napsat, protoze jind volba prvniho
odhadu muze vést k jinému vysledku, ktery je sice také dostatecné piesnou aproximaci hle-
daného kofene, ale napf. z druhé strany, nebo v rdmci povolené chyby posunuty.)

Piiklad 192pr.192: Polynom = %xs — 622 4 6z — %. Vysledna hodnota = %.

Priklad 193pr.193: Polynom = i(ax4 + 242% — 1222 4 24). Vyslednd hodnota = %.

Piiklad 194pr.194: —a* — 523 — 1022 — 10z — 5.

Pitklad 195pr.195: (a) e(1-%), () @-%.
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Pifklad 196pr.196: Polynom = —iz? + Iz — 5. Vyslednd hodnota = 3.
Priklad 197pr.197: —13.
Priklad 198pr.198: y = %ac — 3. Hodnota v % je 0.

w1 . _ 1
Piiklad 199pr.199: y = —Z + 11

Hleddme pfimku (linedrni
zavislost) pro niZ je souZet ploch
naznaenych Ctvercd minimdlni.

Priklad 200pr.200:

Priklad 201pr.201:

Priklad 202pr.202:

(ii) y = 7%@ + Lf.

Priklad 203pr.203: Odhady vyjdou piiblizné —2,948828358;0, 7828156787 a 2,166012680.
Vysledky se mohou lisit dle zvoleného prvniho déleni intervalu. (Nikdy ale o vic, nez o
prislusnou chybu).
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Zlomky
_ ad£ch -1 b - 1
b E3=% (5)" =4 &= 5
ac _ ac (&) =, a_ 1
bd bd? b or a
q a ca _ a
b _ad__ ad b~ b
k T he T b
i Vzorce
Ostatni
> Komplexni &isla (C)
§B.1 Zakladni vzorce 2 =1, a+ib=a—ib, a® + % = (a—ib)(a+1ib)
> Kvadraticky polynom P(z) = ax® 4+ bx + ¢
Mnohocleny
‘ D = — dac, T19 = ”’%ﬂ‘m, P(z) = a(z — 21)(z — x2).
(a+b)? = a® % 2ab + V2, (a4 b)? = a® £ 3a%b + 3ab® + b,
a2 — v = (a—0b)(a+D), a® £ b = (a £ b)(a® F ab+ b?).
> Doplnéni na ¢tverec
2 (24 b c 2 2 _p?
s az? +br +c=a(z? + tx + 9), 4pr+qg=(+5? -5 +q
Mocninna funkce ( Wt prag=(@+i) - tq
0 _ —r _ 1 1 r r.s _ . T+S s _ TS
a’ =1, a " ==, ar = v/a, a'a®=a"", a’ )’ =a'”. .
@ va @) § B.2 Derivace
Logaritmus a exponenciila Necht f a g jsou funkce, c € R.
log,z =y <z =adY, log ¢ = loga — logb, o (ftg)=[f%¢g, . <£)l=f'%g—f7‘/
logl =0, log,a” =x = alo8a e (cf)=cf '
log,a =1, Inz =lgz =log.z, e =2,71828..., i B
loga® = bloga, log, b = b — o2, .« (Fa) =19+ fd. o o] = F(g) - g'(a).
log(ab) = log a + log b, ¢
Necht a,b,c,a €R, a,b >0, a #0, b # 1.
Goniometrické funkce e (sinz) = cosz,
tgxr = z::fw cos 2z = cos? x — sin’ o (¢) =0, e (cosz)' = —sinz.
cotgx = 8L sin? & = l=cosz , 1
sinsz + CZ‘:QLI =1, 22% = HC% o (2%) = az*!, o (tgz) = Sop
sin 2z = 2sinx cosz, o (@) —e o (cotgz) = 51;211,
o (a") =a* Ina, o (arcsinz) = 1£12,
» [o]s]3]3]s = Jolsi]s]s o (moy =1, o (arceosz) = 7=y,
i 1| V2| V3 V3
sinz | 0| 5 | % |5 |1 tgr | 0| 5| 1]v3] - o (logy ) = 7 o (arctgz) = 1+lz2=
- 31 V2| 1 . . G 3
cosx | 1 % Sl 310 cotgz | — | V3|1 % 0 e (arccotgz) = =1
82) = 1,z
185
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§B.3. INTEGRALY

§ B.3 Integraly

Necht f a g jsou funkcee, k, ¢ € R.

o [[f(z)£g(2)]dz = [ f(z)da £ [ g(z)dz,

o [k-flx)dz=k- [ f(x)dz,

o/ f;’gg dz = In|f(z)| +c

Necht A, B,a,c,k,n €R, a >0, n# —1.

o [kdz=kx+e,

Zntl
n+1

o [a"dx = +c,
e [Ldz=In|z|+c,
. fa"”d;z‘z%#»q

o [e"dx =e” +c,

e [sinzdz = —cosz +c,

o [coszdz =sinz+ec,

o [ —Coslz%dz=tgac+c7
o [ - de=—cotgz+c,
. f\/ﬁdw:arcsin%qLc,
- .
. j\/ﬁdx=ln\x+\/ﬁiB\+c,

1 Lo
ofmdwzzarctg%Jrc,

1 _ 1 Atz
o [ tmde =gy |4E

+c.

Integrovéni per partes [u = u(z),v = v(z)].

/uv’dz:uvf /u'vdz.

Substituéni metoda.

x = h(t
/f(r) dz = ® = /f(h(t))h’(t) dt,
. de=1(t)dt| -
/f(g(zxf))g’(.’l:) dz = gle) =1 = /f(f) dt.
g (z)de =dt

Délka kiivky.

L= /b V1+ f?(z)dz.

Povrch plasté a objem rotacniho télesa
(rotace f kolem osy ).

b
P= 271'/ f@)V/1+ f?(x)dz,

V=n /b 2 (x)da.




