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Urgity (Riemanndv) in Definice a vlastnosti

Definice (Dé&leni intervalu)

UvaZujme uzav¥eny interval | = [a, b], —0o0 < a < b < co. Délenim
intervalu | rozumime kone¢nou posloupnost D = {xg, x1, ..., x,} bodi z
intervalu | takovych, Ze

a=xp<x1<x < < Xp_1<Xp,=>b.

¢isla xg, x1, - . ., Xp Nazyvame délici body.

Normou v(D) d&leni D rozumime maximalni vzddlenost sousednich
délicich bodd, tedy

v(D) = max{x; — x;_1,i = 1,...,n}.
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Urgity (Riemanndv) in Definice a vlastnosti

Definice (Integralni soutet)

Necht f je funkce definovana a ohrani¢end na uzavfeném intervalu

I = [a, b] a necht D = {xp,x1,...,X,} je d&leni intervalu | a
R ={&,&,...,&n} je posloupnost &isel z intervalu | takovych, Ze
i1 <& <x, i=1,....n

Potom soucet

o(f,D,R) = > F(&)(x — xi-1)
i=1

nazyvame integralni soucet funkce f pfislusny déleni D a vybéru
reprezentantid R.
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Urgity (Riemanniv) integral Definice a vlastnosti

a=x{ X, X, X3 X, Xy 07K
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Ur¢&ity (Riemanniiv) integral Definice a vlastnosti

Jak je vidét na predchozim obrazku, geometricky je integralni soucet
kladné funkce roven sou&tu obsahii obdéIniki , jejichz zakladny maji délku
rovnu délce jednotlivych podintervali v déleni D a jejichZ vyska je rovna
funk&ni hodnoté& v reprezentantu z p¥islusného podintervalu.

Je-li funk&ni hodnota v reprezentantu zdpornd, tedy obdélni¢ek je pod
osou x, potom je samoz¥ejmé p¥ispévek tohoto obdélnitku (podintervalu)
do integrélniho soultu zéporny.

Obecné je tedy integrélni soulet roven sou&tu obsahl obdélniki nad osou
x zmenseny o obsah obdélnikli pod ni.
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Urgity (Riemanniv) integral Definice a vlastnosti
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Urcity (Riemanniv) integral Definice a vlastnosti

Definice (Urcity (Riemanniv) integral)

Necht f je funkce definovana a ohrani¢ena na uzavfeném intervalu

| = [a, b]. Déle necht D, je posloupnost d&leni intervalu | takovd, Ze
limp—00 (D) = 0 a R, posloupnost reprezentantt z t&hto déleni.
Rekneme, ¥e funkce f je Riemannovsky integrovatelnd na /, jestlize
existuje ¢islo R € R takové, Ze

lim o(f, Dn, Ry) = R.

n—oo

Cislo R nazyvame Riemanniv (urity) integral funkce f na intervalu / a

znadime jej
b
/ f(x)dx.
a

Cislo a nazyvame dolni mez a &islo b horni mez Riemannova integralu.
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Urcity (Riemanniv) integral Definice a vlastnosti

Riemanniv integrél tedy pro funkci f spojitou na intervalu | = [a, b]
ziskdme takto:
@ Interval rozdélime na podintervaly. Z kaZdého podintervalu vybereme
reprezentanta uréime integralni soudet.
e Dé&leni zjemnime (vybereme nové déleni s men3i normou) a postup
opakujeme.
@ Déleni zjemiiujeme dokud se integralni soucty neustali. Hodnota, na
které se ustdli je Riemanndyv integral funkce f na intervalu /.
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Ur&ity (Riemanniv) integral Definice a vlastnosti

Véta (Aditivita vzhledem k mezim)

Necht f je funkce integrovatelnd na intervalu [a, b] a necht c € (a, b).
Potom je f integrovatelnd na intervalech [a,c] a [c, b] a plati

/ab F(x)dx = / £(x) dx—i—/cb £(x) dx.
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Ur&ity (Riemanniv) integral Definice a vlastnosti

Véta (Linearita vzhledem k funkci)

Necht f a g jsou funkce integrovatelné na intervalu [a, b] a necht c € R.
Pak plati

/a T IF0) + g(x)] dx — /  F) dx /  2(x)dx.

/abcf(x)dx = c/ab f(x)dx.
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anndv) in Definice a vlastnosti

Definice
Necht a < b.
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Urgity (Riemanniv) integral Definice a vlastnosti

Véta (Monotonie vzhledem k funkci)

Necht f a g jsou funkce integrovatelné na intervalu [a, b] takové, Ze pro
x € (a, b) je f(x) < g(x). Pak plati

/ab f(x)dx < /abg(x)dx.
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Ur&ity (Riemanniv) in Definice a vlastnosti

Disledek (Integral z nezdporné funkce)

Uvazujeme-li v pfedchozi vété f = 0 dostaneme, Ze integral z funkce
nezdporné na celém intervalu, pfes nejZ integrujeme, je nezaporny.

Pozndmka
Obdobné tvrzeni snadno obdrzime pro funkci nekladnou.
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Definice a vlastnosti

Ur&ity (Riemanniv) in

Véta (Postaujici podminky integrovatelnosti)
Funkce f je Riemannovsky integrovatelnd na intervalu | = [a, b], jestliZe
spliiuje aspori jednu z nadsledujicich podminek.

o Funkce f je na | spojita.

o Funkce f je na | ohrani¢enda a monotonni.

@ Funkce f je na | ohrani¢end a ma na | konecny pocet bodii

nespojitosti.

Matematika
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Ur&ity (Riemanniv) integral Vypotet

Véta (Newton-Leibnizova formule)

Necht je funkce f Riemannovsky integrovatelnd na intervalu | = [a, b).

Dile necht je funkce F na intervalu (a, b) primitivni funkce k funkci f a je
spojita na I. Pak plati

b
/a f(x)dx = [F(x)]. = F(b) — F(a).

5 315 3 3
2, |x _i_(—2) _133
/de—[ ]_2—3 3 — 3
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Urcity (Riemanniv) integral Vypotet

Véta (Metoda per partes pro urdity integral)

Necht jsou funkce u, v a jejich derivace spojité na intervalu [a, b]. Pak plati
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Ur&ity (Riemanniv) integral Vypotet

Véta (Substituéni metoda pro urcity integral)

Necht jsou funkce f,p a ¢ spojité na pFislusnych intervalech a necht je
funkce ¢ ryze monotonni. Pak plati

b w(b)
/a F(p(x))! (x) dx = / JRCLE

b ¢~ (b)
/a f(x)dxz/_l(a) f(o(t))¢'(t) dt.
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Ur&ity (Riemanniv) integral

Vypotet

5 t=2x—1 x=5=1t=9
/\/2x—1dx: dt=2dx x=1=t=1
1 dX:%dt

9 9 37°
1 1 1 1|t
= \/f—dt:—/ t2dt == | —
/1 2 2/, 2|3,
127 3 1 26
=i =cer-1=2
23[2]1 3( )
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Ur&ity (Riemanniv) integral Vypotet

1 t=5-2x3 x=1=1t=3
/ x3(5—2x3)*dx = | dt = —6x2dx x=0=t=5
0 x2dx:—%dt

3 3 5
1 1 1
:/ Tl dt:—/ t4dt:/ t*dt
5 6 6 Js 6 /3

_L[EP L g 2882 1441
;5 30 30 15
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Ur&ity (Riemanniv) integral Aplikace

Plocha podgrafu kladné funkce na intervalu [a, b]:

/a ) dx.
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Ur&ity (Riema egra Aplikace

Plocha mezi grafem funkce f a osou x na intervalu [a, b]:

/ab|f(x)|dx.
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Urcity (Riemanniv) integral Aplikace

Priklad

2

Ur&ete plochu ohrani¢enou grafem funkce f(x) = x* — x — 2 a osou x na

intervalu | = [-2, 3].

Protoze x> — x — 2 = 0 ma koFeny x; = —1 a xo = 2, snadno zjistime, %e
funkce f je na intervalu / kladna pro x € (—2,—1) U (2,3) a zdpornd pro
€ (-1,2).

p= [ Itlox '
:/1 F(x )dx+/21(—f(x))dx y

S fe
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Ur&ity (Riemanniv) integral Aplikace

Délka k¥ivky grafu funkce f na intervalu [a, b].

€=/ab\/1+f’2(x)dx.
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Ur&ity (Riemanniv) integral Aplikace

Objem a povrch plasté rotaéniho té&lesa
(rotace nezaporné funkce f kolem osy x na intervalu [a, b]).

b b
P =2n / F(x)\/1+f2(x)dx, V=7 / f2(x) dx.
a a

yA
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Ur&ity (Riemanniv) integral Aplikace

P¥iklad
Uréete plochu ohranitenou grafy funkci f(x) = x> +1 a g(x) = x + 3. }
f(x) = g(x)
x> 4+1=x+3
X2 —x—-2=0
X1 = —1,X2 =2

i x)—f(x)dx = 2x —(x? X = i Xx—x2dx = _9
/g() f(x)d —/_1( +3)—(x*+1)d _/12+ dx=...=7.

-1 _
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Ur&ity (Riemanniv) integral

P¥iklad

Urcete objem télesa vzniklého rotaci plochy omezené grafy funkci

f(x) =x?>+1a g(x) = x+3 kolem osy x.

2 2
V = /g dx—7r/ f2(x) dx
~1
:w/ (x +3)% — (x* + 1)%dx
:7r/ 8+ 6x — x? — x* dx
1
117
= T—
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Diferencidlni rovnice Uvod

Definice

Diferencidlni rovnice je rovnice, ve které se nezndma funkce vyskytuje
spolu se svymi derivacemi. Rad diferencialni rovnice je nejvyssi derivace
nezndmé funkce, kterd se v rovnici vyskytne.

F(X7.y7.y/7 A 7.y(n)) = O
Budeme se zabyvat rovnicemi prvniho ¥adu.

Rovnice prvniho ¥adu

@ Obecny tvar je F(x,y,y’) =0, kde F je funkce t¥i prom&nnych.

@ Rovnice rozfesené vzhledem k derivaci je y’ = f(x, y), kde f je funkce

dvou proménnych.
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Diferencidlni rovnice Uvod

Definice

Regeni diferencialni rovnice je funkce y = y(x) (pop¥. y = y(t),
y = y(x,t),...), kterd spliiuje danou diferencidlni rovnici.

Redeni diferencidlnich rovnic ziskdme obvykle pomoci integrovéni, proto
budou obsahovat integra¢ni konstanty (tolik integranich konstant,
kolikrdt budeme integrovat). Tedy tzv. obecné Feseni (tj. viechna ¥eSeni)
dostaneme jako mnoZinu danou témito konstantami.

Regeni dané potatetni podminkou, nap¥. y(xp) = yo (pfedem zadani
hodnota v daném bodg&), se nazyva partikuldrni.
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Diferencidlni rovnice Uvod

Poznamka

Regeni diferencialnich rovnic jsou spojité funkce (existuji jejich
derivace).

Rovnice y’ = f(x) nema jediné ¥eSeni (primitivni funkce tvo¥i
mnozinu). Pokud uvaZujeme podminku, Ze F(x) ma prochédzet
uréitym bodem, pak m3 rovnice jedno ¥edeni. Podminka y(xp) = yo se
nazyva pocdatecni podminka a rovnice s touto podminkou pocatecni
problém (Cauchyho tloha).

Vypocet primitivni funkce y = f f(x) dx odpovida Feeni rovnice

y' = f(x).

y' =y ma ¥edeni y = c - eX.

y" +y = 0 p¥i popisu malych kmitii matematického kyvadla. Re¥eni
jsou y =sinx, y = cosx a kazda linedrni kombinace téchto dvou
funkci, tedy ¥eSeni tvofi linedrni prostor.
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Diferencidlni rovnice Uvod

Klasifikace

@ Podle pottu nezavisle promé&nnych na obyZejné (ODR) a parcidlni
(PDR) diferencidlni rovnice.

@ Podle linearity na linedrni a nelinedrni diferencidlni rovnice.

@ Podle ¥adu (rovnice n-tého ¥adu).
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Pt¥iklad

Diferencidlni rovnice Uvod

ms” = F, kde s = s(t) je poloha bodu na p¥imce, draha (Newtoniv
zakon)

U = Uy, kde u = u(x, t) je teplota v &ase t v bodé x na p¥imce
(vedeni tepla v ty&i)

Uy = Uyg, kde u = u(x, t) je pozice vzhledem ke klidové poloze,

vychyleni v ¢ase t v bod& x na pfimce (vinova rovnice)
0" + asin@ = 0, kde 6 = 6(t) je dhel (matematické kyvadlo)

Q' = —kQ, kde Q@ = Q(t) je mnoZstvi radioaktivni latky (radioaktivni
rozpad)

v

© Petr Hasil (MENDELU) Matematika 36 /70



Diferencidlni rovnice Uvod

Specidlni p¥ipady

o f(x,y) =f(x), tj. y' = f(x)
Odpovida hledani primitivni funkce k f(x), tedy y = [ f(x) dx.
Problém
Y =£f(x),  ylx)=y
ma FeSeni

y:yo+/ f(x) dt.

X0

o f(x,y)=g(y) ti. y' = g(y)
Lze pFevést na predchozi fipad vyuZitim inverzni funkce.

dx 1

y’:%zg(y) = =——, &g(y)#0,

tedy mame problém (1) pro funkci x(y) s feSenim
X =x0+ }f; ﬁ dt, coz implicitn& udava funkci y = y(x).

(© Petr Hasil (MENDELU) Matematika
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Diferencidlni rovnice Uvod

Ptiklad

Vyfeste rovnice
Q@ y =3x%+sinx,

! __ 7
0y = e +4y—3-

Q@ y=[3x%+sinxdx=x3—cosx+c, ceR.
(2]

, & +4y —3
X' = ———-
7

1 1
X = ?/ey+4y—3dy: ?(ey—i—2y2 —3y) +ci,

Ix=¢ 4+2y> -3y +c¢, ceR.

(© Petr Hasil (MENDELU)
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Diferencidlni rovnice

Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi

Rovnici se separovatelnymi promé&nnymi budeme nazyvat rovnici
y'=1f(x)g(y).

Zpusob Feseni

y'=f(x)-gly)

Y-re) [

()

20y) = f(x) dx /integrace
dy = x) dx + ¢
/E—Fq—/f( )d + @

Gy)=F(x)+ec (c=a—a)

Explicitni ¥edeni pak Ize asto zapsat ve tvaru y(x) = G~ [F(x) + c|.
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Diferencidlni rovnice Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi

Priklad
VyFesme y/ = =¥ tedy f(x) = L, g(y) = y2 —y.
Mame
dy_ vy
dx X
d 1
2y = —dx pro y?—y#0=>y#0Ay#1.
y-—y X
Vypotitame

dy / 1 1
= — —dy =Inly — 1] — Inly| + c1,
/y(y—l) y=1 'y | = nlyl

1
/— dx = In|x| + c.
x
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Diferencidlni rovnice Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi

Tedy
Inly — 1| = In|y| + a1 = In|x| + &
n[X—=| =injx| + 5, ceR
y
-1
e
y
-1
y—=:|:ec3-x=c-x, c#0
y
1
y=——, c#0.
1—cx
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Diferencidlni rovnice Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi

Béhem vypoctu jsme udélali pfedpoklad, Ze y #£ 0 A y # 1. Zkontrolujeme,

zda nejde také o FeSeni rovnice:
@ y =1 je feSenim a dostaneme jej pro ¢ =0,
@ y = 0 je feSenim, ale nijak jej nedostaneme,
tedy
y=——>, y=0 ceR
1—cx —
singuldrni ¥edeni

obecné ¥eseni

(Obecné Fedeni obsahuje tolik konstant, jako byl ¥ad rovnice.)
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Diferencialni rovnice Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi

Priklad

/_1+y2

oy =1
Y =152 y(0)

Pocateéni problém — vypolitdme obecné ¥eSeni a pak pouZitim po&ateéni
podminky ur¢ime (vybereme) ¥eZeni, tedy

y/: 1"’)/2
1+ x2
dy  dx
1+y2 1+4x2
arctgy — arctgx + c.

Podminka y(0) = 1 davd arctgl = arctg0 + ¢ = c = arctg1 = 7.
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Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi

Odtud dostavdame Yedeni

y=1tg (arctgx + %)

a uZitim vzorce tg(a + ) = % ho Ize upravit na

x+1
1—x

© Petr Hasil (MENDELU)
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Diferencidlni rovnice Linedrni rovnice

Linedrni diferencidlni rovnice je rovnice tvaru (linearita vzhledem k y)

y' = a(x)y + b(x). (LDR)

Definice

Je-li b(x) =0, mluvime o homogenni linearni rovnici
/

u' = a(x)u, (hLDR)

v opatném pfipadé o nehomogenni linedrni rovnici.

Pozndmka

Obecné FeZeni rovnice (LDR) (tj. feSeni zavisejici na jedné integra&ni
konstantg&) je tvaru y =y, + u, kde y, je n&jaké ¥edeni rovnice (LDR), tzv.
partikularni FeSeni, a u je obecné Feseni rovnice (hLDR).
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Diferencidlni rovnice Linedrni rovnice

Obecnd metoda YeSeni je tzv. variace konstant, kdy se nejprve vyfesi

homogenni rovnice metodou separace promé&nnych. Poté se v jejim FeSeni

Ve

aditivni konstanta nahradi za nezndmou funkci, kterou Ize najit dosazenim

do plvodni rovnice a integrovanim. Tento postup v jistém zobecnénfi
funguje i pro nékteré rovnice vyssich ¥adu.
Nds zajimaji pouze rovnice prvniho ¥adu, proto pouZijeme metodu
integracniho faktoru.
Integralni faktor
Pro rovnici
y' = a(x)y + b(x)
je integra&ni faktor
,U/(X) _ effa(x) dx

Touto funkci celou rovnici vynasobime a ndsledné upravujeme.
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Diferencialni rovnice Linedrni rovnice

Postup
Y = alx)y = b(x)
V' — a(x)y] - (x) = b(x) - u(x)
y e Ja(x) dx ya(x) e Ja(x) dx _ b(X) e—fa(x) dx

(y e~ J a(x) dx)
(y.e*fa(x) dx )/ — b(X),effa(x) dx

y.e_fa(x) dX:/b(x)e_fa(X) dx dx+c

y = el o) dx [/b(x)-e_fa(x) dx dx+c], ceR
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Diferencidlni rovnice Linedrni rovnice

P¥iklad
Vyf¥este rovnici

y =4xy +(2x + 1) e

Integra&ni faktor je p(x) = e~ [axdx = ¢=2¢ Vyndasobime jim rovnici se
ziskem (v&e obsahujici y je pfevedeno doleva)

y' e 2 —4xy e 2 = ox + 1,

odtud ,
(y e—2x2) —ox+ 1.

Ob& strany zintegrujeme

ye—2x2:/2x+1 dx =x*+x+c, ceR

Redenim je tedy

y:(x2+x+c)e2x2, ceR.
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Diferencidlni rovnice Linedrni rovnice

P¥iklad (Rust, ucenti,...)

Jisty druh roste tak, Ze m3a jistou maximalni délku a rychlost ristu je
pfimo Umérna délce, kterou jeSt& maji dorlist. Sestavte rovnici modelujici
tuto situaci.

Oznatime-li délku v &ase t jako funkci ¢(x) a maximalni délku L, pak
pFislusna rovnice je

0(t) = k[L— (1)),

kde konstantu dmérnosti k by bylo nutné urcit experimentdlng& (m&¥en
vypolet pro konkrétni druh/situaci).

/
|

a
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Lineérnl’ rovnice

P¥iklad (Vyména tepla mezi t&lesem a okolim)

Je nalezena mrtvola, jejiZ teplota je zmé&¥ena na 26.6 °C. O 3 hodiny
pozdéji je jeji teplota 21.1 °C, pfi¢em? teplota okoli je 18.3 °C. Urlete &as
umrti za predpokladu, Ze teplota lidkého té&la je 37 °C.

Povrchova teplota télesa se méni rychlosti, kterad je pfimo imérna rozdilu
teploty t&lesa a okolniho prostfedi (Newtoniiv teplotni zdkon).

Ozna&me teplotu télesa v &ase t jako ©(t) [°C] a teplotu okolniho
prosttedi jako T [°C|. Potom musi platit rovnice

O'(t) = —k[O(t) — T], kde k > 0 je konstanta dmé&rnosti.

Vsimnéte si, Ze pokud bude teplota okolniho prostfedi vyssi, nez je teplota
télesa (tj. pokud je ©(t) < T), potom je © > 0 a té&leso se bude zahfivat.

Zatimco pokud bude teplota okolniho prosttedi niZsi, nez je teplota télesa
(tj. pokud ©(t) > T), potom je © < 0 a t&leso se bude ochlazovat.
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Lineérnl’ rovnice

P¥i pouZiti vySe uvedeného znaleni (pro &as t v jednotkach [hodin]) mame
T =18.3, ©(0) = 26.6 (teplota v &ase nalezeni mrtvoly), ©(3) = 21.1,
pri¢emz funkce ©(t) spliiuje rovnici
©=-k(®@-T) = O =-kO+kT.

Posledni rovnice je linedrni diferencidlni rovnice pro nezndmou funkci ©(t).
Tuto rovnici vyfe$ime nap¥. metodou integragniho faktoru u(t) = ekt
potom

O=T+ceX=183+ce ¥ ceR.

Konstanty ¢ a k uréime z informaci o pocate¢ni teploté a o teploté v Case
= 3 [hodiny], tj.

26.6 = ©(0) =18.3+c e =1834+C = ¢ =83 = ©=183+83 ¢ ¥,
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Diferencidlni rovnice Linedrni rovnice

a déle

21.1-18.
211=0(3)=183+83e 3K = e 3k = T% ~ 0.337

In0.337

= —3k=1n0.337 = k=— ~ 0.362.

Tedy hledané ¥eseni je funkce

O(t) = 18.3 + 8.3 e 0302,

Najdeme &as umrti, tj. uréime &as t, pro ktery je ©(t) = 37 °C. Tedy

18.34 8.3 70362t — 37 — 70362t _ % ~ 2.253

In2.253
0.362
Mrtvola byla nalezena p¥iblizn& 2 hodiny a 15 minut po smrti.

= —0.362t =In2.253 = t=— ~ —2.24.
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Lineérnl’ rovnice

P¥iklad (Michéani dvou latek)

Vodni nddrz o celkovém objemu L = 1000 [litrti] obsahuje Qy = 0 [gramd]
soli v potatednim &ase ty = 0 [minut]. Do nadrze p¥itéka roztok

o koncentraci soli ¢ = 50 [gramii/litr] rychlosti v = 20 [litr(i/min] a po
Ffadném promichdani s vodou v nddrzi z ni vytéka stejnou rychlosti. Urcete

mnoZstvi soli Q(t) v nadrzi v libovolném &ase t a limitni mnoZstvi pro
t — o0.

Oznatili jsme jako Q(t) [g] mnoZstvi soli v nadrZi v libovolném &ase t
[min]. Potom Q'(t) uddva, jak rychle se toto mnoZzstvi méni a pfitom musi
platit, Ze

Q(t) = rychlost, s jakou sil B rychlost, s jakou sl
do nadrze ptitéka z nadrze vytékd )

Petr Hasil (MENDELU) Urtity integrél a diferencidlni rovnice Matematika 55 /70



Diferencidlni rovnice Linedrni rovnice

Sil do nadrZe pFitéka rychlosti

c-v="50 [g/l] -20 [I/min] = 1000 [g/min].
(t)

A protoZe v nadrzi je vzdy koncentrace soli rovna 3~ = 1000 [g/l] sl

z nadrze vytéka rychlosti

Q(t Q(t : Q(t

Wy = 29 e 20 pymin) = LE g/min
Tedy hledana funkce Q(t) spliiuje rovnici

Q’(t):c-v—QEt)-v = Q’:lOOO—S%,

coz je linearni diferencialni rovnice 1. ¥adu, a déle spliiuje polatecni
podminku

Q(to) = Qo = Q(0) = 0.
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Diferencidlni rovnice Linedrni rovnice

Uvedenou rovnici vy¥esime metodou integracniho faktoru
,u(t):ef%dt:e%t - Iu(t):ef%dt:eolmt
a potom mame (obecng)
Q+KQ:cv
Q eft+ ZeL tQ=cvell

(Q e%t)/:cve%t

Yt
v v eL
QeLt:/cveLtdt:cv +C

v
T
Q=clL+Ce i, CEeR,
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Diferencidlni rovnice Linedrni rovnice

a pro nas konkrétni ptiklad

Q'+ 0.02 Q = 1000,
Ql 60'02t+0.02 e0.02t Q — 1000 e0.02 t’

(Q e0.02t)/ = 1000 e0.02 t7

e002t

0.02
Q =50000 + C e 092t CeR.

Q %02t — / 1000 e%%2¢ ¢t = 1000 + C,
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Lineérnl’ rovnice

A protoZe je potatedni mnozstvi zndmo v (2), pro integraéni konstantu C
plati

Qo= Qto)=clL+Ce L = 0 = Q(0) = 50000 + C €°,
C=(Qo—cl)ett = C = —50000,

a tedy vysledné partikuldrni ¥eSeni (udavajici kolik grami soli bude v nadrzi
v okamZiku t minut) je tvaru

Q=cl+(Q-cl)ef®ei* =  Q=50000— 50000 e 0,
Q=cl+(Q—cl)e (t7%) = Q = 50000 (1 — e 0021),

Tedy v zdvislosti na tom, jestli je Qg > ¢ L nebo Qg < ¢ L, mnoZstvi soli
v nadrZi (zdporn& exponencidln&) klesa nebo roste, a pfi Qo = c L zlstdva
stdle stejné.
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Lineérnl’ rovnice

Pro t — oo je potom

Jim Q(t) = lim {cL+(Qo—cl)e t0)}
—0

lim Q(t)=cL [g],

t—00

tedy
lim Q(t) = lim 50000 (1 - ¢ %)

t—00

t|l>moo Q(t) = 50000 [g] .

—0

Po dostate¢n& dlouhé dob& bude tedy koncentrace soli v nadrzi rovna

clL 50000

Qoo = T =c [g/l],neboliQs = 1000 =50 [g/l],

co? je presn& koncentrace p¥itékajiciho roztoku (samozfejmég, po
»nekone¢né dlouhé dob&" p¥itékajici roztok ,nahradi” pivodni roztok

v nadrzi, pfi¢emz viibec nezdleZi na plivodnim mnoZstvi Qp, tj. na tom,
kolik soli bylo v nadrzi na po&atku). |
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Lineérnl’ rovnice

P¥iklad (Michéani dvou latek I1)

Jak se zméni model v P¥ikladu 11, pokud bude roztok po ¥adném
promichdni s vodou v nddrzi vytékat rychlosti pouze w = 19 [litrii/min]?
Ptedpokladame-li, Ze nddrz ma celkovy objem 1600 litrd, jakd bude
koncentrace roztoku v nadrzi v okamZiku jejiho naplnéni?

V&imné&te si, Ze se nyni objem roztoku v nddrzi méni (roste) a to rychlosti
v —w =1 [litr/min]. To znamen3, Ze nyni stl z nddrZe vytéka rychlosti

Q(t) o Q() o 19Q(t) .
L+ (v—w) (t—to)'w_ 1000 + ¢ [g/1] -19 [I/min] = 1000 + ¢ [g/min].
Vysledna diferencidlni rovnice ma tedy tvar
(W)= cve 2 /1000 19901)
o= Lr(v-w)(t-w) " 7 Q"= 10003500 4 ¢

co? je opét linearni diferencidlni rovnice 1. ¥adu, p¥itemz feseni Q(t)
spliiuje potdte¢ni podminku (2).
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Lineérnl’ rovnice

P¥islugny integraéni faktor je

u(t) = efﬁgﬂ t _ 19 In(1000+1) _ (1000+t)19 = (1000 + t)19
Tedy plati
19 Q(t)
/
e S
@+ 1000 + ¢ 000

Q' (1000 + £)'° +19 Q(t) (1000 + t)*® = 1000 (1000 + t)°
[Q (1000 + £)*°]" = 1000 (1000 +- £)*°

1 20
Q (1000 + t)° = 1000 (0002;”) +C

50 (1000 + t)®° + C C
=50(1000 + t) + —————
(1000 + £)1° (1000 + ) + 7500 - oy

Z potateni podminky (2) pak uré&ime hodnotu C, tj.

Q=

- _ ¢ _ 19 _ 61
0= Q(0)=50- 1000+100019 = C = —50000-1000"* = —5-10°".
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Lineérnl’ rovnice

Tedy vysledné partikularni ¥eSeni je tvaru

5. 106!

Protoze v nadrzi bylo plivodné 1000 litrii vody a nadrz se nyni napliiuje
rychlosti 1 litr/min, bude nddrZ napln&na za 600 minut (tj. za 10 hodin).
Tedy v okamziku t = 600 bude v nadrzi

5 - 1061 _

tj. koncentrace soli bude

Q(600) _ 79993.4
1600 1600

~ 49.996 [g/I],

tedy tato koncentrace bude témé¥ stejna jako u pfitékajiciho roztoku. W
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Diferencidlni rovnice

P¥iklad
Vy¥este rovnice

(i) y' = 3cosx + sin 2x,
- /] _ 1
(i) y' = y:

y:3sinx—%+c,
b%

2
=% +¢, cekR

(© Petr Hasil (MENDELU)
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Diferencidlni rovnice [MGNEL

Ptiklad

VyfesSte potateéni problémy

(i) y' =3cosx +sin2x, y(0) =5,
(i) y'=75, y(2)=4
(i) y' =5, y(2=-4

Regen:

(i) y =3sinx — @52 + 11

(i) x=% -6 = y=+v2x+12,
(i) x=%-6 = y=—V2x+12.
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Diferencidlni rovnice

P¥iklad
Vy¥este rovnice
(i) 2y =x%,

(i) y' =6x —2y.

Ptiklady
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Diferencidlni rovnice

P¥iklad
Vyfteste potateéni problémy
(i) 2y =%, y(1) = -2,

(i) yy =6x—2y, y(0)=-2.

Ptiklady

3 1
=3X =3~ e
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am|Alpha

@ Urdity integral

integrate (x73-2)72 cos(x) for x from 2 to 5

integrate sin(x)/(cos(x)+2) for x from -pi to O

Diferencidlni rovnice. &

y’=bxy+3x

y’=5xy+3x,y(0)=1

© Petr Hasil (MENDELU) Matematika 70/70
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