
Určitý integrál a diferenciálńı rovnice
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Definice a vlastnosti
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Určitý (Riemannův) integrál Definice a vlastnosti

Definice (Děleńı intervalu)

Uvažujme uzav̌rený interval I = [a, b],−∞ < a < b <∞. Děleńım
intervalu I rozuḿıme konečnou posloupnost D = {x0, x1, . . . , xn} bodů z
intervalu I takových, že

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b.

č́ısla x0, x1, . . . , xn nazýváme dělićı body.

Normou ν(D) děleńı D rozuḿıme maximálńı vzdálenost sousedńıch
dělićıch bodů, tedy

ν(D) = max{xi − xi−1, i = 1, . . . , n}.
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Určitý (Riemannův) integrál Definice a vlastnosti

Definice (Integrálńı součet)

Necht’ f je funkce definovaná a ohraničená na uzav̌reném intervalu
I = [a, b] a necht’ D = {x0, x1, . . . , xn} je děleńı intervalu I a
R = {ξ1, ξ2, . . . , ξn} je posloupnost č́ısel z intervalu I takových, že

xi−1 ≤ ξi ≤ xi , i = 1, . . . , n.

Potom součet

σ(f ,D,R) =
n∑

i=1

f (ξi )(xi − xi−1)

nazýváme integrálńı součet funkce f p̌ŕıslušný děleńı D a výběru
reprezentant̊u R.
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Určitý (Riemannův) integrál Definice a vlastnosti
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Určitý (Riemannův) integrál Definice a vlastnosti

Jak je vidět na p̌redchoźım obrázku, geometricky je integrálńı součet
kladné funkce roven součtu obsahů obdélńık̊u , jejichž základny maj́ı délku
rovnu délce jednotlivých podinterval̊u v děleńı D a jejichž výška je rovna
funkčńı hodnotě v reprezentantu z p̌ŕıslušného podintervalu.

Je-li funkčńı hodnota v reprezentantu záporná, tedy obdélńıček je pod
osou x , potom je samožrejmě p̌ŕıspěvek tohoto obdélńıčku (podintervalu)
do integrálńıho součtu záporný.

Obecně je tedy integrálńı součet roven součtu obsahů obdélńık̊u nad osou
x zmenšený o obsah obdélńık̊u pod ńı.
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Určitý (Riemannův) integrál Definice a vlastnosti
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Určitý (Riemannův) integrál Definice a vlastnosti

Definice (Určitý (Riemannův) integrál)

Necht’ f je funkce definovaná a ohraničená na uzav̌reném intervalu
I = [a, b]. Dále necht’ Dn je posloupnost děleńı intervalu I taková, že
limn→∞ ν(Dn) = 0 a Rn posloupnost reprezentant̊u z těchto děleńı.
Řekneme, že funkce f je Riemannovsky integrovatelná na I , jestliže
existuje č́ıslo R ∈ R takové, že

lim
n→∞

σ(f ,Dn,Rn) = R.

Č́ıslo R nazýváme Riemann̊uv (určitý) integrál funkce f na intervalu I a
znač́ıme jej ∫ b

a
f (x) dx .

Č́ıslo a nazýváme dolńı mez a č́ıslo b horńı mez Riemannova integrálu.
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Určitý (Riemannův) integrál Definice a vlastnosti

Riemannův integrál tedy pro funkci f spojitou na intervalu I = [a, b]
źıskáme takto:

Interval rozděĺıme na podintervaly. Z každého podintervalu vybereme
reprezentanta urč́ıme integrálńı součet.

Děleńı zjemńıme (vybereme nové děleńı s menš́ı normou) a postup
opakujeme.

Děleńı zjemňujeme dokud se integrálńı součty neustáĺı. Hodnota, na
které se ustáĺı je Riemannův integrál funkce f na intervalu I .
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Určitý (Riemannův) integrál Definice a vlastnosti

Věta (Aditivita vzhledem k meźım)

Necht’ f je funkce integrovatelná na intervalu [a, b] a necht’ c ∈ (a, b).
Potom je f integrovatelná na intervalech [a, c] a [c , b] a plat́ı∫ b

a
f (x) dx =

∫ c

a
f (x) dx +

∫ b

c
f (x) dx .
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Určitý (Riemannův) integrál Definice a vlastnosti

Věta (Linearita vzhledem k funkci)

Necht’ f a g jsou funkce integrovatelné na intervalu [a, b] a necht’ c ∈ R.
Pak plat́ı ∫ b

a

[
f (x) + g(x)

]
dx =

∫ b

a
f (x) dx +

∫ b

a
g(x) dx ,

∫ b

a
cf (x) dx = c

∫ b

a
f (x) dx .
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Určitý (Riemannův) integrál Definice a vlastnosti

Definice

Necht’ a < b. ∫ a

b
f (x) dx = −

∫ b

a
f (x) dx ,

∫ a

a
f (x) dx = 0.
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Určitý (Riemannův) integrál Definice a vlastnosti

Věta (Monotonie vzhledem k funkci)

Necht’ f a g jsou funkce integrovatelné na intervalu [a, b] takové, že pro
x ∈ (a, b) je f (x) ≤ g(x). Pak plat́ı∫ b

a
f (x) dx ≤

∫ b

a
g(x) dx .
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Určitý (Riemannův) integrál Definice a vlastnosti

Důsledek (Integrál z nezáporné funkce)

Uvažujeme-li v p̌redchoźı větě f ≡ 0 dostaneme, že integrál z funkce
nezáporné na celém intervalu, p̌res nejž integrujeme, je nezáporný.

Poznámka

Obdobné tvrzeńı snadno obdrž́ıme pro funkci nekladnou.
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Určitý (Riemannův) integrál Definice a vlastnosti

Věta (Postačuj́ıćı podḿınky integrovatelnosti)

Funkce f je Riemannovsky integrovatelná na intervalu I = [a, b], jestliže
splňuje aspoň jednu z následuj́ıćıch podḿınek.

Funkce f je na I spojitá.

Funkce f je na I ohraničená a monotonńı.

Funkce f je na I ohraničená a má na I konečný počet bod̊u
nespojitosti.
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Určitý (Riemannův) integrál Výpočet

Věta (Newton–Leibnizova formule)

Necht’ je funkce f Riemannovsky integrovatelná na intervalu I = [a, b].
Dále necht’ je funkce F na intervalu (a, b) primitivńı funkce k funkci f a je
spojitá na I . Pak plat́ı∫ b

a
f (x) dx =

[
F (x)

]b
a

= F (b)− F (a).

∫ 5

−2
x2 dx =

[
x3

3

]5

−2

=
53

3
− (−2)3

3
=

133

3
.
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Určitý (Riemannův) integrál Výpočet

Věta (Metoda per partes pro určitý integrál)

Necht’ jsou funkce u, v a jejich derivace spojité na intervalu [a, b]. Pak plat́ı∫ b

a
u(x)v ′(x) dx =

[
u(x)v(x)

]b
a
−
∫ b

a
u′(x)v(x) dx .

∫ 3

1
x ln x dx =

u = ln x u′ = 1
x

v ′ = x v = x2

2

 =

[
x2

2
ln x

]3

1

−
∫ 3

1

1

x

x2

2
dx

=

(
9

2
ln 3− 1

2
ln 1

)
− 1

2

∫ 3

1
x dx

=
9

2
ln 3− 1

2

(
9

2
− 1

2

)
=

9

2
ln 3− 2
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Určitý (Riemannův) integrál Výpočet

Věta (Substitučńı metoda pro určitý integrál)

Necht’ jsou funkce f , ϕ a ϕ′ spojité na p̌ŕıslušných intervalech a necht’ je
funkce ϕ ryze monotonńı. Pak plat́ı∫ b

a
f (ϕ(x))ϕ′(x) dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f (t) dt,

∫ b

a
f (x) dx =

∫ ϕ−1(b)

ϕ−1(a)
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt.
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Určitý (Riemannův) integrál Výpočet

∫ 5

1

√
2x − 1 dx =


t = 2x − 1 x = 5⇒ t = 9
dt = 2 dx x = 1⇒ t = 1
dx = 1

2 dt


=

∫ 9

1

√
t

1

2
dt =

1

2

∫ 9

1
t

1
2 dt =

1

2

[
t

3
2

3
2

]9

1

=
1

2

2

3

[
t

3
2

]9

1
=

1

3
(27− 1) =

26

3
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Určitý (Riemannův) integrál Výpočet

∫ 1

0
x2(5− 2x3)4 dx =


t = 5− 2x3 x = 1⇒ t = 3

dt = −6x2 dx x = 0⇒ t = 5
x2 dx = −1

6 dt


=

∫ 3

5
t4

(
−1

6

)
dt = −1

6

∫ 3

5
t4 dt =

1

6

∫ 5

3
t4 dt

=
1

6

[
t5

5

]5

3

=
1

30
(55 − 35) =

2882

30
=

1441

15
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Určitý (Riemannův) integrál Aplikace

Plocha podgrafu kladné funkce na intervalu [a, b]:∫ b

a
f (x) dx .
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Určitý (Riemannův) integrál Aplikace

Plocha mezi grafem funkce f a osou x na intervalu [a, b]:∫ b

a
|f (x)| dx .
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Určitý (Riemannův) integrál Aplikace

Př́ıklad

Určete plochu ohraničenou grafem funkce f (x) = x2 − x − 2 a osou x na
intervalu I = [−2, 3].

Protože x2 − x − 2 = 0 má kǒreny x1 = −1 a x2 = 2, snadno zjist́ıme, že
funkce f je na intervalu I kladná pro x ∈ (−2,−1) ∪ (2, 3) a záporná pro
x ∈ (−1, 2).

P =

∫ 3

−2
|f (x)| dx

=

∫ −1

−2
f (x) dx +

∫ 2

−1
(−f (x)) dx

+

∫ 3

2
f (x) dx

= . . . =
49

6
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Určitý (Riemannův) integrál Aplikace

Délka ǩrivky grafu funkce f na intervalu [a, b].

` =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x) dx .
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Určitý (Riemannův) integrál Aplikace

Objem a povrch pláště rotačńıho tělesa
(rotace nezáporné funkce f kolem osy x na intervalu [a, b]).

P = 2π

∫ b

a
f (x)

√
1 + f ′2(x) dx , V = π

∫ b

a
f 2(x) dx .
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Určitý (Riemannův) integrál Aplikace

Př́ıklad

Určete plochu ohraničenou grafy funkćı f (x) = x2 + 1 a g(x) = x + 3.

f (x) = g(x)

x2 + 1 = x + 3

x2 − x − 2 = 0

x1 = −1, x2 = 2

∫ 2

−1
g(x)−f (x) dx =

∫ 2

−1
(x+3)−(x2+1) dx =

∫ 2

−1
2+x−x2 dx = . . . =

9

2
.
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Určitý (Riemannův) integrál Aplikace

Př́ıklad

Určete objem tělesa vzniklého rotaćı plochy omezené grafy funkćı
f (x) = x2 + 1 a g(x) = x + 3 kolem osy x .

V = π

∫ 2

−1
g2(x) dx − π

∫ 2

−1
f 2(x) dx

= π

∫ 2

−1
(x + 3)2 − (x2 + 1)2 dx

= π

∫ 2

−1
8 + 6x − x2 − x4 dx

= . . . = π
117

5
.
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Diferenciálńı rovnice Úvod

Definice

Diferenciálńı rovnice je rovnice, ve které se neznámá funkce vyskytuje
spolu se svými derivacemi. Řád diferenciálńı rovnice je nejvyš̌śı derivace
neznámé funkce, která se v rovnici vyskytne.

F (x , y , y ′, . . . , y (n)) = 0

Budeme se zabývat rovnicemi prvńıho řadu.

Rovnice prvńıho řádu

Obecný tvar je F (x , y , y ′) = 0, kde F je funkce ťŕı proměnných.

Rovnice rožrešené vzhledem k derivaci je y ′ = f (x , y), kde f je funkce
dvou proměnných.
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Diferenciálńı rovnice Úvod

Definice

Řešeńı diferenciálńı rovnice je funkce y = y(x) (pop̌r. y = y(t),
y = y(x , t),...), která splňuje danou diferenciálńı rovnici.

Řešeńı diferenciálńıch rovnic źıskáme obvykle pomoćı integrováńı, proto
budou obsahovat integračńı konstanty (tolik integračńıch konstant,
kolikrát budeme integrovat). Tedy tzv. obecné řešeńı (tj. všechna řešeńı)
dostaneme jako množinu danou těmito konstantami.

Řešeńı dané počátečńı podḿınkou, nap̌r. y(x0) = y0 (p̌redem zadaná
hodnota v daném bodě), se nazývá partikulárńı.
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Diferenciálńı rovnice Úvod

Poznámka

Řešeńı diferenciálńıch rovnic jsou spojité funkce (existuj́ı jejich
derivace).

Rovnice y ′ = f (x) nemá jediné řešeńı (primitivńı funkce tvǒŕı
množinu). Pokud uvažujeme podḿınku, že F (x) má procházet
určitým bodem, pak má rovnice jedno řešeńı. Podḿınka y(x0) = y0 se
nazývá počátečńı podḿınka a rovnice s touto podḿınkou počátečńı
problém (Cauchyho úloha).

Výpočet primitivńı funkce y =
∫
f (x) dx odpov́ıdá řešeńı rovnice

y ′ = f (x).

y ′ = y má řešeńı y = c · ex .

y ′′ + y = 0 p̌ri popisu malých kmit̊u matematického kyvadla. Řešeńı
jsou y = sin x , y = cos x a každá lineárńı kombinace těchto dvou
funkćı, tedy řešeńı tvǒŕı lineárńı prostor.
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Diferenciálńı rovnice Úvod

Klasifikace

Podle počtu nezávisle proměnných na obyčejné (ODR) a parciálńı
(PDR) diferenciálńı rovnice.

Podle linearity na lineárńı a nelineárńı diferenciálńı rovnice.

Podle řádu (rovnice n-tého řádu).
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Diferenciálńı rovnice Úvod

Př́ıklad

ms ′′ = F , kde s = s(t) je poloha bodu na p̌ŕımce, dráha (Newtonův
zákon)

α2uxx = ut , kde u = u(x , t) je teplota v čase t v bodě x na p̌ŕımce
(vedeńı tepla v tyči)

α2uxx = utt , kde u = u(x , t) je pozice vzhledem ke klidové poloze,
vychýleńı v čase t v bodě x na p̌ŕımce (vlnová rovnice)

θ′′ + α sin θ = 0, kde θ = θ(t) je úhel (matematické kyvadlo)

Q ′ = −kQ, kde Q = Q(t) je množstv́ı radioaktivńı látky (radioaktivńı
rozpad)
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Diferenciálńı rovnice Úvod

Speciálńı p̌ŕıpady

f (x , y) = f (x), tj. y ′ = f (x)
Odpov́ıdá hledáńı primitivńı funkce k f (x), tedy y =

∫
f (x) dx .

Problém
y ′ = f (x), y(x0) = y0 (1)

má řešeńı

y = y0 +

∫ x

x0

f (x) dt.

f (x , y) = g(y), tj. y ′ = g(y)
Lze p̌revést na p̌redchoźı ř́ıpad využit́ım inverzńı funkce.

y ′ =
dy

dx
= g(y) ⇒ dx

dy
=

1

g(y)
, g(y) 6= 0,

tedy máme problém (1) pro funkci x(y) s řešeńım
x = x0 +

∫ y
y0

1
g(t) dt, což implicitně udává funkci y = y(x).
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Diferenciálńı rovnice Úvod

Př́ıklad

Vy̌rešte rovnice

1 y ′ = 3x2 + sin x ,

2 y ′ = 7
ey +4y−3 .

1 y =
∫

3x2 + sin x dx = x3 − cos x + c , c ∈ R.

2

x ′ =
ey +4y − 3

7

x =
1

7

∫
ey +4y − 3 dy =

1

7
(ey +2y2 − 3y) + c1, c1 ∈ R,

7x = ey +2y2 − 3y + c , c ∈ R.
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Diferenciálńı rovnice Rovnice se separovatelnými proměnnými

Rovnićı se separovatelnými proměnnými budeme nazývat rovnici
y ′ = f (x)g(y).

Způsob řešeńı

y ′ = f (x) · g(y)

dy

dx
= f (x) · g(y)

/
· 1

g(y)

dy

g(y)
= f (x) dx

/
integrace∫

dy

g(y)
+ c1 =

∫
f (x) dx + c2

G (y) = F (x) + c (c = c2 − c1)

Explicitńı řešeńı pak lze často zapsat ve tvaru y(x) = G−1
[
F (x) + c

]
.
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Diferenciálńı rovnice Rovnice se separovatelnými proměnnými

Př́ıklad

Vy̌rešme y ′ = y2−y
x , tedy f (x) = 1

x , g(y) = y2 − y .

Máme

dy

dx
=

y2 − y

x
dy

y2 − y
=

1

x
dx pro y2 − y 6= 0 ⇒ y 6= 0 ∧ y 6= 1 .

Vypoč́ıtáme∫
dy

y(y − 1)
=

∫
1

y − 1
− 1

y
dy = ln|y − 1| − ln|y |+ c1,

∫
1

x
dx = ln|x |+ c2.
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Diferenciálńı rovnice Rovnice se separovatelnými proměnnými

Tedy

ln|y − 1| − ln|y |+ c1 = ln|x |+ c2

ln

∣∣∣∣y − 1

y

∣∣∣∣ = ln|x |+ c3, c3 ∈ R∣∣∣∣y − 1

y

∣∣∣∣ = |x | · ec3

y − 1

y
= ± ec3 ·x = c · x , c 6= 0

y =
1

1− cx
, c 6= 0.
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Diferenciálńı rovnice Rovnice se separovatelnými proměnnými

Během výpočtu jsme udělali p̌redpoklad, že y 6= 0 ∧ y 6= 1. Zkontrolujeme,
zda nejde také o řešeńı rovnice:

y = 1 je řešeńım a dostaneme jej pro c = 0,

y = 0 je řešeńım, ale nijak jej nedostaneme,

tedy

y =
1

1− cx
,︸ ︷︷ ︸

obecné řešeńı

y = 0,︸ ︷︷ ︸
singulárńı řešeńı

c ∈ R

(Obecné řešeńı obsahuje tolik konstant, jako byl řád rovnice.) �
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Diferenciálńı rovnice Rovnice se separovatelnými proměnnými

Př́ıklad

y ′ =
1 + y2

1 + x2
, y(0) = 1

Počátečńı problém – vypoč́ıtáme obecné řešeńı a pak použit́ım počátečńı
podḿınky urč́ıme (vybereme) řešeńı, tedy

y ′ =
1 + y2

1 + x2

dy

1 + y2
=

dx

1 + x2

arctg y = arctg x + c .

Podḿınka y(0) = 1 dává arctg 1 = arctg 0 + c ⇒ c = arctg 1 = π
4 .
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Diferenciálńı rovnice Rovnice se separovatelnými proměnnými

Odtud dostáváme řešeńı

y = tg
(

arctg x +
π

4

)
a užit́ım vzorce tg(α + β) = tgα+tg β

1−tgα·tg β ho lze upravit na

y =
x + 1

1− x
.

�
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Diferenciálńı rovnice Lineárńı rovnice

Lineárńı diferenciálńı rovnice je rovnice tvaru (linearita vzhledem k y)

y ′ = a(x)y + b(x). (LDR)

Definice

Je-li b(x) ≡ 0, mluv́ıme o homogenńı lineárńı rovnici

u′ = a(x)u, (hLDR)

v opačném p̌ŕıpadě o nehomogenńı lineárńı rovnici.

Poznámka

Obecné řešeńı rovnice (LDR) (tj. řešeńı závisej́ıćı na jedné integračńı
konstantě) je tvaru y = yp + u, kde yp je nějaké řešeńı rovnice (LDR), tzv.
partikulárńı řešeńı, a u je obecné řešeńı rovnice (hLDR).
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Diferenciálńı rovnice Lineárńı rovnice

Obecná metoda řešeńı je tzv. variace konstant, kdy se nejprve vy̌reš́ı
homogenńı rovnice metodou separace proměnných. Poté se v jej́ım řešeńı
aditivńı konstanta nahrad́ı za neznámou funkci, kterou lze naj́ıt dosazeńım
do původńı rovnice a integrováńım. Tento postup v jistém zobecněńı
funguje i pro některé rovnice vyš̌śıch řádů.
Nás zaj́ımaj́ı pouze rovnice prvńıho řádu, proto použijeme metodu
integračńıho faktoru.

Integračńı faktor

Pro rovnici
y ′ = a(x)y + b(x)

je integračńı faktor
µ(x) = e−

∫
a(x) dx .

Touto funkćı celou rovnici vynásob́ıme a následně upravujeme.
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Diferenciálńı rovnice Lineárńı rovnice

Postup

y ′ − a(x) y = b(x)[
y ′ − a(x) y

]
· µ(x) = b(x) · µ(x)

y ′ · e−
∫
a(x) dx −y a(x) · e−

∫
a(x) dx︸ ︷︷ ︸(

y · e−
∫
a(x) dx

)′ = b(x) · e−
∫
a(x) dx

(
y · e−

∫
a(x) dx

)′
= b(x) · e−

∫
a(x) dx

y · e−
∫
a(x) dx =

∫
b(x) · e−

∫
a(x) dx dx + c

y = e
∫
a(x) dx

[ ∫
b(x) · e−

∫
a(x) dx dx + c

]
, c ∈ R
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Diferenciálńı rovnice Lineárńı rovnice

Př́ıklad

Vy̌rešte rovnici
y ′ = 4xy + (2x + 1) e2x2

.

Integračńı faktor je µ(x) = e−
∫

4x dx = e−2x2
. Vynásob́ıme j́ım rovnici se

ziskem (vše obsahuj́ıćı y je p̌revedeno doleva)

y ′ e−2x2 −4xy e−2x2
= 2x + 1,

odtud (
y e−2x2

)′
= 2x + 1.

Obě strany zintegrujeme

y e−2x2
=

∫
2x + 1 dx = x2 + x + c , c ∈ R.

Řešeńım je tedy

y = (x2 + x + c) e2x2
, c ∈ R.
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Diferenciálńı rovnice Lineárńı rovnice

Př́ıklad (Růst, učeńı,...)

Jistý druh roste tak, že má jistou maximálńı délku a rychlost r̊ustu je
p̌ŕımo úměrná délce, kterou ještě maj́ı dor̊ust. Sestavte rovnici modeluj́ıćı
tuto situaci.

Označ́ıme-li délku v čase t jako funkci `(x) a maximálńı délku L, pak
p̌ŕıslušná rovnice je

`′(t) = k[L− `(t)],

kde konstantu úměrnosti k by bylo nutné určit experimentálně (mě̌reńı a
výpočet pro konkrétńı druh/situaci).
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Diferenciálńı rovnice Lineárńı rovnice

Př́ıklad (Výměna tepla mezi tělesem a okoĺım)

Je nalezena mrtvola, jej́ıž teplota je změ̌rena na 26.6 ◦C. O 3 hodiny
později je jej́ı teplota 21.1 ◦C, p̌ričemž teplota okoĺı je 18.3 ◦C. Určete čas
úmrt́ı za p̌redpokladu, že teplota lidkého těla je 37 ◦C.

Povrchová teplota tělesa se měńı rychlost́ı, která je p̌ŕımo úměrná rozd́ılu
teploty tělesa a okolńıho prosťred́ı (Newtonův teplotńı zákon).

Označme teplotu tělesa v čase t jako Θ(t) [◦C] a teplotu okolńıho
prosťred́ı jako T [◦C]. Potom muśı platit rovnice

Θ′(t) = −k [Θ(t)− T ], kde k > 0 je konstanta úměrnosti.

Všimněte si, že pokud bude teplota okolńıho prosťred́ı vyš̌śı, než je teplota
tělesa (tj. pokud je Θ(t) < T ), potom je Θ′ > 0 a těleso se bude zaȟŕıvat.
Zat́ımco pokud bude teplota okolńıho prosťred́ı nižš́ı, než je teplota tělesa
(tj. pokud Θ(t) > T ), potom je Θ′ < 0 a těleso se bude ochlazovat.
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Diferenciálńı rovnice Lineárńı rovnice

Při použit́ı výše uvedeného značeńı (pro čas t v jednotkách [hodin]) máme

T = 18.3, Θ(0) = 26.6 (teplota v čase nalezeńı mrtvoly), Θ(3) = 21.1,

p̌ričemž funkce Θ(t) splňuje rovnici

Θ′ = −k (Θ− T ) ⇒ Θ′ = −k Θ + k T .

Posledńı rovnice je lineárńı diferenciálńı rovnice pro neznámou funkci Θ(t).
Tuto rovnici vy̌reš́ıme nap̌r. metodou integračńıho faktoru µ(t) = ekt ,
potom

Θ = T + c e−kt = 18.3 + c e−kt , c ∈ R.

Konstanty c a k urč́ıme z informaćı o počátečńı teplotě a o teplotě v čase
t = 3 [hodiny], tj.

26.6 = Θ(0) = 18.3+c e0 = 18.3+C ⇒ c = 8.3 ⇒ Θ = 18.3+8.3 e−kt ,
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Diferenciálńı rovnice Lineárńı rovnice

a dále

21.1 = Θ(3) = 18.3 + 8.3 e−3k ⇒ e−3k =
21.1− 18.3

8.3
≈ 0.337

⇒ −3k = ln 0.337 ⇒ k = − ln 0.337

3
≈ 0.362.

Tedy hledané řešeńı je funkce

Θ(t) = 18.3 + 8.3 e−0.362t .

Najdeme čas úmrt́ı, tj. urč́ıme čas t, pro který je Θ(t) = 37 ◦C. Tedy

18.3 + 8.3 e−0.362t = 37 ⇒ e−0.362t =
37− 18.3

8.3
≈ 2.253

⇒ −0.362t = ln 2.253 ⇒ t = − ln 2.253

0.362
≈ −2.24.

Mrtvola byla nalezena p̌ribližně 2 hodiny a 15 minut po smrti. �
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Diferenciálńı rovnice Lineárńı rovnice

Př́ıklad (Mı́cháńı dvou látek)

Vodńı nádrž o celkovém objemu L = 1000 [litr̊u] obsahuje Q0 = 0 [gramů]
soli v počátečńım čase t0 = 0 [minut]. Do nádrže p̌ritéká roztok
o koncentraci soli c = 50 [gramů/litr] rychlost́ı v = 20 [litr̊u/min] a po
řádném proḿıcháńı s vodou v nádrži z ńı vytéká stejnou rychlost́ı. Určete
množstv́ı soli Q(t) v nádrži v libovolném čase t a limitńı množstv́ı pro
t →∞.

Označili jsme jako Q(t) [g] množstv́ı soli v nádrži v libovolném čase t
[min]. Potom Q ′(t) udává, jak rychle se toto množstv́ı měńı a p̌ritom muśı
platit, že

Q ′(t) =

(
rychlost, s jakou s̊ul

do nádrže p̌ritéká

)
−
(

rychlost, s jakou s̊ul
z nádrže vytéká

)
.
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Diferenciálńı rovnice Lineárńı rovnice

Sůl do nádrže p̌ritéká rychlost́ı

c · v = 50 [g/l] · 20 [l/min] = 1000 [g/min].

A protože v nádrži je vždy koncentrace soli rovna Q(t)
L = Q(t)

1000 [g/l], s̊ul
z nádrže vytéká rychlost́ı

Q(t)

L
· v =

Q(t)

1000
[g/l] · 20 [l/min] =

Q(t)

50
[g/min].

Tedy hledaná funkce Q(t) splňuje rovnici

Q ′(t) = c · v − Q(t)

L
· v ⇒ Q ′ = 1000− Q

50
,

což je lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu, a dále splňuje počátečńı
podḿınku

Q(t0) = Q0 ⇒ Q(0) = 0. (2)
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Diferenciálńı rovnice Lineárńı rovnice

Uvedenou rovnici vy̌reš́ıme metodou integračńıho faktoru

µ(t) = e
∫

v
L
dt = e

v
L
t ⇒ µ(t) = e

∫
1

50
dt = e0.02 t

a potom máme (obecně)

Q ′ +
v

L
Q = c v

Q ′ e
v
L
t +

v

L
e

v
L
t Q = c v e

v
L
t(

Q e
v
L
t
)′

= c v e
v
L
t

Q e
v
L
t =

∫
c v e

v
L
t dt = c v

e
v
L
t

v
L

+ C

Q = c L + C e−
v
L
t , C ∈ R,
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Diferenciálńı rovnice Lineárńı rovnice

a pro náš konkrétńı p̌ŕıklad

Q ′ + 0.02Q = 1000,

Q ′ e0.02 t +0.02 e0.02 t Q = 1000 e0.02 t ,(
Q e0.02 t

)′
= 1000 e0.02 t ,

Q e0.02 t =

∫
1000 e0.02 t dt = 1000

e0.02 t

0.02
+ C ,

Q = 50000 + C e−0.02 t , C ∈ R.
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Diferenciálńı rovnice Lineárńı rovnice

A protože je počátečńı množstv́ı známo v (2), pro integračńı konstantu C
plat́ı

Q0 = Q(t0) = c L + C e−
v
L
t0 ⇒ 0 = Q(0) = 50000 + C e0,

C = (Q0 − c L) e
v
L
t0 ⇒ C = −50000,

a tedy výsledné partikulárńı řešeńı (udávaj́ıćı kolik gramů soli bude v nádrži
v okamžiku t minut) je tvaru

Q = c L + (Q0 − c L) e
v
L
t0 e−

v
L
t ⇒ Q = 50000− 50000 e−0.02 t ,

Q = c L + (Q0 − c L) e−
v
L

(t−t0) ⇒ Q = 50000
(
1− e−0.02 t

)
.

Tedy v závislosti na tom, jestli je Q0 > c L nebo Q0 < c L, množstv́ı soli
v nádrži (záporně exponenciálně) klesá nebo roste, a p̌ri Q0 = c L z̊ustává
stále stejné.
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Diferenciálńı rovnice Lineárńı rovnice

Pro t →∞ je potom

lim
t→∞

Q(t) = lim
t→∞

{
c L + (Q0 − c L) e−

v
L

(t−t0)︸ ︷︷ ︸
→ 0

}
lim
t→∞

Q(t) = c L [g] ,

tedy

lim
t→∞

Q(t) = lim
t→∞

50000
(
1− e−0.02 t︸ ︷︷ ︸

→ 0

)
lim
t→∞

Q(t) = 50000 [g] .

Po dostatečně dlouhé době bude tedy koncentrace soli v nádrži rovna

Q∞ =
c L

L
= c [g/l], neboliQ∞ =

50000

1000
= 50 [g/l],

což je p̌resně koncentrace p̌ritékaj́ıćıho roztoku (samožrejmě, po

”
nekonečně dlouhé době“ p̌ritékaj́ıćı roztok

”
nahrad́ı“ původńı roztok

v nádrži, p̌ričemž v̊ubec nezálež́ı na původńım množstv́ı Q0, tj. na tom,
kolik soli bylo v nádrži na počátku). �
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Diferenciálńı rovnice Lineárńı rovnice

Př́ıklad (Mı́cháńı dvou látek II)

Jak se změńı model v Př́ıkladu 11, pokud bude roztok po řádném
proḿıcháńı s vodou v nádrži vytékat rychlost́ı pouze w = 19 [litr̊u/min]?
Předpokládáme-li, že nádrž má celkový objem 1600 litr̊u, jaká bude
koncentrace roztoku v nádrži v okamžiku jej́ıho naplněńı?

Všimněte si, že se nyńı objem roztoku v nádrži měńı (roste) a to rychlost́ı
v − w = 1 [litr/min]. To znamená, že nyńı s̊ul z nádrže vytéká rychlost́ı

Q(t)

L + (v − w) (t − t0)
·w =

Q(t)

1000 + t
[g/l] · 19 [l/min] =

19Q(t)

1000 + t
[g/min].

Výsledná diferenciálńı rovnice má tedy tvar

Q ′(t) = c ·v− Q(t)

L + (v − w) (t − t0)
·w ⇒ Q ′ = 1000− 19Q(t)

1000 + t
,

což je opět lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu, p̌ričemž řešeńı Q(t)
splňuje počátečńı podḿınku (2).
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Diferenciálńı rovnice Lineárńı rovnice

Př́ıslušný integračńı faktor je

µ(t) = e
∫

19
1000+t

dt = e19 ln(1000+t) = eln(1000+t)19
= (1000 + t)19.

Tedy plat́ı

Q ′ +
19Q(t)

1000 + t
= 1000

Q ′ (1000 + t)19 + 19Q(t) (1000 + t)18 = 1000 (1000 + t)19[
Q (1000 + t)19

]′
= 1000 (1000 + t)19

Q (1000 + t)19 = 1000
(1000 + t)20

20
+ C

Q =
50 (1000 + t)20 + C

(1000 + t)19
= 50 (1000 + t) +

C

(1000 + t)19
.

Z počátečńı podḿınky (2) pak urč́ıme hodnotu C , tj.

0 = Q(0) = 50 · 1000 +
C

100019
⇒ C = −50000 · 100019 = −5 · 1061.
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Diferenciálńı rovnice Lineárńı rovnice

Tedy výsledné partikulárńı řešeńı je tvaru

Q = 50 (1000 + t)− 5 · 1061

(1000 + t)19
.

Protože v nádrži bylo původně 1000 litr̊u vody a nádrž se nyńı naplňuje
rychlost́ı 1 litr/min, bude nádrž naplněna za 600 minut (tj. za 10 hodin).
Tedy v okamžiku t = 600 bude v nádrži

Q(600) = 50 (1600)− 5 · 1061

(1600)19
≈ 79993.4 [g] soli,

tj. koncentrace soli bude

Q(600)

1600
≈ 79993.4

1600
≈ 49.996 [g/l],

tedy tato koncentrace bude témě̌r stejná jako u p̌ritékaj́ıćıho roztoku. �
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Diferenciálńı rovnice Př́ıklady

Př́ıklad

Vy̌rešte rovnice

(i) y ′ = 3 cos x + sin 2x ,

(ii) y ′ = 1
y .

Řešeńı:

(i) y = 3 sin x − cos 2x
2 + c , c ∈ R,

(ii) x = y2

2 + c , c ∈ R.
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Diferenciálńı rovnice Př́ıklady

Př́ıklad

Vy̌rešte počátečńı problémy

(i) y ′ = 3 cos x + sin 2x , y(0) = 5,

(ii) y ′ = 1
y , y(2) = 4,

(iii) y ′ = 1
y , y(2) = −4.

Řešeńı:

(i) y = 3 sin x − cos 2x
2 + 11

2 ,

(ii) x = y2

2 − 6 ⇒ y =
√

2x + 12,

(ii) x = y2

2 − 6 ⇒ y = −
√

2x + 12.
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Př́ıklad

Vy̌rešte rovnice

(i) 2y = x3y ′,

(ii) y ′ = 6x − 2y .

Řešeńı:

(i) y = c e−
1
x2 , c ∈ R,

(ii) y = 3x − 3
2 + c e−2x , c ∈ R.
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Př́ıklad

Vy̌rešte počátečńı problémy

(i) 2y = x3y ′, y(1) = −2,

(ii) y ′ = 6x − 2y , y(0) = −2.

Řešeńı:

(i) y = −2 e1− 1
x2 ,

(ii) y = 3x − 3
2 −

1
2 e2x .
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Wolfram|Alpha

Určitý integrál. ~ ~

integrate (x^3-2)^2 cos(x) for x from 2 to 5

integrate sin(x)/(cos(x)+2) for x from -pi to 0

Diferenciálńı rovnice. ~ ~

y’=5xy+3x

y’=5xy+3x,y(0)=1
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http://www.wolframalpha.com/input/?i=integrate+%28x^3-2%29^2+cos%28x%29+for+x+from+2+to+5
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27%3D5xy%2B3x
https://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27%3D5xy%2B3x%2Cy%280%29%3D1
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