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Neur&ity integral Definice a vlastnosti

Definice (Neurity integral)

Necht jsou F a f funkce definované na otevieném intervalu / C R. JestliZe
plati

Fix)=f(x) Vxel,
pak funkci F nazyvame primitivni funkce k funkci f, nebo neurcity integral
funkce f na intervalu /. Piseme

Existuje-li k funkce f primitivni funkce na intervalu |, pak ¥ikdme, Ze
funkce f je na | integrovatelna.
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Neurg&ity in Definice a vlastnosti

Z definice je vidét, Ze integrdl je jakasi antiderivace, tj. integrovanim
ziskame ze zndmé derivace zpét puvodni funkci. Proto je také vétsina
vzorcli pro integrovani elementdrnich funkci shodnd se vzorci pro derivace,

jen &teno zprava doleva (a upraveno).
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Neurg&ity in Definice a vlastnosti

Véta

Je-li funkce f spojitd v intervalu |, pak je zde integrovatelnd.

Poznamka

Primitivni funkce (tedy vysledek po integraci) je vzdy spojitd, nebot k ni
existuje derivace (je diferencovatelnd).

Véta (Jednozna&nost)

Primitivni funkce je uréena jednoznacné aZ na aditivni konstantu.
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Neur&ity integral Definice a vlastnosti

Nap¥. protoze plati (xz)/ = 2x, je funkce x? primitvni funkci k funkci 2x.

!

Podobné ale také (x2 + 4)' = (x2 — 8) — Ox.
Tedy x2 + ¢ je primitvni funkce k funkci 2x pro libovolné ¢ € R.

Konstantu ¢ nazyvdme aditivni (integracni) konstanta.

Z toho je zfejmé, Ze primitivni funkce nenf jedina funkce, ale celd mnoZina
funkci lisicich se o konstantu.
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Neur&ity integral

Definice a vlastnosti

Vzorce

Necht A, B,a,c,k,n€ R, a>0, n# —1.

Q@ [kdx=kx+c, o fcos2 dx =tgx +c,
efx”dx—nill—i— Qfardx——cotgx—l—c

9]%dx=ln|x|—|—c,
efaxdx:%—i—c,
Q [ef dx =¢e"+c,

Q@ [sinxdx = —cosx + c,

@ [cosxdx =sinx+c,

{10 f\/ﬁdx:arcsinﬁ-l-c,

@ f\/xz;@dx:ln|x+\/x2j:8|+c,

1 1
@ [z dx = zarctg 3 +c,

1 A
© [ ja dx = 5aIn| a5

+c.
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Neurg&ity in Definice a vlastnosti

Véta (Linearita)

Necht f a g jsou funkce integrovatelné na intervalu | a a, b jsou redind
Cisla. Pak na | plati

/af(x) + bg(x)dx = a/f(x) dx + b/g(x) dx.

Pozndmka

P¥i derivovani Slo jen o sprdvné pouZziti vzorci a jejich znalost. Integrace je
¢asto mnohem obtizné&jsi. Pfedevsim proto, Ze neexistuji vzorce pro
integrdl soutinu, podilu a sloZené funkce.

@© Petr Hasil (MENDELU) Matematika 9 /52



Neur&ity integral Definice a vlastnosti

Ptiklad

/(3x3—sinx+\5/)_<)dx:3/x3dx—/sinxdx+/x1/5dx

x4 X6/5

—3—+c1+cosx+C2+ +c3

6/5

3 5
= Zx4+cosx+6W+ C.
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Neuréity in Metoda per partes

Metoda per partes Caste¢né nahrazuje chybéjici pravidlo pro integraci

soudinu.

Véta
Necht jsou funkce u a v diferencovatelné na intervalu |. Pak na | plati

/ u(x)V(x) dx = u(x)v(x) — / o (x)v(x) dx,

jestlize integrdly na pravé strané rovnosti existuji.

Matematika

© Petr Hasil (MENDELU)

12 / 52



Neur&ity integral Metoda per partes

Pozndmka
Jako funkci u, tedy tu, kterou p¥i pouZiti véty derivujeme, volime zpravidla
funkci, kterad se pti derivovani “vice zlepsi".

/ P(x)f(x)dx,

kde P(x) je polynom, fesime pomoci metody per partes takto:
Je-li f(x) jedna z funkei %%, sin(kx), cos(kx), pak volime u = P(x).

Je-li f(x) jedna z funkei In x, arcsin x, arccos x, arctg x, arccotg x, pak
volime u = f(x).

Metodu per partes lze pouzit opakované.
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Neurg&ity in Metoda per partes

Ptiklad

uU=x u=1
v =sinx v = —cosx

/xsinxdx =

:x-(—cosx)—/l-(—cosx)dx:—xcosx+/cosxdx

— —XxCcosx +sinx + c.

Poznamka

Zkousku provedeme zderivovanim vysledku.
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Neur&ity integral Metoda per partes

Pyiklad
2 / 1
2,2 . UZIHX u:2|nx-;
/3X In“xdx = V= 352 = 53
1
:x3|n2x—/2~|nx-—-x3dx
X
:ln /:l
:x3-|n2x—2/X2|nxdx: u/ ; “ 3
vVi=xt v=2
3 3
3 .2 X x> 1
=x"-In“x—-2[Inx-— — | — - —dx
[ 3 3 x ]
3 2 x3 2 [ 5
=x>-In x—2—|nx+§/x dx
2 2 X3
3 .2 3
=x"-In“x—=x>Inx+--—+4c¢
3 3
2 2
3 2 3 3
=x"-In“x—=x"Inx+ =x>+c.
3 9
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INEZAANI-(CII  Substitudni metoda

Substitu¢ni metoda se pouZiva pro vypolet nékterych integrali ze
sloZzenych funkci a také pro vypolet nékterych integral ze soucinu ¢&i
podilu funkci.

Véta (Substitu&ni metoda I)

Necht f(t) je funkce spojita na intervalu |, necht ma funkce ¢(x) derivaci
na intervalu J a necht plati ¢(J) = I. Potom na J plati

[ et ¢tdx = [ reye

dosadime-li do vyrazu na pravé strané t = p(x).

Poznamka

Za novou prom&nnou t volime vnit¥ni slozku sloZené funkce f(¢(x)), tedy
t = ¢(x). Odtud diferenciaci dostavdme dt = ¢'(x) dx (porovnejte se
vzorcem ve znéni véty).
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Neurity in Substitu&ni metoda

Ptiklad
. 1 t=Inx
/sm(lnx)-;dx— dt = Ldx

:/sintdt:—cost+c=—cos(|nx)—|—c.
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INEZAANI-(CII  Substitudni metoda

Véta (Substitu¢ni metoda II)

Necht f(x) je funkce spojitd na intervalu |, necht ma funkce ¢(t) na
intervalu J nenulovou derivaci a necht plati p(J) = |. Potom na | plati

[redx= [reme

dosadime-li do vyrazu na pravé strané t = p~1(x), kde p~1(x) je funkce
inverzni k funkci p(x).
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Neurity in Substitu¢ni metoda

Poznamka
@ PtestoZe prava strana vztahu pro substituci vypada sloZitéji nez leva
strana, vhodnou volbou substituce dodjde ¢asto naopak k vyraznému

zjednoduseni.
@ Porovname-li obé uvedené substituéni metody, zjistime, Ze jde o
jediny vztah, ktery lze vyuZit zprava doleva, nebo naopak.
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INEZAANI-(CII  Substitudni metoda

Priklad
P¥imé pouziti véty:

1

/sm(2x-|—1)dx— |d d

/S|n<2 ——i—l) % —%/sintdt

1 =1 1
= —— = 2 S
2cost—i—c :2 1| 2cos(2x—i—1)—i—c
V tomto pFipadé& snadné;ji:
t=2x+1
/sin(2x+1)dx: dt =2dx
dx = %dt

. 1 1 1
_/smt-§dt_—§cost—|—c——Ecos(2x—i—1)+c.

V.
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INEZAANI-(CII  Substitudni metoda

Disledek
Je-li F primitivni funkce k funkci f, pak plati

/f(ax—i—ﬁ)dx = éF(ax-I—ﬁ) +ec.

Ptiklad

/\/4x+5dx= /(4x+5)1/2dx

1 (4x +5)3/? 1
=2 3 Tt¢=¢

(4x 4+ 5)3 + c.
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INEZAANI-(CII  Substitudni metoda

Dusledek
Plati p
/f((;())dx:ln|f(x)|—|—c.
P¥iklad
5x X 5 6x
X dx =5 S dx=2 [ =X
/3x2+5 X /3x2+5 X 6/3x2+5 x
5 2 5 2
:6In|3x +5|+c:6|n(3x +5)+c.
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Ptiklady

P¥iklad
Spocvztéte integrély'
f6x — -|— dX

(ii) f\/x_ (x? +1)dx,

o o 2x344x -8
(iii) dex,

_ 2x3 —3x2+1
(IV) fx—_?)dX )
Regen:

(i) 2x3 —8y/x +2In|x| +c,

(i) Vx4 3Vx5 +c,

) 1
(|||)X +4In|x|+ & +c,
iv) 2x3+ 3x24+9x+28In|x — 3| + c.
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P¥iklad
Integrujte pomoci subsituce

(i) [cos(3x)dx,

Ptiklady
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Ptiklady

P¥iklad

Pomoci metody per partes integrujte
) [ x2 X dx,
) [ x%Inxdx.

Re

Sent:
(i) & (x*—2x+2) + ¢
i) X

x3 x3
3 nX—?‘FC.

(i
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Ptiklady

P¥iklad
Integrujte'
(i) o™ - 5 dx,
(i) [ zé=g dx,
(iii) [tgxdx.
f'(x)
dx = In|f(x)| + c)
(/%
Regent:
(i) In|2x? — 8| +c,
(ii) % In|2x? — 8| +c,
(iii) = [ SnX dx = — [ =S dx = —In|cos x| + c.
Matematika 28 / 52
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Ptiklady

Priklad

S pouzitim vzorce

11
3 4 4 12
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Ptiklady

P¥iklad
S pouZitim vzorce
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Ptiklady

Pr¥iklad
S pouzitim vzorce

1
/\/ﬁdx:arcsin%-l—c

spoditejte integral

—7
———dx
/ V16 — 3x2

=k /m

—7\/§ \/§x

1 . 3 .
:—7—arcsmg+c: 3 arcsin 2 +c.

V3
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Ptiklady

Priklad
S pouzitim vzorce

dx =In|x+ Vx2+B|+c¢
| gty

spoditejte integral

2
——dx
/ V4x2 =3

/V%dx:2/\/ﬁdx

1
:2§In|2x—|—\/4x2—3|+c:ln|2x+\/4x2—3\+c.
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P¥iklady

Priklad

PouZitim doplnéni na ¢tverec spolitejte integral

/;dx
27 +8x—10

3 3t
2x24+8x—10 2 ) x2+4x—5

_3/ 1 dX__3/ 1 dx
S 2) (x+2)2-97  2) 9—(x+2)?

3 1 3+x+2 1
X ‘_'_

2'2-3'”'3—x—2 =3

x+5
1—x
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Neuré&ity integral 11 Racionélni lomena funkce

Poznamka

JiZ vime, Ze kaZdou raciondlni lomenou funkci, kterd neni ryze lomen3, lze
pomoci déleni polynomi p¥evést na soulet polynomu a ryze lomené
raciondlni funkce.

Budeme se tedy zajimat pouze o integraly z ryze lomenych racionalnich
funkci.

Zamé&¥ime se na 4 typy integrald:

A
f ax+b © f ax?+bx+c dx
Ax+B
o 7(3X+b),, dx, n €N, - St perg 9%

kde A, B, a, b, c, p, g jsou realna &isla.
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RacionalIni lomend funkce

Typ 1 a 2 ¥eSime substituci t = ax + b.
P¥iklad (Typ 1)

t=2x-—28

JEEN Prvid B E I S A
X dx = Ldt t

3 3
:§In|t|+C:§|n|2x—8|+C.
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Neuré&ity integral 11 Raciondlni lomena funkce

P¥iklad (Typ 2)

t=2x—38
1 1
(2x — 8)3 dx — Ldt t32 2) t3
-2
3 -2
Zz/t dt=25"F¢
_i—‘i'c_ -3 +c
42 4(2x — 8)?2
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Neur&ity integral 11 Raciondlni lomena funkce

Typ 3 FeSime doplnénim jmenovatele na &tverec a pouZitim vzorce pro
fmiﬁxdx, nebo [ 1 dx.

Priklad (Typ 3)
3 3 1 3 1
0 =2 k=2
/2x2—4x+1o X 2/x2—2x+5 X 2/(x—1)2—|—4 X
t=x-1 3 1
dx = dt | _§/t2+22dt

t 3 x—1
-arctg§+c:zarctg7+c.

N

3
2
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Neur&ity integra Raciondlni lomena funkce

Typ 4 Yedime prevedenim na soulet integrélu typu [ % dx a integralu
typu 3.

Priklad (Typ 4)
3x—6 x—2 1 2x — 4
/x2+2x—3dx_3/xz—|—2x—3dx_3.§/x2+2x—3dx

3/2x+2—2—4
== [ ——————Fdx

2 x2 +2x—3
_3/ x+2 <6
2 ) xX242x—3  x242x-3

2x +2 5
I]_:/dezln‘X +2X—3‘+C

© Petr Hasil (MENDELU) Matematika 39 /52



Neur&ity integral 11 Racionélni lomena funkce

1 1 t=x+1
h=-6[ 5———dx=-6 | —————dx =
2 /x2+2x—3 X /(x+1)2—4 X | dt = dx

1 1 2+t

= — _ = g 7|

6/t2—4dt 6/4_t2dt 6 ‘2_t‘+c
3 x+3
—Eln 1 x +c

Celkem

3x —6 3 3 x+3

/x2—|—2x—3dx 2<|n|x +2x—3|—|—7| l_XD—l—C
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Neur&ity integra Znakeni

Racionalni lomenou funkci v proménnych «, 3,7, ... budeme zna&it
: . 25 gin3 .
R(a, 8,7, ...). Napt. R(x,sin x) jsou funkce % 2x + sin x,
sin x—x* apod

x2—2sin> x

etr Hasil (MENDELU) Matematika
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NEOTZAANIIEINII  Goniometrické funkce

Volba substituce

Necht je integrand (integrovand funkce) typu R(sin x, cos x). Je-li
integrand lichd funkce vidi sinu, volime substituci t = cos x. Je-li licha
vudi kosinu, volime t = sin x.

Poznamka

P¥ipomerime

sin®x + cos® x = 1
= sin’x =1 — cos® x
= cos?x = 1 —sin® x.

Petr Hasil (MENDELU)
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NEOTZAANIIEINII  Goniometrické funkce

Priklad

) 5 t =sinx
sin” x - cos” xdx =
/ |dt:cosxdx

= /sin2 x(cos? x)? cos x dx = /sin2 x(1 — sin® x)? cos x dx

2 212 4 2 _pph 464 £3 2t5 t’
= [t?(1—t t= [ 22t +t%dt = — —2— + —
/( ) / + 3 5+7+c
2 1
:§sin3x—gsin5x—|—7sin7x—|—c.

= / sin? x cos* x cos x dx
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Neurgity integral 11 Iracionalni funkce

Volba substituce |
Je-li je integrand typu R(x, v'ax + b), n € N, volime substituci

t"=ax+b, (t=Vax+b).

Tim pFevedeme integrdl na integral z racionalni lomené funkce.
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Neurgity integral 11 Iracionalni funkce

P¥iklad
3
2—de t3:4X—1©X=t34—+1 — £'§t2dt
Vax—1  |3t2dt=4dx=dx=3t2dt| t 4

2 3 [(P+1) 3 [ 3
_g/t —|—tdt——<— )—i—c
_3
8

3

SRR

= =y/lax—1p 2(4x—1)+5-1] +¢

:%3 (4x — 12 (8x +3) + ¢

v
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Neurgity integral 11 Iracionalni funkce

Volba substituce Il
Je-li je integrand typu R(x, ¥/x, %/x,..., %/x), n1,...,nx € N, volime

substituci

r=x,  (t=x),
kde s je nejmensim spole¢nym ndsobkem &isel ny, ..., ng. Tim pfevedeme
integrdl z iraciondlni funkce na integral z raciondlni lomené funkce.
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Neurgity integral 11 Iracionalni funkce

Ptiklad

t0=x=t= ¥x

VX = 3Vx
X x 109 dt = dx

102 dt

t10/5 —3. t10/2
/ th

2 5
:/%1Ot9dt:10/t—3t4dt

t2 t°

=5Vx2—6Vx5+c=5¢x—6x+c.
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ram|Alpha

@ Neurdity integral. @ @

integrate x°5 1n(x)

integrate sqrt(1ln(x))/x

Matematika
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http://www.wolframalpha.com/input/?i=integrate+x^5+ln%28x%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=integrate+sqrt%28ln%28x%29%29%2Fx
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