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Tečna a normála ke grafu funkce

2 Pr̊uběh funkce
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5 Wolfram|Alpha

© Petr Hasil (MENDELU) Aplikace derivace a pr̊uběh funkce Matematika 3 / 46



Použit́ı derivaćı L’Hospitalovo pravidlo

Věta (L’Hospitalovo pravidlo)

Necht’ α ∈ R∗ a necht’ funkce f a g jsou definované v nějakém ryźım okoĺı
bodu α, maj́ı zde derivaci a g ′(x) 6= 0. Necht’ dále plat́ı bud’

lim
x→α

f (x) = lim
x→α

g(x) = 0,

nebo
lim
x→α
|g(x)| =∞.

Pak plat́ı

lim
x→α

f (x)

g(x)
= lim

x→α

f ′(x)

g ′(x)
,

pokud limita na pravé straně existuje. Stejné tvrzeńı plat́ı i pro obě
jednostranné limity.
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Použit́ı derivaćı L’Hospitalovo pravidlo

Poznámka

L’Hospitalovo pravidlo můžeme použ́ıt opakovaně.

Lze ho použ́ıt p̌ŕımo na limity typu 0
0 a ∞∞ .

Vhodnou úpravou lze p̌revést neurčité výrazy typu 0 · ∞, ∞−∞, 1∞,
0∞ a ∞0 na jeden z typů 0

0 , ∞∞ .

POZOR!

Při použit́ı L’Hospitalova pravidla nederivujeme výraz f (x)
g(x) jako pod́ıl, ale

derivujeme zvlášt’ funkci v čitateli a zvlášt’ funkci ve jmenovateli.
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Vhodnou úpravou lze p̌revést neurčité výrazy typu 0 · ∞, ∞−∞, 1∞,
0∞ a ∞0 na jeden z typů 0
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Při použit́ı L’Hospitalova pravidla nederivujeme výraz f (x)
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0∞ a ∞0 na jeden z typů 0
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Použit́ı derivaćı Tečna a normála ke grafu funkce

Definice

Necht’ je f (x) funkce spojitá a má derivaci v bodě x0 ∈ D(f ). Potom
p̌ŕımku

y − f (x0) = f ′(x0) · (x − x0)

nazýváme tečna ke grafu funkce f v bodě x0

a p̌ŕımku

y − f (x0) = − 1

f ′(x0)
· (x − x0)

nazýváme normála ke grafu funkce f v bodě x0 (v p̌ŕıpadě, že f ′(x0) 6= 0).
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5 Wolfram|Alpha

© Petr Hasil (MENDELU) Aplikace derivace a pr̊uběh funkce Matematika 9 / 46



Pr̊uběh funkce Monotonie a lokálńı extrémy

Věta

Necht’ je funkce f spojitá na intervalu [a, b] a má derivaci na intervalu
(a, b). Pak plat́ı

Funkce f je v [a, b] konstantńı právě tehdy, když
∀x ∈ (a, b) : f ′(x) = 0.

Je-li f ′(x) > 0, ∀x ∈ (a, b), pak je funkce f na intervalu [a, b]
rostoućı.

Je-li f ′(x) < 0, ∀x ∈ (a, b), pak je funkce f na intervalu [a, b]
klesaj́ıćı.

Pozor!

Obrácené tvrzeńı neplat́ı. Nap̌r.
funkce f (x) = x3 je na celém R
rostoućı, ale v bodě x = 0 má
nulovou derivaci.
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Věta
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(a, b). Pak plat́ı

Funkce f je v [a, b] konstantńı právě tehdy, když
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Pr̊uběh funkce Monotonie a lokálńı extrémy

Definice

Řekneme, že funkce f má v bodě x0 lokálńı maximum (minimum), jestliže
pro každé x v nějakém okoĺı bodu x0 plat́ı

f (x) ≤ f (x0),
(
f (x) ≥ f (x0)

)
.

Pokud pro x 6= x0 plat́ı p̌redchoźı nerovnosti osťre, mluv́ıme o ostrém
lokálńım maximu (minimu).
Souhrnně nazýváme (ostré) lokálńı maximum a minimum (ostré) lokálńı
extrémy.

Věta

Má-li funkce f v bodě x0 lokálńı extrém, pak f ′(x0) = 0, nebo f ′(x0)
neexistuje.
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Pr̊uběh funkce Monotonie a lokálńı extrémy
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Pr̊uběh funkce Monotonie a lokálńı extrémy

Definice

Je-li f ′(x0) = 0, pak bod x0 nazýváme stacionárńı bod funkce f .

Věta

Necht’ je funkce f spojitá v bodě x0 a necht’ existuje jej́ı derivace v
nějakém prstencovém okoĺı tohoto bodu. Označme L levé prstencové okoĺı
bodu x0 a R pravé prstencové okoĺı bodu x0.

Jestliže plat́ı

f ′(x) > 0 pro x ∈ L a f ′(x) < 0 pro x ∈ R,

pak má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı maximum.

Jestliže plat́ı

f ′(x) < 0 pro x ∈ L a f ′(x) > 0 pro x ∈ R,

pak má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı minimum.
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Definice

Je-li f ′(x0) = 0, pak bod x0 nazýváme stacionárńı bod funkce f .
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Definice

Je-li f ′(x0) = 0, pak bod x0 nazýváme stacionárńı bod funkce f .
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Pr̊uběh funkce Monotonie a lokálńı extrémy

Věta

Necht’ f ′(x0) = 0 a f ′′(x0) 6= 0. Pak má funkce f v bodě x0 lokálńı extrém
a to

lokálńı maximum, jestliže f ′′(x0) < 0,

lokálńı minimum, jestliže f ′′(x0) > 0.
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Pr̊uběh funkce Monotonie a lokálńı extrémy
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Pr̊uběh funkce Monotonie a lokálńı extrémy

Př́ıklad

Najděte lokálńı extrémy funkce f (x) = −x2 + 4x − 3.

Řešeńı:

(i) f ′(x) = −2x + 4 = 0 ⇔ x = 2.

x (−∞, 2) (2,∞)

sgn f ′ + −
f ↗ ↘

Funkce f má tedy v x = 2 lokálńı maximum s hodnotou f (2) = 1.

© Petr Hasil (MENDELU) Aplikace derivace a pr̊uběh funkce Matematika 15 / 46
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Řešeńı:

(i) f ′(x) = −2x + 4 = 0 ⇔ x = 2.

x (−∞, 2) (2,∞)

sgn f ′ + −
f ↗ ↘
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Pr̊uběh funkce Monotonie a lokálńı extrémy

(ii) f ′(x) = −2x + 4 = 0 ⇔ x = 2.

f ′′(x) = −2 ⇒ f ′′(2) = −2 < 0.

Funkce f má tedy v x = 2 lokálńı maximum s hodnotou f (2) = 1.
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(ii) f ′(x) = −2x + 4 = 0 ⇔ x = 2.

f ′′(x) = −2 ⇒ f ′′(2) = −2 < 0.
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Pr̊uběh funkce Monotonie a lokálńı extrémy
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Pr̊uběh funkce Konvexnost, konkávnost a inflexńı body
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Pr̊uběh funkce Konvexnost, konkávnost a inflexńı body

Definice

Funkci nazveme konvexńı (konkávńı) v bodě x0, jestliže jej́ı graf lež́ı v
prstencovém okoĺı bodu x0 nad (pod) tečnou v tomto bodě.
Funkci nazveme konvexńı (konkávńı) na intervalu I , jestliže je konvexńı
(konkávńı) v každém bodě tohoto intervalu.

Věta

Necht’ funkce f (x) má derivaci na intervalu (a, b). Pak plat́ı

jestliže ∀x ∈ (a, b) plat́ı f ′′(x) > 0, pak je funkce f konvexńı na
intervalu (a, b),

jestliže ∀x ∈ (a, b) plat́ı f ′′(x) < 0, pak je funkce f konkávńı na
intervalu (a, b).
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Věta
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Pr̊uběh funkce Konvexnost, konkávnost a inflexńı body

Poznámka

Opačné tvrzeńı neplat́ı. Nap̌r. funkce f (x) = x4 je konvexńı na R, ale
f ′′(0) = 0.

© Petr Hasil (MENDELU) Aplikace derivace a pr̊uběh funkce Matematika 19 / 46



Pr̊uběh funkce Konvexnost, konkávnost a inflexńı body

Definice

Řekneme, že funkce f má v bodě x0 inflexńı bod, jestliže v bodě x0

existuje tečna ke grafu funkce a f ′′ zde měńı znaménko (tj. graf funkce se
měńı z konvexńıho na konkávńı, nebo opačně).

Poznámka

Funkce f může ḿıt inflexńı bod v bodě x0, ve kterém

f ′′(x0) = 0,

f ′′(x0) neexistuje.

Obr.: x3 Obr.: 3
√
x
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Pr̊uběh funkce Konvexnost, konkávnost a inflexńı body

Věta

Necht’ má funkce f v bodě x0 spojitou prvńı derivaci a necht’ existuje ryźı
okoĺı bodu x0, v němž existuje druhá derivace funkce f . Označme L levé
ryźı okoĺı bodu x0 a R pravé ryźı okoĺı bodu x0. Pak jestliže

f ′′(x) > 0∀x ∈ L a f ′′(x) < 0 ∀x ∈ R nebo naopak,

pak má funkce f v bodě x0 inflexńı bod.

Př́ıklad

Zjistěte, pro která x ∈ R je funkce f (x) = x3 − 6x2 + 6x − 3
konkávńı/konvexńı a najděte jej́ı inflexńı body.
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Zjistěte, pro která x ∈ R je funkce f (x) = x3 − 6x2 + 6x − 3
konkávńı/konvexńı a najděte jej́ı inflexńı body.
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Pr̊uběh funkce Konvexnost, konkávnost a inflexńı body

Řešeńı: f ′(x) = 3x2 − 12x + 6, f ′′(x) = 6x − 12 = 0 ⇔ x = 2.

x (−∞, 2) (2,∞)

sgn f ′′ − +

f ∩ ∪

Funkce je konkávńı pro x ∈ (−∞, 2) konvexńı pro x ∈ (2,∞) a v x = 2
má inflexńı bod s hodnotou f (2) = −7.
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má inflexńı bod s hodnotou f (2) = −7.

© Petr Hasil (MENDELU) Aplikace derivace a pr̊uběh funkce Matematika 22 / 46
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Pr̊uběh funkce Konvexnost, konkávnost a inflexńı body
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Pr̊uběh funkce Asymptoty

Obsah

1 Použit́ı derivaćı
L’Hospitalovo pravidlo
Tečna a normála ke grafu funkce

2 Pr̊uběh funkce
Monotonie a lokálńı extrémy
Konvexnost, konkávnost a inflexńı body
Asymptoty
Pr̊uběh funkce – shrnut́ı

3 Př́ıklad

4 Globálńı extrémy

5 Wolfram|Alpha
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Pr̊uběh funkce Asymptoty

Definice

Př́ımku, která je tečnou ke grafu funkce f v některém nevlastńım bodě,
nazýváme asymptota funkce f .

Věta

Funkce má

asymptotu bez směrnice x = x0 právě tehdy, když má v bodě x0

nevlastńı limitu zleva nebo zprava,

asymptotu se směrnićı y = ax + b pro x → ±∞ právě tehdy, když

a = lim
x→±∞

f (x)

x
∈ R a b = lim

x→±∞
(f (x)− ax) ∈ R.
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Pr̊uběh funkce Asymptoty

Poznámka

Je-li limita limx→x+
0
f (x) = ±∞ nebo limx→x−0

f (x) = ±∞, pak je svislá

p̌ŕımka x = x0 asymptotou bez směrnice funkce f v bodě x0. Tedy
asymptoty bez směrnice hledáme ”v d́ırách”nebo na okraji definičńıho
oboru.
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Pr̊uběh funkce Asymptoty
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Pr̊uběh funkce Asymptoty
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Pr̊uběh funkce Pr̊uběh funkce – shrnut́ı

Obsah

1 Použit́ı derivaćı
L’Hospitalovo pravidlo
Tečna a normála ke grafu funkce

2 Pr̊uběh funkce
Monotonie a lokálńı extrémy
Konvexnost, konkávnost a inflexńı body
Asymptoty
Pr̊uběh funkce – shrnut́ı

3 Př́ıklad

4 Globálńı extrémy

5 Wolfram|Alpha
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Pr̊uběh funkce Pr̊uběh funkce – shrnut́ı

Postup p̌ri vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce

(i) Př́ımo z funkce:

• D(f ), sudost/lichost, periodičnost, pr̊useč́ıky s osami,
kladnost/zápornost,

• asymptoty (se směrnićı, bez směrnice).

(ii) Z prvńı derivace: rostoućı/klesaj́ıćı, lokálńı extrémy.

(iii) Z druhé derivace: konvexńı/konkávńı, inflexńı body.

(iv) Načrtnut́ı grafu: ke všem výše zḿıněným bodům dopoč́ıtáme funkčńı
hodnoty a zkombinujeme zjǐstěné informace.
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Pr̊uběh funkce Pr̊uběh funkce – shrnut́ı

Postupně tedy plńıme následuj́ıćı body:

a) definičńı obor,

b) sudost/lichost (periodičnost),

c) asymptoty bez směrnice,

d) asymptoty se směrnićı,

e) pr̊useč́ıky s osami,

f) kladnost/zápornost,

g) prvńı derivaci,

h) kde je f rostoućı/klesaj́ıćı,

i) lokálńı extrémy,

j) druhou derivaci,

k) kde je f konvexńı/konkávńı,

l) inflexńı body,

m) funkčńı hodnoty ve
významných bodech,

n) načrtneme graf.
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Př́ıklad

Obsah

1 Použit́ı derivaćı
L’Hospitalovo pravidlo
Tečna a normála ke grafu funkce

2 Pr̊uběh funkce
Monotonie a lokálńı extrémy
Konvexnost, konkávnost a inflexńı body
Asymptoty
Pr̊uběh funkce – shrnut́ı

3 Př́ıklad

4 Globálńı extrémy

5 Wolfram|Alpha
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Př́ıklad

Př́ıklad

Vyšeťrete pr̊uběh funkce

f (x) = − x2

x + 1

Řešeńı:

a) Funkčńımu p̌redpisu vyhovuj́ı všechna reálná č́ısla taková, že
x + 1 6= 0. Proto máme

D(f ) = R \ {−1}.

b) O sudosti/lichosti funkce snadno rozhodneme dosazeńım −x .
Poněvadž plat́ı

f (−x) = − x2

−x + 1
6= ±f (x),

neńı zadaná funkce ani lichá, ani sudá (což je vidět už z nesymetrie
definičńıho oboru). Vzhledem k definičńımu oboru je žrejmé, že
funkce nemůže být periodická.
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© Petr Hasil (MENDELU) Aplikace derivace a pr̊uběh funkce Matematika 33 / 46
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Př́ıklad

c) Asymptoty bez směrnice popisuj́ı limitńı chováńı funkce v bodech
nespojitosti (nebo na okraji definičńıho oboru), proto p̌ŕımým
výpočtem ihned dostaneme

lim
x→−1+

− x2

x + 1
= − lim

x→−1+

x2

x + 1
= −(+∞) = −∞,

lim
x→−1−

− x2

x + 1
= lim

x→−1−
− x2

x + 1
= −(−∞) =∞.

Funkce má jednu svislou asymptotu x = −1.

d) Pomoćı vzorc̊u urč́ıme asymptoty se směrnićı (pokud existuj́ı).

a = lim
x→±∞

− x2

x2 + x
= −1,

b = lim
x→±∞

− x2

x + 1
+ x = lim

x→±∞

x

x + 1
= 1.

Funkce f (x) má tedy v +∞ i −∞ asymptotu se směrnićı, která je
dána rovnićı y = −x + 1.
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Př́ıklad

e) Urč́ıme pr̊useč́ıky s osou x (⇒ y = 0):

f (x) = 0 ⇐⇒ x2 = 0 ⇐⇒ x = 0,

tedy Px = [0, 0],

a s osou y (⇒ x = 0):

y = − 02

0 + 1
= 0 ⇐⇒ y = 0,

tedy Py = [0, 0] = Px .

f) Nyńı źıskáme intervaly, kde je funkce f (x) kladná a záporná:

x (−∞,−1) (−1, 0) (0,∞)

sgn f + − −
f kladná záporná záporná

© Petr Hasil (MENDELU) Aplikace derivace a pr̊uběh funkce Matematika 35 / 46
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f (x) = 0 ⇐⇒ x2 = 0 ⇐⇒ x = 0,

tedy Px = [0, 0],
a s osou y (⇒ x = 0):

y = − 02

0 + 1
= 0 ⇐⇒ y = 0,

tedy Py = [0, 0] = Px .

f) Nyńı źıskáme intervaly, kde je funkce f (x) kladná a záporná:

x (−∞,−1) (−1, 0) (0,∞)

sgn f + − −
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Př́ıklad

g) Spoč́ıtáme prvńı derivaci a jej́ı definičńı obor, tj.

f ′(x) =
−x2 − 2x

(x + 1)2
, D(f ′) = R \ {−1}.

h) Nyńı urč́ıme stacionárńı body a intervaly monotonie, tj.

f ′(x) = 0 ⇐⇒ −x(x + 2) = 0 ⇐⇒ x1 = 0, x2 = −2.

x (−∞,−2) (−2,−1) (−1, 0) (0,∞)

sgn f ′ − + + −
f ↘ ↗ ↗ ↘

i) Z tabulky vid́ıme, že funkce má v x = −2 lokálńı minimum a v x = 0
lokálńı maximum.
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Př́ıklad

j) Spoč́ıtáme druhou derivaci a urč́ıme jej́ı definičńı obor

f ′′(x) =
−2x − 2

(x + 1)4
=

−2

(x + 1)3
,

D(f ′′) = R \ {−1}.

k) Urč́ıme kritické body a intervaly konvexnosti a konkávnosti, tj.

f ′′(x) = 0 ⇐⇒ −2 = 0,

což je nesmysl. Druhá derivace tedy nemá žádný nulový bod.
Nesḿıme ovšem zapomenout, že jej́ı znaménko se může změnit i v
bodech, ve kterých neńı definována (tj. v

”
d́ırách“ jej́ıho definičńıho

oboru).

x (−∞,−1) (−1,∞)

sgn f ′′ + −
f ∪ ∩
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f ′′(x) = 0 ⇐⇒ −2 = 0,
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Př́ıklad

l) Funkce nemá žádný inflexńı bod (−1 6∈ D(f )).

m) Zrekapitulujme význačné body a spočtěme v nich funkčńı hodnoty.

Pr̊useč́ıky s osami Px = Py = [0, 0].
Lokálńı minimum v x = −2, f (−2) = 4, tedy jde o bod [−2, 4].
Lokálńı maximum v x = 0, f (0) = 0, tedy jde o bod [0, 0].
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Př́ıklad

n) Nyńı zkombinujeme všechny źıskané informace a obdrž́ıme graf funkce
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Globálńı extrémy

Obsah

1 Použit́ı derivaćı
L’Hospitalovo pravidlo
Tečna a normála ke grafu funkce

2 Pr̊uběh funkce
Monotonie a lokálńı extrémy
Konvexnost, konkávnost a inflexńı body
Asymptoty
Pr̊uběh funkce – shrnut́ı

3 Př́ıklad

4 Globálńı extrémy

5 Wolfram|Alpha
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Globálńı extrémy

Definice (Absolutńı (globálńı) extrémy)

Bud’ f : [a, b]→ R. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 ∈ [a, b]
absolutńı maximum (minimum) na intervalu [a, b], jestliže pro všechna
x ∈ [a, b] plat́ı, že

f (x) ≤ f (x0) (f (x) ≥ f (x0)).

Jsou-li nerovnosti pro x 6= x0 ostré, mluv́ıme o ostrých absolutńıch
extrémech funkce na [a, b].
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Globálńı extrémy

Věta

Necht’ funkce f je spojitá na intervalu [a, b]. Pak funkce f nabývá svého
absolutńıho maxima i minima na intervalu [a, b] a to bud’ v bodě lokálńıho
extrému lež́ıćıho v (a, b) nebo v jednom z krajńıch bod̊u x = a, x = b.

Tvrzeńı je důsledkem Weierstrassovy věty a obsahuje návod k hledáńı
globálńıch extrémů spojitých funkćı.

Poznámka

Globálńı extrémy spojité funkce f na intervalu [a, b] hledáme takto:

Urč́ıme stacionárńı body a body uvniťr intervalu [a, b], v nichž neexistuje
derivace, pak porovnáme funkčńı hodnoty v těchto bodech s hodnotami
f (a) a f (b).
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f (a) a f (b).

© Petr Hasil (MENDELU) Aplikace derivace a pr̊uběh funkce Matematika 42 / 46



Globálńı extrémy

Př́ıklad

Určete rozměry otev̌reného zahradńıho bazénu se čtvercovým dnem
daného objemu 32 m3 tak, aby se na vyzděńı jeho dna a stěn spoťrebovalo
minimum materiálu. Délka bazénu muśı být v rozmeźı 2–8 metr̊u.

Ze zadaného objemu vyjáďŕıme výšku bazénu

V = a2 · v ⇒ v = V
a2 .

Funkce určuj́ıćı obsah dna a stěn je

S = a2 + 4 · v · a ⇒ S(a) = a2 + 4V
a ,

kterou chceme minimalizovat pro a ∈ [2, 8].

Nejprve najdeme stacionárńı bod

S ′(a) = 2a− 4V

a2
= 0 ⇒ a =

3
√

2V
V=32⇒ a = 4, v = 2.
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Př́ıklad
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Globálńı extrémy

Nyńı porovnáme hodnotu funkce objemu v nalezeném bodě a = 4
s hodnotami v krajńıch bodech, tj.

S(a) = a2 + 4·32
a ⇒ V (2) = 68, V (4) = 48, V (8) = 80.

Globálńı minimum je tedy v nalezeném stacionárńım bodě a optimálńı
rozměry bazénu splňuj́ıćıho zadáńı jsou 4× 4× 2.

Ově̌reńı, že jde skutečně o globálńı extrém, je samožrejmě možné
i postupem z pr̊ubehu funkce, ten ale bývá věťsinou zdlouhavěǰśı. Zde
nap̌r. ově̌ŕıme, že objem na obě strany od stacionárńıho bodu roste a nižš́ı
hodnota tedy jinde být nemůže.

a (0, 4) (4,∞)

sgnS ′ − +

S ↘ ↗
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Wolfram|Alpha

Obsah

1 Použit́ı derivaćı
L’Hospitalovo pravidlo
Tečna a normála ke grafu funkce

2 Pr̊uběh funkce
Monotonie a lokálńı extrémy
Konvexnost, konkávnost a inflexńı body
Asymptoty
Pr̊uběh funkce – shrnut́ı

3 Př́ıklad

4 Globálńı extrémy

5 Wolfram|Alpha
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Wolfram|Alpha

Tečna. ~

tangent to y=x^2 at 2

Normála. ~

normal to y=x^(2/3) at 8

Limita. ~

limit (ln^5(x))/(x-3) as x->infinity

Lokálńı extrémy. ~

local extrema of (x-1)/(x^2+1)

Inflexńı body. ~

inflection points of (x-1)/(x^2+1)

Asymptoty. ~

asymptotes y=(x^2-1)/(5-x)

Graf funkce. ~ ~

plot y=(x^2-3)/(x^2+9)

plot y=(x-1)/(x^2+1) for x from -3 to 4 and y from -1 to 0.5
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