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Pouziti derivaci L'Hospitalovo pravidlo

Vé&ta (L'Hospitalovo pravidlo)

Necht o € R* a necht funkce f a g jsou definované v né&jakém ryzim okoli

bodu o, maji zde derivaci a g'(x) # 0. Necht ddle plati bud

lim f(x) = Xlina g(x)=0,

x—a
nebo
lim |g(x)]| = co.
Pak plati
lim M = lim m

x—a g(x)  x—a g/(x)’
pokud limita na pravé strané existuje. Stejné tvrzeni plati i pro obé
jednostranné limity.
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Poznamka
@ L'Hospitalovo pravidlo miZeme pouZit opakované.

@ Lze ho pouZit pfimo na limity typu g az.

@ Vhodnou tpravou Ize pfevést neurcité vyrazy typu 0 - 0o, oo — 0o, 1°°,
0

0% a 00 na jeden z typl 0 oo

POZOR!
f(x)

P¥i pouZiti L'Hospitalova pravidla nederivujeme vyraz 209 jako podil, ale

derivujeme zvldt funkci v &itateli a zvldst funkci ve jmenovateli.
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Pouziti derivaci Te&na a normila ke grafu funkce

Definice

Necht je f(x) funkce spojitd a m4 derivaci v bod& xp € D(f). Potom
p¥imku

y = f(x0) = f'(x0) - (x — x0)
nazyvame tecna ke grafu funkce f v bodé x¢ a pf¥imku

Y= fl0) = s (x =)

nazyvame normdla ke grafu funkce f v bod& xq (v p¥ipadg, Ze f'(xp) # 0).
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PouZiti derivac Te¢na a normila ke grafu funkce
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Prib&h funkce Monotonie a lokalni extrémy

Véta

Necht je funkce f spojitd na intervalu [a, b] a md derivaci na intervalu
(a, b). Pak plati
e Funkce f je v [a, b] konstantni pravé tehdy, kdyZ
Vx € (a,b) : f'(x) = 0.
e Je-li f'(x) >0, Vx € (a, b), pak je funkce f na intervalu [a, b]
rostouci.
e Je-li f'(x) <0, Vx € (a, b), pak je funkce f na intervalu [a, b]
klesajici.

Pozor!

Obracené tvrzeni neplati. Nap¥.
funkce f(x) = x> je na celém R
rostouci, ale v bodé x = 0 ma
nulovou derivaci.

V.
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Prib&h funkce Monotonie a lokalni extrémy

Definice

Iv?ekneme, Ze funkce f md v bod& xq lokdIni maximum (minimum), jestlize
pro kaZdé x v n&jakém okoli bodu xg plati

f(x) < f(xo), (f(x) > f(xo)).

Pokud pro x # xg plati pfedchozi nerovnosti ostfe, mluvime o ostrém
lokdlnim maximu (minimu).

Souhrnn& nazyvame (ostré) lokalni maximum a minimum (ostré) lokdlni
extrémy.

Véta
Ma-li funkce f v bodé& xy lokalni extrém, pak f'(xg) = 0, nebo f'(xp)
neexistuje.
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Monotonie a lokalni extrémy
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Prib&h funkce Monotonie a lokalni extrémy

Definice

Je-li f'(xp) = 0, pak bod xp nazyvdme staciondrni bod funkce f.

Véta

Necht je funkce f spojitd v bod& xqg a necht existuje jeji derivace v
né&jakém prstencovém okoli tohoto bodu. Oznaéme L levé prstencové okoli
bodu xg a R pravé prstencové okoli bodu xq.

o Jestlize plati
f'(x) >0 prox e Laf'(x)<0proxeR,

pak mad funkce f v bodé& xg ostré lokdlni maximum.

JestliZze plati

f'(x) <0 proxeLaf'(x)>0proxeR,

pak mad funkce f v bodé& xy ostré lokalni minimum.
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Prib&h funkce Monotonie a lokalni extrémy

Véta
Necht f'(xg) =0 a f"(xo) # 0. Pak m4d funkce f v bodé& xo lokaIni extrém
a to

@ lokdIni maximum, jestlize f"(xp) < 0,

@ lokdIni minimum, jestliZe f"(xp) > 0.
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Prib&h funkce Monotonie a lokalni extrémy

P¥iklad
Najdéte lokaIni extrémy funkce f(x) = —x? + 4x — 3. J

ReZen:
(i) f'(x)=-2x+4=0 & x=2

X (—00,2) (2700)
sgnf’ + -
f / \

Funkce f ma tedy v x = 2 lokdIni maximum s hodnotou f(2) = 1.
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Prib&h funkce Monotonie a lokalni extrémy

(i) f'(x)=—-2x+4=0 & x=2.
f"(x)=-2 =1"(2)=-2<0.
Funkce f ma tedy v x = 2 lokaIni maximum s hodnotou f(2) = 1.

14
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Prab&h funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Definice

Funkci nazveme konvexni (konkdvni) v bod& xp, jestlize jeji graf lezi v
prstencovém okoli bodu xp nad (pod) te¢nou v tomto bodé&.

Funkci nazveme konvexni (konkdvni) na intervalu /, jestlize je konvexn{
(konkavni) v kazdém bod& tohoto intervalu.

Véta
Necht funkce f(x) md derivaci na intervalu (a, b). Pak plati
o jestlize Vx € (a, b) plati f"(x) > 0, pak je funkce f konvexni na
intervalu (a, b),
e jestlize Vx € (a, b) plati f"(x) < 0, pak je funkce f konkdvni na
intervalu (a, b).
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Prab&h funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Poznamka

Opatné tvrzeni neplati. Nap¥. funkce f(x) = x* je konvexni na R, ale
f”(0) = 0.
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Prab&h funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Definice

Rekneme, e funkce f m4 v bodg& xp inflexni bod, jestlize v bodé& xp
existuje te¢na ke grafu funkce a " zde méni znaménko (tj. graf funkce se
méni z konvexniho na konkavni, nebo opaing).

Poznamka
Funkce f miZe mit inflexni bod v bod& xp, ve kterém
e (xp) =0,

o "(xp) neexistuje.

Obr.: x3 Obr.: V/x
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Prab&h funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Véta

Necht m3 funkce f v bod& xq spojitou prvni derivaci a necht existuje ryzi
okoli bodu xg, v némZ existuje druhd derivace funkce f. Oznaéme L levé
ryzi okoli bodu xy a R pravé ryzi okoli bodu xg. Pak jestliZze

f'(x) >0vxe Laf’(x)<0 VxeR nebo naopak,

pak mad funkce f v bodé& xqy inflexni bod.

Ptiklad

Zjist&te, pro kterd x € R je funkce f(x) = x> — 6x? + 6x — 3
konkdvni/konvexni a najdéte jeji inflexni body.
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Prab&h funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Regeni: f'(x) = 3x? — 12x + 6,

Funkce je konkavni pro x € (—o0,2) konvexni pro x € (2,00) av x =2

f'(x)=6x—12=0

X (_00)2) (2700)
sgn " — +
f N U

m3 inflexni bod s hodnotou f(2) = —7.
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funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body
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HOILRITRINCN  Asymptoty

Definice

P¥imku, kterd je te¢nou ke grafu funkce f v nékterém nevlastnim bodé,
nazyvame asymptota funkce f.

Véta
Funkce ma

@ asymptotu bez smérnice x = xg pravé tehdy, kdyZ ma v bodé xy
nevlastni limitu zleva nebo zprava,

@ asymptotu se smérnici y = ax + b pro x — too pravé tehdy, kdyz

a= lim —€eR a b= lim (f(x)—ax)eR.

x—too X x—+o0
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HOILRITRINCN  Asymptoty

Poznamka

Je-li limita lim, _, f(x) = £oo nebo IimX_>X(; f(x) = +oo, pak je svisla
pfimka x = xg asymptotou bez smé&rnice funkce f v bodé& xg. Tedy
asymptoty bez smérnice hleddme "v dirdch” nebo na okraji defini¢niho
oboru.
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Prib&h funkce Asymptoty
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Asymptoty
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Prib&h funkce Priibéh funkce — shrnuti

Postup p¥i vySetfovani pribéhu funkce
(i) P¥imo z funkce:

e D(f), sudost/lichost, periodi¢nost, prisetiky s osami,
kladnost/zdpornost,
e asymptoty (se smé&rnici, bez smérnice).

(i) Z prvni derivace: rostouci/klesajici, lokalni extrémy.
(i) Z druhé derivace: konvexni/konkavni, inflexni body.

(iv) Nac&rtnuti grafu: ke viem vySe zminénym bodidm dopotitdme funkeéni
hodnoty a zkombinujeme zjisténé informace.
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IO RIS  Prib&h funkce — shrnuti

Postupné tedy plnime nésledujici body:

o]

defini¢ni obor, j) druhou derivaci,

o

sudost/lichost (periodi¢nost), k) kde je £ konvexni/konkévni,

(e}

1) inflexni body,

o

asymptoty se smérnici,

@

)
)
) asymptoty bez smé&rnice,
)
) prisetiky s osami,

)

-

kladnost/zapornost,

g) prvni derivaci, m) funkZni hodnoty ve

h) kde je f rostouci/klesajici, vyznamnych bodech,

i) lokdlni extrémy, n) nacrtneme graf.
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P¥iklad

Vysetrete pribéh funkce

X2

x+1

f(x)=—

ReZent:
a) Funk&nimu p¥edpisu vyhovuji viechna redlna &isla takova, ze
x +1+# 0. Proto mame

D(f) =R\ {~1}.

b) O sudosti/lichosti funkce snadno rozhodneme dosazenim —x.

Ponévadz plati
2

f(—x) =—

- (%),

neni zadand funkce ani licha, ani suda (coZ je vidét uz z nesymetrie
defini¢niho oboru). Vzhledem k defini¢nimu oboru je zfejmé, Ze
funkce nemiZe byt periodicka.
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c) Asymptoty bez smérnice popisuji limitni chovéni funkce v bodech
nespojitosti (nebo na okraji definiéniho oboru), proto pfimym
vypoétem ihned dostaneme

im —C = im 2~ (4oo)
im — =— lim = —(+00) = —00
x——1+ x-+1 x——1t x+1 ’
2 2
lim — = lim -~ = —(—00) =
x—-1- x+1 x—-1- x+1

Funkce ma jednu svislou asymptotu x = —1.

d) Pomoci vzorcl uréime asymptoty se smérnici (pokud existuji).

. x2
a= lim — = -1,
X—300 x2+x
2
. . X
b= Iim -— +x= lim =1.
x—too x+1 x—too x + 1

Funkce f(x) ma tedy v +00 i —oo asymptotu se smérnici, kterd je
dana rovnici y = —x + 1.
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e) Uréime prisetiky s osou x (= y = 0):
f(x)=0 <= x*=0 <= x=0,

tedy P, = [0,0],
asosouy (= x=0):

tedy P, = [0,0] = Px.

f) Nyni ziskdme intervaly, kde je funkce f(x) kladnd a zdporna:

X (—o0,-1) | (—-1,0) | (0,00)
sgnf + — —

f kladnd zapornd | zaporna
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Pt¥iklad

g) Spotitdme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor, tj.

f'(x) =

—x? —2x

(x+1)27

D(f') =R\ {-1}.

h) Nyni uréime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

flix)=0 <= —x(x+2)=0 <<= x=0, xo=-2.
X (_007_2) (_27_1) (_170) (0,00)
sgn f' - + + -
f N\ / / N\
i) Z tabulky vidime, Ze funkce mad v x = —2 lokalni minimum av x =0
lokaIni maximum.
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j) Spotitame druhou derivaci a urcime jeji definiéni obor
_ —2x-2 2
C(x+ 1% (x+ 1)
D(f") =R\ {-1}.

f’//(x)

k) Ur&ime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.

f'(x)=0 < -2=0,

coz je nesmysl. Druha derivace tedy nemd zadny nulovy bod.
Nesmime ov8em zapomenout, Ze jeji znaménko se mliZze zménit i v
bodech, ve kterych neni definovéna (tj. v ,dirdch* jejiho defini¢niho
oboru).

X (_007_1) (_1700)
sgn " + —
f U N
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Pt¥iklad

) Funkce nemd Zadny inflexni bod (—1 & D(f)).
m) Zrekapitulujme vyzna&né body a spottéme v nich funkéni hodnoty.
o Prisetiky s osami P, = P, = [0,0].
o Lokalni minimum v x = =2, f(—2) = 4, tedy jde o bod [—2,4].
o Lokalni maximum v x = 0,f(0) = 0, tedy jde o bod [0, 0].
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Pt¥iklad

n) Nyni zkombinujeme v3echny ziskané informace a obdrzime graf funkce
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Globalni extrémy

Definice (Absolutni (globalni) extrémy)

Bud f: [a, b] — R. Rekneme, e funkce f ma v bod& xg € [a, b]
absolutni maximum (minimum) na intervalu [a, b, jestlize pro viechna
x € [a, b] plati, Ze

f(x) < flxo) (f(x) = f(x0))-

Jsou-li nerovnosti pro x # xp ostré, mluvime o ostrych absolutnich
extrémech funkce na [a, b).
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Globalni extrémy

Véta
Necht funkce f je spojitd na intervalu [a, b]. Pak funkce f nabyvd svého

absolutniho maxima i minima na intervalu [a, b] a to bud' v bodé& lokalniho
extrému leZiciho v (a, b) nebo v jednom z krajnich bodii x = a, x = b.

Tvrzeni je dlsledkem Weierstrassovy véty a obsahuje navod k hledani
globalnich extrém( spojitych funkci.

Poznamka

Globalni extrémy spojité funkce f na intervalu [a, b] hledame takto:

Ur&ime staciondrni body a body uvnit¥ intervalu [a, b], v nichZ neexistuje
derivace, pak porovname funkéni hodnoty v téchto bodech s hodnotami
f(a) a f(b).
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Globalni extrémy

Priklad

Urcete rozméry otevieného zahradniho bazénu se &tvercovym dnem
daného objemu 32 m3 tak, aby se na vyzd&ni jeho dna a st&n spottebovalo
minimum materidlu. Délka bazénu musi byt v rozmezi 2—8 metri.

Ze zadaného objemu vyjad¥ime vy$ku bazénu

V=2a2v = v:a—‘é.

Funkce uréujici obsah dna a stén je

S=a’+4.-v-a = S(a):aer%,
kterou chceme minimalizovat pro a € [2, 8].
Nejprve najdeme staciondrni bod

V=32
= a=4, v=2.

5’(3):23—8—:0 = a=V2V
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Globalni extrémy

Nyni porovname hodnotu funkce objemu v nalezeném bodé a = 4
s hodnotami v krajnich bodech, tj.
S(ay=a*+%2 = V(2)=68, V(4) =48, V(8)=S80.

Globalni minimum je tedy v nalezeném stacionarnim bodé a optimalni
rozméry bazénu spliiujiciho zadanfi jsou 4 x 4 x 2.

OvéFeni, Ze jde skutetné& o globalni extrém, je samozfejmé& mozné

i postupem z priibehu funkce, ten ale byva vétSinou zdlouhavéjsi. Zde
nap¥. ovéfime, Ze objem na obé& strany od staciondrniho bodu roste a nizsi
hodnota tedy jinde byt nemiiZe.

a (0,4) | (4,00)

sgn S’ - +
) RN /
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Wolfram|Alpha

tangent to y=x"2 at 2

Normala. ®
normal to y=x"(2/3) at 8

Limita. &
limit (In"5(x))/(x-3) as x->infinity

Lokalni extrémy. &
local extrema of (x-1)/(x"2+1)

Inflexni body. @
inflection points of (x-1)/(x"2+1)

Asymptoty. &
asymptotes y=(x"2-1)/(5-x)

Graf funkce. ® ®
plot y=(x"2-3)/(x"2+9)
plot y=(x-1)/(x"2+1) for x from -3 to 4 and y from -1 to 0.5
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http://www.wolframalpha.com/input/?i=tangent+to+y%3Dx^2+at+2
http://www.wolframalpha.com/input/?i=normal+to+y%3Dx^%282%2F3%29+at+8
http://www.wolframalpha.com/input/?i=limit+%28ln^5%28x%29%29%2F%28x-3%29+as+x-%3Einfinity
http://www.wolframalpha.com/input/?i=local+extrema+of+%28x-1%29%2F%28x^2%2B1%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=inflection+points+of+%28x-1%29%2F%28x^2%2B1%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=asymptotes+y%3D%28x^2-1%29%2F%285-x%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=plot+y%3D%28x^2-3%29%2F%28x^2%2B9%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=plot+y%3D%28x-1%29%2F%28x^2%2B1%29+for+x+from+-3+to+4+and+y+from+-1+to+0.5
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