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Funkce Definice a pojmy

Definice

Necht’ D 6= ∅,D ⊆ R. Pravidlo f , které každému prvku x ∈ D p̌rǐrad́ı
právě jedno reálné č́ıslo y ∈ R, se nazývá reálná funkce reálné proměnné.
Zapisujeme y = f (x).

Množina D = D(f ) se nazývá definičńı obor funkce f .

Množina všech y ∈ R, pro která existuje x ∈ D takové, že f (x) = y
se nazývá obor hodnot funkce f a znač́ıme jej H(f ).

x se nazývá nezávisle proměnná (argument) funkce f .

y se nazývá závisle proměnná funkce f .

Č́ıslo f (x0) ∈ R se nazývá funkčńı hodnota funkce f v bodě x0.
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© Petr Hasil (MENDELU) Funkce a polynomy Matematika 4 / 45



Funkce Definice a pojmy

Poznámka

Neńı-li definičńı obor funkce zadán, jedná se o množinu všech x ∈ R pro
která má daná funkce smysl.

Př́ıklad

Definičńı obor funkce f (x) = 1
x−1 je D(f ) = R \ {1}.

Definičńı obor funkce g(x) =
√
−x je D(g) = (−∞, 0].
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Př́ıklad
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Funkce Definice a pojmy

Definice

Množina všech bodů roviny daných soǔradnicemi [x , f (x)] se nazývá graf
funkce f .

Př́ıklad

Obr.: Funkce f (x) = x2. Obr.: Nejde o graf funkce.
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funkce f .
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Funkce Definice a pojmy

Definice (Ohraničenost)

Bud’ f funkce a M ⊆ D(f ). Řekneme, že funkce f je na množině M

zdola ohraničená, jestliže existuje d ∈ R takové, že pro každé x ∈ M
plat́ı f (x) ≥ d ,

shora ohraničená, jestliže existuje h ∈ R takové, že pro každé x ∈ M
plat́ı f (x) ≤ h,

ohraničená, jestliže existuj́ı d , h ∈ R takové, že pro každé x ∈ M plat́ı
d ≤ f (x) ≤ h.
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Funkce Definice a pojmy

Př́ıklad

Obr.: Funkce ohraničená shora.

Obr.: Ohraničená funkce.
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Funkce Definice a pojmy

Př́ıklad

Obr.: Funkce ohraničená shora. Obr.: Ohraničená funkce.
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Funkce Definice a pojmy

Definice (Parita)

Bud’ f taková funkce, že pro jej́ı definičńı obor plat́ı

x ∈ D(f ) ⇒ −x ∈ D(f ).

Řekneme, že funkce f je sudá, jestliže pro ∀x ∈ D(f ) plat́ı, že

f (−x) = f (x).

Řekneme, že funkce f je lichá, jestliže pro ∀x ∈ D(f ) plat́ı, že

f (−x) = −f (x).

© Petr Hasil (MENDELU) Funkce a polynomy Matematika 9 / 45



Funkce Definice a pojmy

Definice (Parita)
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Řekneme, že funkce f je lichá, jestliže pro ∀x ∈ D(f ) plat́ı, že

f (−x) = −f (x).

© Petr Hasil (MENDELU) Funkce a polynomy Matematika 9 / 45



Funkce Definice a pojmy

Definice (Parita)
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Funkce Definice a pojmy

Př́ıklad

Obr.: Graf sudé funkce je symetrický
podle osy y .

Obr.: Graf liché funkce je symetrický
podle počátku.
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podle osy y .
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Funkce Definice a pojmy

Definice (Periodičnost)

Necht’ p ∈ R, p > 0. Řekneme, že funkce f je periodická s periodou p,
jestliže pro ∀x ∈ D(f ) plat́ı

x ± p ∈ D(f ), f (x ± p) = f (x).

Př́ıklad

Obr.: Periodická funkce.

© Petr Hasil (MENDELU) Funkce a polynomy Matematika 11 / 45



Funkce Definice a pojmy

Definice (Periodičnost)
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Funkce Definice a pojmy

Definice

Bud’ f funkce a M ⊆ D(f ). Řekneme, že funkce f je na množině M

rostoućı, jestliže
∀x1, x2 ∈ M : x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2),

neklesaj́ıćı, jestliže
∀x1, x2 ∈ M : x1 < x2 ⇒ f (x1) ≤ f (x2),

klesaj́ıćı, jestliže
∀x1, x2 ∈ M : x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2),

nerostoućı, jestliže
∀x1, x2 ∈ M : x1 < x2 ⇒ f (x1) ≥ f (x2).
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Funkce Definice a pojmy

Definice

Je-li funkce f na množině M neklesaj́ıćı, nebo nerostoućı, nazýváme ji
monotónńı.

Je-li funkce f na množině M rostoućı, nebo klesaj́ıćı, nazýváme
ji ryze monotónńı.

Př́ıklad

Obr.: Rostoućı funkce. Obr.: Neklesaj́ıćı funkce.
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Př́ıklad

Obr.: Rostoućı funkce.
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Funkce Definice a pojmy

Daľśı pojmy

Bud’ f funkce a M ⊆ D(f ).

Je-li f (x) > 0 pro ∀x ∈ M, řekneme, že f je na množině M kladná.

Je-li f (x) ≥ 0 pro ∀x ∈ M, řekneme, že f je na množině M
nezáporná.

Je-li f (x) < 0 pro ∀x ∈ M, řekneme, že f je na množině M záporná.

Je-li f (x) ≤ 0 pro ∀x ∈ M, řekneme, že f je na množině M nekladná.

Bod [0, f (0)] nazýváme pr̊useč́ık funkce f s osou y .

Je-li f (x0) = 0, pak nazýváme bod [x0, 0] pr̊useč́ık funkce f s osou x .
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nezáporná.
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nezáporná.

Je-li f (x) < 0 pro ∀x ∈ M, řekneme, že f je na množině M záporná.

Je-li f (x) ≤ 0 pro ∀x ∈ M, řekneme, že f je na množině M nekladná.

Bod [0, f (0)] nazýváme pr̊useč́ık funkce f s osou y .

Je-li f (x0) = 0, pak nazýváme bod [x0, 0] pr̊useč́ık funkce f s osou x .
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© Petr Hasil (MENDELU) Funkce a polynomy Matematika 14 / 45



Funkce Definice a pojmy

Následuj́ıćı pojmy budou p̌resněji definovány později

Bud’ f funkce a M ⊆ D(f ).

Je-li graf funkce f pro ∀x ∈ M nad tečnou sestrojenou v libovolném
bodě x0 ∈ M, řekneme, že f je na množině M konvexńı.

Je-li graf funkce f pro ∀x ∈ M pod tečnou sestrojenou v libovolném
bodě x0 ∈ M, řekneme, že f je na množině M konkávńı.

Př́ımku nazýváme asymptotou grafu funkce f , jestliže se jej́ı
vzdálenost od grafu funkce s rostoućı soǔradnićı neustále zmenšuje.
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Je-li graf funkce f pro ∀x ∈ M pod tečnou sestrojenou v libovolném
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Funkce Definice a pojmy

Př́ıklad

Popǐste zobrazenou funkci pomoćı dnes zḿıněných pojmů.
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Polynomy Definice a operace s polynomy

Obsah

1 Funkce
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2 Polynomy
Definice a operace s polynomy
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Polynomy Definice a operace s polynomy

Definice (Polynom)

Funkci
P(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0,

kde a0, . . . , an ∈ R, an 6= 0 nazýváme polynom stupně n. Č́ısla a0, . . . , an
nazýváme koeficienty polynomu P. Koeficient an nazýváme vedoućı
koeficient, koeficient a0 nazýváme absolutńı člen. Je-li an = 1 ř́ıkáme, že
polynom P je normovaný.

Obr.: P(x) = 2. Obr.: P(x) = 2x − 1. Obr.: P(x) = x2 − 2.
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Polynomy Definice a operace s polynomy

Př́ıklad (Operace s polynomy)

Sč́ıtáńı a násobeńı konstantou

(3x2 − 2x + 4)− 2(x3 + x2 + 2x − 1)

= 3x2 − 2x + 4− 2x3 − 2x2 − 4x + 2

= −2x3 + x2 − 6x + 6

Násobeńı

(2x2 − 3)(x3 + 2x + 3)

= 2x2(x3 + 2x + 3)− 3(x3 + 2x + 3)

= 2x5 + 4x3 + 6x2 − 3x3 − 6x − 9

= 2x5 + x3 + 6x2 − 6x − 9
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Polynomy Definice a operace s polynomy

Př́ıklad (Operace s polynomy)

Děleńı

(4x4 − x3 + x2 − 3x + 7) : (x2 + 2) =

4x2 − x − 7 + −x+21
x2+2

− (4x4 + 8x2)

0− x3 − 7x2 − 3x + 7

− (−x3 − 2x)

0− 7x2 − x + 7

− (−7x2 − 14)

0− x + 21
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(4x4 − x3 + x2 − 3x + 7) : (x2 + 2) = 4x2

− x − 7 + −x+21
x2+2

−

(4x4 + 8x2)

0− x3 − 7x2 − 3x + 7

− (−x3 − 2x)

0− 7x2 − x + 7

− (−7x2 − 14)

0− x + 21

© Petr Hasil (MENDELU) Funkce a polynomy Matematika 20 / 45



Polynomy Definice a operace s polynomy
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Děleńı
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Polynomy Kǒreny polynomu

Definice (Kǒren polynomu)

Č́ıslo x0 ∈ C, pro které plat́ı P(x0) = 0 nazýváme kǒren polynomu P.

Věta

Je-li č́ıslo x0 ∈ C kǒren polynomu P, pak existuje polynom Q(x) takový, že

P(x) = (x − x0)Q(x).

Definice (Kǒrenový činitel a násobný kǒren)

Je-li č́ıslo x0 ∈ C kǒren polynomu P, nazýváme lineárńı polynom x − x0

kǒrenový činitel p̌ŕıslušný ke kǒrenu x0. Č́ıslo x0 je k-násobným kǒrenem
polynomu P, jestliže existuje polynom G (x) takový, že

P(x) = (x − x0)kG (x), G (x0) 6= 0.
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polynomu P, jestliže existuje polynom G (x) takový, že
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Polynomy Kǒreny polynomu

Věta (Základńı věta algebry)

Polynom stupně n má právě n komplexńıch kǒren̊u.

Poznámka

Je-li komplexńı č́ıslo a + bi , a, b ∈ R, b 6= 0 kǒrenem polynomu P, pak
je jeho kǒrenem i č́ıslo komplexně sdružené a− bi .

Počet reálných kǒrenů polynomu stupně n je bud’ n, nebo o sudý
počet menš́ı.

Polynom lichého stupně má aspoň jeden reálný kǒren.

Polynomy jsou jediná kapitola, ve které budeme pracovat s
komplexńımi č́ısly.
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Počet reálných kǒrenů polynomu stupně n je bud’ n, nebo o sudý
počet menš́ı.

Polynom lichého stupně má aspoň jeden reálný kǒren.

Polynomy jsou jediná kapitola, ve které budeme pracovat s
komplexńımi č́ısly.
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Polynomy Kǒreny polynomu

Věta (Rozklad na součin kǒrenových činitel̊u)

Každý polynom je v reálném oboru možné zapsat jako součin vedoućıho
koeficientu, kǒrenových činitel̊u a kvadratických polynomů s komplexńımi
kǒreny .

Věta (Celoč́ıselné kǒreny)

Necht’ P je polynom s celoč́ıselnými koeficienty. Pak jsou všechny jeho
celoč́ıselné kǒreny dělitelé jeho absolutńıho člene.

Př́ıklad

P(x) = x4 − 5x3 + x2 + 21x − 18, tedy a0 = −18.

Všechny celoč́ıselné kǒreny jsou tedy mezi děliteli č́ısla −18:

±1,±2,±3,±6,±9,±18.

Skutečně
P(x) = (x − 1)(x + 2)(x − 3)2.
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Polynomy Hornerovo schéma
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Polynomy Hornerovo schéma

Hornerovo schéma je algoritmus použ́ıvaný p̌ri rozkladu polynomu na
součin kǒrenových činitel̊u.

Věta

Necht’ jsou dány polynomy

P(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0,

Q(x) = bn−1x
n−1 + bn−2x

n−2 + · · ·+ b1x + b0.

Jestliže existuj́ı α, b−1 ∈ R takové, že

P(x) = (x − α)Q(x) + b−1,

pak
bn−1 = an, bk−1 = αbk + ak , k = 0, . . . , n − 1.

Poznámka

P(α) = b−1, tedy je-li b−1 = 0, pak je α kǒrenem polynomu P.
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Polynomy Hornerovo schéma

Postup

Koeficienty polynomu P(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0 spolu s
č́ıslem α seṕı̌seme do tabulky

an an−1 · · · a1 a0

α bn−1 bn−2 · · · b0 b−1

A dopoč́ıtáme č́ısla bn−1, . . . , b−1:

bn−1 = an, bk−1 = αbk + ak , k = 0, . . . , n − 1.

T́ım źıskáme polynom Q(x) = bn−1x
n−1 + bn−2x

n−2 + · · ·+ b1x + b0 a
č́ıslo b−1 takové, že plat́ı

P(x) = (x − α)Q(x) + b−1.
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č́ıslem α seṕı̌seme do tabulky

an an−1 · · · a1 a0

α bn−1 bn−2 · · · b0 b−1
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Polynomy Hornerovo schéma

Př́ıklad

Rozložte polynom P(x) = x4 − 5x3 + x2 + 21x − 18 na součin kǒrenových
činitel̊u.

Celoč́ıselné kǒreny jsou mezi č́ısly ±1,±2,±3,±6,±9,±18.

1 -5 1 21 -18

1 1 -4 -3 18 ‖0
1 1 -3 -6 12 –

-1 1 -5 2 16 –

2 1 -2 -7 4 –

-2 1 -6 9 ‖0 –
...

...
...

... – –

X Našli jsme kǒreny 1,−2.

X Q(x) = x2 − 6x + 9

X P(x) =
(x − 1)(x + 2)Q(x)
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Rozložte polynom P(x) = x4 − 5x3 + x2 + 21x − 18 na součin kǒrenových
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Př́ıklad
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Rozložte polynom P(x) = x4 − 5x3 + x2 + 21x − 18 na součin kǒrenových
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Polynomy Hornerovo schéma

Př́ıklad

Protože Q(x) je kvadratický polynom, neńı nutné dál pokračovat v
Hornerově schématu. Zbývaj́ıćı kǒreny dopoč́ıtáme pomoćı diskriminantu.

Q(x) = x2 − 6x + 9 ⇒ D = 36− 36 = 0 ⇒ x1,2 =
6± 0

2
= 3

Tedy polynom P má dva jednoduché kǒreny 1,−2 a jeden dvojnásobný
kǒren 3.Odtud

P(x) = (x − 1)(x + 2)(x − 3)2.
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Polynomy Racionálńı lomená funkce

Definice

Necht’ je Pn(x) polynom stupně n a Qm(x) nenulový polynom stupně m
(tj. Qm(x) 6≡ 0) a necht’ tyto polynomy nemaj́ı společné kǒreny. Funkci
tvaru

R(x) =
Pn(x)

Qm(x)

nazýváme racionálńı lomená funkce.

Nav́ıc funkci R(x) označujeme jako

ryze lomenou, jestliže n < m,

neryze lomenou, jestliže n ≥ m.

Věta

Každou neryze lomenou funkci je možné (pomoćı děleńı polynomů)
vyjáďrit jako součet polynomu a ryze lomené racionálńı funkce.
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Polynomy Lineárńı a kvadratický polynom

Lineárńı polynom P(x) = ax + b

Grafem je p̌ŕımka (y = ax + b).

Pro zakresleńı urč́ıme dva body, které ji jednoznačně určuj́ı.

Koeficient a určuje rychlost r̊ustu (sklon) p̌ŕımky.

Pokud je a = 0, jedná se o polynom stupně nula a grafem je
vodorovná p̌ŕımka (konstantńı funkce).

a > 0 znamená r̊ust, a < 0 klesáńı.

Koeficient b určuje
”
odskok“ od počátku (b > 0 nahoru, b < 0 dol̊u).

Předpisu y = ax + b ř́ıkáme směrnicový (a je směrnice).

Převedeńım všeho na jednu stranu a p̌ŕıpadným p̌renásobeńım rovnice
źıskáme obecný tvar αx + βy + γ = 0.

Daľśı možnost́ı zápisu je parametrický tvar
x = u1 + v1p, y = u2 + v2p, kde [u1, u2] je nějaký bod p̌ŕımky, (v1, v2)
je vektor směru p̌ŕımky a p ∈ R je parametr.
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Koeficient b určuje
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”
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Předpisu y = ax + b ř́ıkáme směrnicový (a je směrnice).
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źıskáme obecný tvar αx + βy + γ = 0.
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”
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źıskáme obecný tvar αx + βy + γ = 0.
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Polynomy Lineárńı a kvadratický polynom

Př́ıklad

Jsou dány dva body [1, 2], [5, 3]. Najděte směrnicový, obecný a
parametrický tvar p̌ŕımky, která jimi procháźı.

Začneme směrnicovým tvarem y = ax + b. Dosad́ıme do něj oba body, což
vede na soustavu dvou rovnic o dvou neznámých 2 = a + b, 3 = 5a + b.
Neznámé a, b vypoč́ıtáme libovolným způsobem a zjist́ıme, že
a = 1

4 , b = 7
4 . Směrnicový tvar je tedy y = 1

4x + 7
4 .

Obecný tvar obdrž́ıme p̌ŕımo ze směrnicového jeho p̌renásobeńım č́ıslem 4
(4y = 1x + 7) a úpravou na x − 4y + 7 = 0.
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Začneme směrnicovým tvarem y = ax + b. Dosad́ıme do něj oba body, což
vede na soustavu dvou rovnic o dvou neznámých 2 = a + b, 3 = 5a + b.
Neznámé a, b vypoč́ıtáme libovolným způsobem a zjist́ıme, že
a = 1

4 , b = 7
4 . Směrnicový tvar je tedy y = 1

4x + 7
4 .

Obecný tvar obdrž́ıme p̌ŕımo ze směrnicového jeho p̌renásobeńım č́ıslem 4
(4y = 1x + 7) a úpravou na x − 4y + 7 = 0.
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Polynomy Lineárńı a kvadratický polynom

Pro parametrický tvar poťrebujeme bod, použijme [u1, u2] = [1, 2] a
směrový vektor p̌ŕımky. Ten źıskáme odečteńım zadaných bodů(

v1

v2

)
=

(
5− 1
3− 2

)
=

(
4
1

)
.

Výsledný tvar je tedy

x = 1 + 4p,

y = 2 + 1p, p ∈ R.

Všimněme si, že pro p = 0 dostaneme bod [1, 2] a pro p = 1 bod [5, 3].
Pokud tedy omeźıme parametr p jen na interval od 0 do 1, popisujeme t́ım
úsečku mezi zadanými body.
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Polynomy Lineárńı a kvadratický polynom

Kvadratický polynom P(x) = ax2 + bx + c

D = b2 − 4ac,

x1,2 = −b±
√
D

2a ,

P(x) = a(x−x1)(x−x2).

D > 0 ⇒ x1 6= x2, x1,2 ∈ R,

D = 0 ⇒ x1 = x2, x1,2 ∈ R,

D < 0 ⇒ x1 = x̄2, x1,2 ∈ C.

Obr.: P(x) = ax2 + bx + c , a > 0. Obr.: P(x) = ax2 + bx + c , a < 0.
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Polynomy Lineárńı a kvadratický polynom

Doplněńı na čtverec

ax2 + bx + c = a(x2 + b
ax + c

a ), x2 + px + q = (x + p
2 )2 − p2

4 + q.

y = x2 + 6x + 5,
y = (x + 3)2 − 9 + 5,
y = (x + 3)2 − 4,
y + 4 = (x + 3)2.

Tato parabola má vrchol v bodě [−3,−4] a je otev̌rena směrem nahoru.
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Př́ıklady

Obsah

1 Funkce
Definice a pojmy

2 Polynomy
Definice a operace s polynomy
Kǒreny polynomu
Hornerovo schéma
Racionálńı lomená funkce
Lineárńı a kvadratický polynom

3 Př́ıklady

4 Wolfram|Alpha
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Př́ıklady

Př́ıklad

Určete definičńı obor dané funkce.

f (x) =
√

1− x +
1

x
, g(x) =

1√
1− x

− ln x .

Řešeńı:
D(f ) = (−∞, 0) ∪ (0, 1], D(g) = (0, 1).
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Př́ıklady

Př́ıklad

Najděte pr̊useč́ıky grafu funkce f se soǔradnými osami.

f (x) =
(x − 3)(x + 5)

x − 1
.

Řešeńı:

f ∩ x : [3, 0], [−5, 0],

f ∩ y : [0, 15].
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Př́ıklady

Př́ıklad
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Př́ıklady

Př́ıklad

Zjistěte, pro která x je daná funkce nezáporná.

f (x) =
x2 − 2x − 3

1− 3x
.

Řešeńı:
x ∈ (−∞,−1] ∪ ( 1

3 , 3].

© Petr Hasil (MENDELU) Funkce a polynomy Matematika 41 / 45
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Př́ıklady

Př́ıklad

Rozhodněte, zda je daná funkce sudá, nebo lichá.

f (x) =
3x2 − 2

x3
, g(x) = cos x − sin x2 − 2 sin2 x ,

h1(x) = x3 + 2x2 − x + 4, h2(x) = ln(x − 3).

Řešeńı: Funkce f je lichá, g sudá a funkce h1 a h2 nejsou ani liché, ani
sudé.
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Př́ıklady

Př́ıklad
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Př́ıklady

Př́ıklad

Rozhodněte, zda je daná RLF ryze lomená, či nikoli. Pokud neńı, p̌reved’te
ji na součet polynomu a ryze lomené RLF.

R(x) =
2x4 + 3x3 − 4x2 + x − 5

3x3 − 2x + 1
.

Řešeńı:

R(x) =
2

3
x + 1 +

−8x2 + 7x − 18

3(3x3 − 2x + 1)
.
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Př́ıklady
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Wolfram|Alpha

Obsah

1 Funkce
Definice a pojmy

2 Polynomy
Definice a operace s polynomy
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Hornerovo schéma
Racionálńı lomená funkce
Lineárńı a kvadratický polynom

3 Př́ıklady

4 Wolfram|Alpha
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Wolfram|Alpha

Lineárńı kombinace polynomů. ~
4(2x^3-x^2+5x+7)-5(x^4+3x^3-6x^2-x+15)

Násobeńı polynomů. ~
expand (x-3)(x+2)^2(x^2-x+1)

Děleńı polynomů. ~
quotient and remainder of (x^5+3x^4-2x^3-5x^2+4x-1)/(2x^2+x-3)

Rozklad na součin. ~
factor x^5-8x^3-3x^2+4x-12

Dosazeńı do polynomu. ~
{x^4+3x^3-6x^2-x+15, x=2}

Kǒreny polynomu. ~ ~
roots of x^5+4x^4+x^3-2x^2-12x-72
solve x^5+4x^4+x^3-2x^2-12x-72=0

Rovnice. ~
solve x^4-3x^4+2(x^3-x+1)=5(x-4)(x^2-2)

Nerovnice. ~
solve (x^2+2x-3)/(x+1)>=0
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http://www.wolframalpha.com/input/?i=4%282x^3-x^2%2B5x%2B7%29-5%28x^4%2B3x^3-6x^2-x%2B15%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=expand+%28x-3%29%28x%2B2%29^2%28x^2-x%2B1%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=quotient+and+remainder+of+%28x^5%2B3x^4-2x^3-5x^2%2B4x-1%29%2F%282x^2%2Bx-3%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=factor+x^5-8x^3-3x^2%2B4x-12
http://www.wolframalpha.com/input/?i={x^4%2B3x^3-6x^2-x%2B15%2C+x%3D2}
http://www.wolframalpha.com/input/?i=roots+of+x^5%2B4x^4%2Bx^3-2x^2-12x-72
http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+x^5%2B4x^4%2Bx^3-2x^2-12x-72%3D0
http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+x^4-3x^4%2B2%28x^3-x%2B1%29%3D5%28x-4%29%28x^2-2%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+%28x^2%2B2x-3%29%2F%28x%2B1%29%3E%3D0
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