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Soustavy linedrnich rovnic | Definice a pojmy

Definice (Soustava linedrnich rovnic)

Necht aj € R, bj e R, i=1,....,m, j=1,...,n. Soustavou m linedrnich
rovnic o n nezndmych xi, x2, . . ., X, rozumime soustavu rovnic

ai1xy + axp + -+ anxp = by

as1x1 + amxa + -+ + anxny = b
(SLR)

am1X1 + ameXo + - + amnXn = bm

Véta

Reseni soustavy linearnich rovnic (SLR) rozumime uspoFadanou n-tici
redlnych &isel ri, o, ..., r,, po jejichZ dosazeni za neznamé xi, xo, ..., Xn
(v tomto potadi) do soustavy linedrnich rovnic dostaneme ve viech
rovnicich identity.

Petr Hasil (MENDELU)

Matematika 4/55



Soustavy linedrnich rovnic | Definice a pojmy

Definice (Matice soustavy)

o Matici
a1 d12 -+ din
ar1 a2 -+ an
A=
dml 4m2 " A@mn

nazyvame matici soustavy (SLR).

o Matici
air a2 -+ ain | bt
a1 ax - an | b
A =
aml adm2 *°° dmn bm

nazyvame rozsitenou matici soustavy (SLR).
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Definice a pojmy

Soustavy linedrnich rovnic |

Pozndmka
Soustavu (SLR) miZeme zapsat v maticové formé:

air  an ain X1 by
a1 axp - axn X2 b

. ‘ . = P
dml a4m2 *°° Aamn Xn bm

po pFislusném oznaleni Ax = b.

Matematika
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Soustavy linedrnich rovnic | Definice a pojmy

Definice (Homogenni soustava linedrnich rovnic)

Jestlize v soustavé (SLR) plati
by =by="---=byn=0,

nazyvame tuto soustavu homogenni. V opa¢ném p¥ipadé& se nazyva
soustava nehomogenni.

Pozndmka

Homogenni soustava linedrnich rovnic ma bud pouze trividlni ¥edeni
(jestlize h(A) = n), nebo nekonetn& mnoho ¥edeni (jestlize h(A) < n),
ktera lze vyjadfit pomoci n — h(A) nezévislych parametra.

Véta (Frobeniova)

Soustava linedrnich rovnic Ax = b je Fesitelnd pravé tehdy, kdyZ matice
soustavy A a rozsitend matice soustavy A, = (A|b) maji stejnou hodnost.

v
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Soustavy linedrnich rovnic | Definice a pojmy

Poket YeSeni SLR

o Jestlize h(A) # h(A,), soustava nemd Feseni.

o Jestlize h(A) = h(A,) = n, soustava md pravé jedno Feseni.
o Jestlize h(A) = h(A;) < n, soustava ma nekone¢né mnoho Feseni,

we

ktera lze vyjadfit pomoci n — h(A) nezévislych parametra.
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Soustavy linedrnich rovnic | Reenf soustav linedrnich rovnic

Definice (Ekvivalentni soustavy linedrnich rovnic)

Dvé soustavy linedrnich rovnic se nazyvaji ekvivalentni, jestlize maji
shodné Feseni.

Postup

(i) Pomoci GEM prevedeme rozsitenou matici soustavy A, = (A|b) na
schodovity tvar.

(ii) Pomoci Frobeniovy v&ty rozhodneme, zda ma soustava Feseni.

(iii) Je-li soustava YeSitelna, pfifadime schodovité matici soustavu
linedrnich rovnic. Tato je ekvivalentni s plivodni soustavou.

(iv) Postupné ¥e¥ime rovnice od posledni a ziskané vysledky dosazujeme
do nasledujicich rovnic. Ma-li soustava nekoneén& mnoho Feseni,
zvolime vhodné promé&nné za nezdvislé parametry.
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Soustavy linedrnich rovnic | Reenf soustav linedrnich rovnic

Poznamka

Je-li matice A soustavy Ax = b reguldrni, pak ma tato soustava vzdy
jediné Feeni. Toto ¥edeni je moZné ziskat pouZitim inverzni matice AL,

Ax=b [A7}
A TAx = A7 1p
Ix=A"1b
x=A"1p.

Pozor, obé& strany rovnice musime vyndsobit matici ze stejné strany,
protoZe nasobeni matic neni komutativni.
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Soustavy linedrnich rovnic | Reenf soustav linedrnich rovnic

P¥iklad
x+y+z=3
2Xx+Ty+z=-2
X+2y+z=4
111 3 5 1 -6
A=[2 7 1], b=|-2], Al=[-1 0 1
121 4 -3 -1 5
X 5 1 —6 3 —11
yl|=A1b=[-1 0 1 2] =1
z -3 -1 5 4 13

Redeni je tedy x = —11, y =1, z = 13.
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Determinanty Definice a determinanty do ¥adu 3

Definice (Permutace)

Necht jsou ddna &isla 1,2, ..., n. Permutaci téchto prvkii rozumime
uspofadanou n-tici, kterd vznikla jejich preskladanim. Inverzi rozumime
zaménu j-tého a j-tého prvku v permutaci.

Pozndmka
Pocet permutaci n-prvkové mnoziny je n! = n-(n—1)---2-1. Napt.
permutaci prvkd 1,2,3 je 31 =3.2-1=6:

(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2), (3,2, 1).
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Definice (Determinant)

Necht A je &tvercovad matice ¥adu n. Determinant matice A je &islo
det A= |A| € R,

det A = Z(_l)palkla2k2 - Ank,s

kde s¢itame pres v8echny permutace (ki, k2, . . ., kn) sloupcovych indexd.
Cislo p znadi pocet inverzi pF¥islusné permutace.

Poznamka

Podle definice tedy ,stadi” vzit po jednom prvku z kaZdého Fadku tak, aby
Zadné dva nebyly ze stejného sloupce. Tyto prvky mezi sebou vyndsobit.
Determinant je pravé sou¢tem vsech téchto soudinli. Z toho je vidét, Ze
definice neni vhodna pro pod&itani determinanti matic vétsich rozméri.
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Determinanty Definice a determinanty do ¥adu 3

Vypodlet determinantl nizsich ¥add

@ Determinant ¥adu 1:
det(all) = ai1.

@ Determinant ¥adu 2 — k¥izové pravidlo:

a a a a
det (911 @912 _ 911 d12
21 422

a1 a2

(© Petr Hasil (MENDELU)

Matematika

16 /55



Determinanty Definice a determinanty do ¥adu 3

Vypodlet determinantl nizsich ¥add

@ Determinant ¥adu 1:
det(all) = ai1.

@ Determinant ¥adu 2 — k¥izové pravidlo:

a a a a
det (911 @912 _ 911 d12
21 422

a1 dx2

=411 - a2

(© Petr Hasil (MENDELU) Matematika

17 /55



Determinanty Definice a determinanty do ¥adu 3

Vypodlet determinantl nizsich ¥add

@ Determinant ¥adu 1:
det(all) = ai1.

@ Determinant ¥adu 2 — k¥izové pravidlo:

a a a a
det (911 @912 _ 911 412
21 422

a1 d22

= 411 - d22—az1 - di2.
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Determinanty Definice a determinanty do ¥adu 3

Vypocet determinant( niZsich ¥adu

@ Determinant ¥addu 3 — Sarrusova pravidlo

a11 a2 a3

a1 d12 a3 ap1 ax ax
det A=det | axy ax ax3| =l|as1 a3 as3
a31 432 as3 a1l 412 a3

a1 a2 az

AENDELU) Matematika
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Determinanty Definice a determinanty do ¥adu 3

Vypocet determinant( niZsich ¥adu

@ Determinant ¥addu 3 — Sarrusova pravidlo

di1 412 413

a1 d12 a3 ap1 ax ax
detA=det | axy ax ax3| = a1 a3 as3
a31 432 as3 ai1 412 a3

a1 azx  az

= 411422433
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Determinanty Definice a determinanty do ¥adu 3

Vypocet determinant( niZsich ¥adu

@ Determinant ¥addu 3 — Sarrusova pravidlo

di1 412 413

a1 d12 a3 a1 a2 a3
detA=det | axy ax ax3| = a1 a3 as3
a31 432 as3 ai1 412 ai3

a1 azx  az

= a11822333+4a21432313
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Determinanty Definice a determinanty do ¥adu 3

Vypocet determinant( niZsich ¥adu

@ Determinant ¥addu 3 — Sarrusova pravidlo

di1 412 413

a1 d12 a3 dz1 a2 a3
detA=det | axy ax ax3| =|a31 a3 as3
a31 432 as3 a1 412 413

dp1 a2 423

= a11822333+a21a832a13 1331312323
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Determinanty Definice a determinanty do ¥adu 3

Vypocet determinant( niZsich ¥adu

@ Determinant ¥addu 3 — Sarrusova pravidlo

a11 a2 a3

a1 d12 a3 ap1 ax ax
det A=det | axy ax ax3| =|as1 a3 as3
a31 432 as3 ai1 412 a3

a1 azx  az

= 211822333 + a21a32a13 + 331312423

—d314d22413
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Determinanty Definice a determinanty do ¥adu 3

Vypocet determinant( niZsich ¥adu

@ Determinant ¥addu 3 — Sarrusova pravidlo

a11 a2 a3

a1 d12 a3 ap1 ax az
det A=det | axy ax ax3| =|as1 a3 as3
a31 432 as3 a1l 412 a3

a1 azx  az

= 211822333 + a21a32a13 + 331312423

—d314d224d13 411432423
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Determinanty Definice a determinanty do ¥adu 3

Vypocet determinant( niZsich ¥adu

@ Determinant ¥addu 3 — Sarrusova pravidlo

a11 a2 a3

a1 d12 a3 ap1 ax az
detA=det | axy ax ax3| =|az1 a3 a33
a31 432 as3 a1 di2 a3

dp1 a2 a3

= 211822333 + a21a32a13 + 331312423

—d314d224d13 411432423 421412433,
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Definice

Necht A je &tvercovd matice ¥ddu n. Vynechdme-li v matici A i-ty ¥adek
J-ty sloupec, oznatujeme derminant vzniklé submatice M;; a nazyvame jej
minor pfisludny prvku a;;. Cislo

Aj = (1) M

nazyvame algebraicky doplnék prvku aj;.

V&ta (Laplacelv rozvoj)

Necht A je &tvercovd matice ¥adu n. Pro libovolny Fidek (sloupec)
determinantu det A plati

det A= ajjAyj + axjAzj + -+ + apjAp = Zau ij

<detA = apAin + apAip + -+ aipAin = Z aiinj>~

© Petr Hasil (MENDELU)
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Determinanty Determinanty vy33ich ¥ada

P¥iklad
Je dan determinant
-2 3 1
detA= |4 5 0.
3 -1 -4

Protoze druhy ¥adek a tfeti sloupec obsahuje nulu, je vhodné zvolit pro
Laplacelv rozvoj jeden z nich. Zvolme druhy ¥adek a pod&itejme:

3 1
4] , a1 =4, My=

I

3 1
-1 -4

Aoy = (1) Moy = (—1) - [-12— (-1)] =11

(© Petr Hasil (MENDELU) Matematika
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Determinanty Determinanty vy33ich ¥ada

-2 1

-2 1
) ary = 57 M22 = ’ 3 _4‘ ’
3 4

Ay = (1?2 . My =1-[8-3] =5

-2 3 o 3
@’ a3 =0, My= 3 _1]

3 -1

Az = (1?73 Moz =(-1)-2-9]=7.

Odtud

det A = a1 Ax1 + axAxp +ax3Ax3=4-1145-5+0-7 = 69.
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Pozndmka

@ Determinant ¥adu n se pomoci Laplaceova rozvoje pfevede na nejvyse
n determinant( fadu n — 1. P¥itom cilem je pfevést determinant
vy$siho ¥adu na determinanty ¥adu 2 nebo 3, které Ize snadno
spotitat k¥iZzovym, resp. Sarrusovym pravidlem.

o NapF. determinantfadu 5 vede na nejvySe 5 determinanti ¥adu 4. Z
nich kazdy vede na nejvySe 4 determinanty ¥adu 3. Celkem tedy
determinant ¥adu 5 vede na nejvySe 20 determinanti ¥ddu 3, pop¥. na
60 determinantl ¥adu 2.

@ Proto je velmi vhodné vybirat pro rozvoj ¥adek, nebo sloupec
obsahujici co nejvétsi pocet nulovych prvki.
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Determinanty Upravy determinantii

Véta (Operace neménici hodnotu determinantu)

Ponechani jednoho ¥adku/sloupce beze zmény a pFi¢teni jeho ndasobku k
Jinému Fadku/sloupci neméni hodnotu determinantu.

P¥iklad
2 3|1 1
2 0 1| H1=-2 = -4 -5
-3 2 =1 +3l 8 8
:1.(_1)1+1,‘_4 _5‘:1-(—32+40):8.

8 8
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Determinanty Upravy determinantii

Véta (Operace ménici hodnotu determinantu)
e Ziaména dvou Fadki/sloupct determinantu zméni jeho znaménko.

e Vlyndsobeni Fadku/sloupce nenulovym &islem o zvétsi hodnotu
determinantu a-krat. (Tj. z Fadkd/sloupci Ize vytykat pred
determinant.)

P¥iklad
428 10 2 10 2
10 2 =4 2 8=-21214
35 4 35 4 3 5 4

@© Petr Hasil (MENDELU) Matematika 33/55



Determinanty Upravy determinantii

Véta

Jsou ddny &tvercové matice A, B Fadu n.

(i) |A| = 0 < Fadky nebo sloupce matice A jsou linedrné zavislé,

(ii) matice A obsahuje nulovy Fadek nebo sloupec = |A| =0,

(iii) [AT| = A,

(iv) jestlize je |A| # 0, pak |A™!| =

(v) [A-Bl=1Al-|B],

(vi) determinant matice ve schodovitém tvaru je roven soucinu prvki na

jeji hlavni diagondle.

© Petr Hasil (MENDELU)
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Pomoci determinantl je mozné poditat vektorovy soucin dvou vektor(
délky t¥i. V postupu jsou vyuZity smérové elementy pro jednotlivé osy, tedy
postupné pro osy x,y a z jde o

1 0 0
i=[o], j=[1 a k=10
0 0 1

Na rozdil od skalarniho sou€inu, kdy je vysledkem skalar (&islo), vysledkem
vektorového soucinu je opét vektor. Tento vysledny vektor je kolmy

k ob&ma nasobenym vektorim a jeho smér Ize uréit podle pravidla pravé
ruky. Pfedstavime si, jak ndsobené vektory uréuji rovinu a vychdzeji

z jednoho bodu. Pak kolmy smér je z tohoto vychoziho bodu nahoru nebo
doll s ohledem na danou rovinu. Uchopime-li tuto osu do pravé ruky tak,
aby prsty smé&fovaly od prvniho ndsobeného vektoru k druhému, potom
vztyleny palec ukazuje smér vysledného vektoru.

Vektorovy soudin se znali u X v a z popisu vySe je zfejmé, Ze zileZi na
pofadi v jakém nasobime, protoZe pfi jeho zméné sméfuje vysledny vektor
presné na opacnou stranu.
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IDSNINENIAVAN  Vektorovy soudin — postup

Samotny postup si nejsnadnéji ukdZzeme na konkrétnim p¥ikladu.

Priklad

1 -2
Jsou dany vektory u= |2 | av=| 1 |. Vypolitejte u x vavxu.
3 5

Pro vypocet vektorového soulinu sestavime determinant, kde v prvnim
Fadku budou smérové elementy i, j, k, ve druhém ¥adku bude prvni
ndsobeny vektor a na poslednim ¥adku bude druhy ndsobeny vektor.
Tento determinant vypocitdme pomoci Sarrusova pravidla, tj.

i ok 1 0 0 7
uxv=|1 2 3|=7i-11j+5k=7|0])-11|1|4+5(0] =|-11
-2 1 5 0 0 1 5
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IDSNINENIAVAN  Vektorovy soudin — postup

Podobné& vypotitame druhé poradi ndsobenti, tj.

i j ok 1 0 0 ~7
vxu=|-2 1 5|=-7i+11j-5k=-7|0|+11|1]-5[0] =11
1 23 0 0 1 -5
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Soustavy linedrnich rovnic Il Cramerovo pravidlo

UvaZujme soustavu n linedrnich rovnic o n nezndmych Ax = b. Matice A
takovéto soustavy je tedy Etvercovd matice fadu n. JestliZe je determinant
matice A nenulovy, tedy soustava Ax = b ma pravé jedno feseni, lze
pouzit k jejimu vyFeseni tzv. Cramerovo pavidlo. Jeho vyhodou je, Ze je
mozné spoditat libovolnou nezndmou bez znalosti ostatnich.

Véta (Cramerovo pravidlo)

Necht je A &tvercovd reguldrni matice Fadu n. Potom md soustava
linedrnich rovnic Ax = b jediné FeSeni x, pro jehoZ i-tou sloZku plati

kde D = det A a D; je determinant matice Fadu n vzniklé z matice A
ndhradou jejiho i-tého sloupce za sloupec pravych stran b.
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Soustavy linedrnich rovnic Il Cramerovo pravidlo

P¥iklad
Urlete hodnotu nezndmé proménné xp ze soustavy linedrnich rovnic

2x1+x0—x3=1
x1+3x+x3=0
—x1 +2x0 + x3 = 3.

Resime tedy soustavu linedrnich rovnic Ax = b

2 1 -1 X1 1
1 3 1] ({x]=10
-1 2 1 X3 3

Pro vypolet nezndmé x» je nutné uréit determinanty D a D»:

2 1 -1
D=detA=|1 3 1|=-5
12 1
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Soustavy linedrnich rovnic Il Cramerovo pravidlo

ProtoZe je det A # 0, Ize pouzit Cramerov pravidlo.

2 1 -1
Dy=|1 0 1|=-11
-1 3 1
Tedy xo = %% = fi; = %%.

(MENDELU) Matematika
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Ptiklady

Ptiklad

Vyfeste soustavu linedrnich rovnic.

x+3y+z=2,
2x+2y —z= -1,
2x +5y + 3z = 8.

x=2,y=-1,z=23.
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Ptiklady

Ptiklad

Vyfeste soustavu linedrnich rovnic.

X+3y+z=2,
2X + 2y+6z = —1,
2x +5y +3z = 8.

Re

=\

: SLR nem eni.

(239
[N
<
(239

en (S
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Ptiklady

P¥iklad
Vyfeste soustavu linedrnich rovnic.

X+3y+z=2,
2x + 2y+6z = 20,
2x 4+ b5y 4+ 3z =8.

Regen
X 14 —4p
yl=1 p—4 |.pER
z P

(© Petr Hasil (MENDELU) Matematika
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Ptiklady

P¥iklad
Vypoltéte determinant.

-2 4 3 -1
3 -3 2 4
2 -2 0 1
1 2 0 -2
Regeni
25.

(© Petr Hasil (MENDELU)
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Ptiklady

P¥iklad
Urlete nezndmou x» ze SLR.

—2x1 + 4x0 + 3x3 — x4 = 1,
3x1 — 3x0 + 2x3 + 4x4 = 3,
2x1 — 2x0 + x4 = 0,
X1+ 2x0 — 2x4 = 1.

X2:2.

© Petr Hasil (MENDELU) Matematika
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Aplikace Leslieho model riistu - p¥iklad

P¥iklad

M&jme dan zjednodueny model populace jistého modrého ptécka (lat.
Ptacchus modrus). Populace je rozdélena do &ty¥ vékovych skupin —
vaji¢ko, mladé v hnizdé, létajici mladé a dospély jedinec. Je znamo, Ze
byva zni¢eno sedm vaji¢ek ze estnacti, osmina mladat v hnizd& uhyne a
dali osmina zemte p¥i pokusu o prvni let. Z létajicich mldd at se dospélosti
doziji t¥i ze &tyf a par dospélych ptackil pfivede na svét primérné 32
vaji¢ek. Napiste matici modelu, uréete p¥irlistek populace a vysledny
pomér mezi vékovymi skupinami.

Reseni: Leslieho matice je

0 0 0 16
9
& 00 0
— | 16
A 0 200
002 0
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Aplikace Leslieho model riistu - p¥iklad

P¥irlstek a vysledny pomér populace ziskdme pomoci tzv. vlastnich &isel a
vlastnich vektorii. ProtoZe nds zajima jen algoritmické ¥eSeni daného
problému, nebudeme se zabyvat teorii na pozadi.

Vlastni &isla ziskame tak, Ze od kazdého prvku na hlavni diagonale Leslieho
matice ode¢teme nezndmou A a spolitdme determinant. Determinantem je
polynom s proménnou A a jeho kofeny jsou pravé vlastni &isla nasi matice.
Z nich nds zajimd pouze jediné — nejvétsi redlné. To udava pfiristek dané

populace.
-2 0 0 16 A
2 —3>\ 0 0| 4 (3}
0 7 —A 0 2
0 0 2 -

NIw

Tedy ¥ re5|me rovnici A\* ( ) = 0. Ta md pouze dva redlné kofeny a to
g a 5 VEtsi jsou 3 3 = 1,5, tak¥e po jednom obdobi bude mit populace
1,5 ndsobek Ptacchusu. Populace tedy roste s pFirlistkem 50%.

Petr Hasil (MENDELU) SLR a determinanty Matematika 51 /55




Aplikace Leslieho model riistu - p¥iklad

Nyni zbyva urit vysledné sloZeni populace. To uddva vlastni vektor
pFisludny jiz pouZitému (dominantnimu) vlastnimu &islu. Ziskdme ho jako
feSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic dané Leslieho matici, ve které
od kaZdého prvku na hlavni diagondle odelteme pFislusné vlastni &islo.

-3 0 0 16 —3x1 + 16x =0
% —% 0 0 %xl—%x2:0
0 % _% 0 %Xg—%X'o’:O
o o 2 -3 35— 3x=0
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Aplikace Leslieho model riistu - p¥iklad

Soustava ma nekone¢n& mnoho YeSeni zavislych na jednom parametru:

X1 % p
| _ | 4P €ER
X4 P

Nam stadi kterékoli nenulové z nich. Zvolme tedy nap¥. parametr p = 1.
Tim ziskéme jediné ¥eeni (jediny vlastni vektor), jehoZ slozky udavaji
pomér sloZeni ke kterému populace sméfuje, tedy

32 .4.9.
2.4:2:1.

Srozumiteln&jsi je samozfejmé udavat vysledné sloZeni v procentech.
Nejprve se zbavime zlomku — cely vektor vyndsobime trojkou

= 32:12:6: 3, poté vyd&lime jejich sou¢tem a vyndsobime stovkou (t].
krat %). Odtud po zaokroukleni ziskdme sloZeni populace v procentech:

60:23:11:6.
Tedy na 60 vajitek p¥ipada 23 mladat v hnizdg, 11 mladat letcii a 6
dospélych.
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Wolfram|Alpha

@ Re¥eni soustavy linedrnich rovnic. ¢

solve 2x+3y-z=2,5x-y-4z=7,x-y+6z=1
solve x1+3x2-5x3+x4=12,2x1-x2+x3-x4=-5,%x3-5x4=1

@ Vypolet determinantu. &
det{(2,-1,1,3),(6,2,0,1),(-2,5,3,1),(2,2,0,1)}

@ Vypoclet vlastnich &isel matice. &
eigenvalues{(0,0,0,16),(9/16,0,0,0),(0,3/4,0,0),(0,0,3/4,0)}

@ Vypoclet vlastnich vektorli matice. &
eigenvectors{(0,0,0,16),(9/16,0,0,0),(0,3/4,0,0),(0,0,3/4,0)}
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http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+2x%2B3y-z%3D2%2C5x-y-4z%3D7%2Cx-y%2B6z%3D1
http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+x1%2B3x2-5x3%2Bx4%3D12%2C2x1-x2%2Bx3-x4%3D-5%2Cx3-5x4%3D1
http://www.wolframalpha.com/input/?i=det{%282%2C-1%2C1%2C3%29%2C%286%2C2%2C0%2C1%29%2C%28-2%2C5%2C3%2C1%29%2C%282%2C2%2C0%2C1%29}
http://www.wolframalpha.com/input/?i=eigenvalues{%280%2C0%2C0%2C16%29%2C%289%2F16%2C0%2C0%2C0%29%2C%280%2C3%2F4%2C0%2C0%29%2C%280%2C0%2C3%2F4%2C0%29}
http://www.wolframalpha.com/input/?i=eigenvectors{%280%2C0%2C0%2C16%29%2C%289%2F16%2C0%2C0%2C0%29%2C%280%2C3%2F4%2C0%2C0%29%2C%280%2C0%2C3%2F4%2C0%29}
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