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Přednáška z matematiky

c© Petr Hasil (MENDELU) Vektory a matice Matematika 1 / 57



Obsah

1 Úvod
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4 Př́ıklady

5 Aplikace
Leslieho model r̊ustu
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Úvod Č́ıselné obory

Č́ıselné obory

Přirozená č́ısla: N = {1, 2, 3, . . .} (N0 = N ∪ {0}).

Celá č́ısla: Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}.

Racionálńı č́ısla: Q = {q = z
n : z ∈ Z, n ∈ N}.

Č́ısla, která nejsou racionálńı, tj. nelze je vyjáďrit jako pod́ıl celého a
p̌rirozeného č́ısla, nazýváme iracionálńı a znač́ıme I.

Reálná č́ısla: R = Q ∪ I.
K reálným č́ısl̊um lze jednoznačně p̌rǐradit všechny body nekonečné
p̌ŕımky (č́ıselné osy) dle jejich vzdálenosti od počátku.

Komplexńı č́ısla: C = {z = a + bi : a, b ∈ R, i2 = −1}.
Komplexńım č́ıslem z nazýváme uspǒrádanou dvojici reálných č́ısel
[a, b] a ṕı̌seme z = [a, b] = a + bi . Č́ıslu a ř́ıkáme reálná část
komplexńıho č́ısla z , č́ıslu b imaginárńı část komplexńıho č́ısla z .
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Č́ıselné obory
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Racionálńı č́ısla: Q = {q = z
n : z ∈ Z, n ∈ N}.
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Vektory Vektorový prostor

Veličiny, kterými popisujeme svět kolem nás lze rozdělit do dvou skupin:

Skalárńı veličiny (skaláry)
– jsou plně určeny jediným č́ıselným údajem udávaj́ıćım jejich velikost
– teplota, hmotnost, množstv́ı,. . .

Vektorové veličiny (vektory)
– k jejich popisu je ťreba v́ıce č́ısel v určeném pǒrad́ı
– rychlost, śıla (velikost a směr), poloha (soǔradnice), barevný odst́ın
(soǔradnice RGB, CMYK), stav populace (počet a čas), . . .
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Veličiny, kterými popisujeme svět kolem nás lze rozdělit do dvou skupin:
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(soǔradnice RGB, CMYK), stav populace (počet a čas), . . .
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Vektory Vektorový prostor

Definice (Vektor)

Necht’ n ∈ N. Uspǒrádanou n-tici reálných č́ısel v1, v2, . . . , vn

~v =


v1

v2
...
vn

 ∈ Rn

nazýváme (reálným) vektorem.

Č́ıslo n potom nazýváme dimenźı
(rozměrem) vektoru ~v a č́ısla v1, v2, . . . , vn nazýváme složky vektoru ~v .

Poznámka

Vektory se v literatǔre někdy zapisuj́ı do řádku, tj. ~v = (v1, v2, . . . , vn).
Je-li potom poťreba použ́ıt ho jako sloupec, použ́ıvá se na něj operace
transpozice (viz dále v části o matićıch, kdy na vektor je nahĺıženo jako na
matici o jediném řádku/sloupci), podobně obráceně.
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Vektory Vektorový prostor

Sč́ıtáńı vektor̊u definujeme po složkách, tj. pro ~v , ~w ∈ Rn máme

~v + ~w =


v1

v2
...
vn

+


w1

w2
...
wn

 =


v1 + w1

v2 + w2
...

vn + wn

 ∈ Rn.

Násobeńı vektoru ~v ∈ Rn skalárem α ∈ R definujeme tak, že každou
složku vektoru ~v vynásob́ıme skalárem α, tj.

α~v = α


v1

v2
...
vn

 =


αv1

αv2
...
αvn

 ∈ Rn.
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Vektory Vektorový prostor

Definice (Nulový vektor)

Vektor

~0 =


0
0
...
0


nazýváme nulový vektor.

Pro libovolné α ∈ R, ~v ∈ Rn plat́ı:

~v +~0 = ~v ,

α~0 = ~0.

Definice (Opačný vektor)

Vektor −~v = −1~v nazýváme opačný vektor k vektoru ~v .

Plat́ı
~v + (−~v) = ~v − ~v = ~0.
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Vektory Vektorový prostor

Vlastnosti operaćı na vektorech

Pro všechny vektory ~v , ~w ∈ Rn a skaláry α, β ∈ R plat́ı:

(i) ~v + ~w = ~w + ~v ,

(ii) α~v = ~vα,

(iii) α(~v + ~w) = α~v + α~w ,

(iv) (α + β)~v = α~v + β~v ,

(v) α(β~v) = (αβ)~v ,

(vi) 1~v = ~v .
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Vektory Vektorový prostor

Definice (Vektorový prostor)

Množinu všech n-rozměrných vektor̊u s operacemi sč́ıtáńı vektor̊u a
násobeńı vektoru reálným č́ıslem nazýváme n-rozměrný vektorový prostor.

Poznámka

Vektorový prostor je uzav̌ren na operace sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı vektoru
reálným č́ıslem.

Tj. je-li V vektorový prostor, ~v , ~w ∈ V , a, b ∈ R, pak

~v + ~w ∈ V ,

a~v ∈ V ,

a~v + b~w ∈ V .
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Vektory Vektorový prostor

Geometricky lze vektory (dimenze 2 a 3) zobrazit jako orientované
pr̊uvodiče bodů (v rovině, nebo v prostoru).
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Vektory Vektorový prostor

Operace:
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Vektory Vektorový prostor

Vektor lze zadat také pomoćı jeho počátečńıho a koncového bodu. Vektor

~w =
−→
AB = B − A je orientovaná úsečka z bodu A do bodu B.

Poznámka

Protože vektor je dán jen svou velikost́ı a směrem, zelené šipky jsou jen
r̊uzná uḿıstěńı téhož vektoru ~w .
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Vektory Vektorový prostor

Definice (Lineárńı kombinace)

Necht’ ~v1, ~v2, . . . , ~vm ∈ Rn a α1, α2, . . . , αm ∈ R. Vektor

~w = α1~v1 + α2~v2 + · · ·+ αm~vm =
m∑
i=1

αi~vi

nazýváme lineárńı kombinace vektor̊u ~v1, ~v2, . . . , ~vm.

Př́ıklad

Vektor ~w =

−1
5
4

 je lineárńı kombinaćı vektor̊u ~u =

1
2
3

 ~v =

−3
1
−2

,

nebot’ 2~u + ~v = 2

1
2
3

+

−3
1
−2

 =

2 · 1 + (−3)
2 · 2 + 1

2 · 3 + (−2)

 =

−1
5
4

 = ~w .
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Necht’ ~v1, ~v2, . . . , ~vm ∈ Rn a α1, α2, . . . , αm ∈ R. Vektor

~w = α1~v1 + α2~v2 + · · ·+ αm~vm =
m∑
i=1

αi~vi
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Vektory Vektorový prostor

Definice (Lineárńı závislost)

Řekneme, že vektory ~v1, ~v2, . . . , ~vm ∈ Rn jsou lineárně závislé, jestliže je
jeden z těchto vektor̊u lineárńı kombinaćı ostatńıch. V opačném p̌ŕıpadě
řekneme, že jsou lineárně nezávislé.

Plat́ı

Vektory ~v1, ~v2, . . . , ~vm ∈ Rn jsou lineárně závislé právě tehdy, když existuj́ı
taková č́ısla α1, α2, . . . , αm ∈ R, že aspoň jedno z nich je nenulové a plat́ı

m∑
i=1

αi~vi = α1~v1 + α2~v2 + · · ·+ αm~vm = ~0.
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Vektory Vektorový prostor

Poznámka

Vektory ~v1, ~v2, . . . , ~vm ∈ Rn jsou zcela jistě závislé, jestliže:

je mezi nimi aspoň jeden nulový vektor,

jsou mezi nimi aspoň dva vektory stejné,

jeden z daných vektor̊u je násobkem jiného,

m > n.

Př́ıklad

Vektory ~u =

1
2
3

 , ~v =

−3
1
−2

 a ~w =

−1
5
4

 jsou lineárně závislé, nebot’

~w = 2~u + ~v , tj.
2~u + ~v − ~w = ~0.
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Vektory Vektorový prostor

Definice (Skalárńı součin)

Necht’ ~v , ~w ∈ Rn. Č́ıslo

〈~v , ~w〉 = ~v · ~w = v1w1 + v2w2 + · · ·+ vmwm =
m∑
i=1

viwi

nazýváme skalárńı součin vektor̊u ~v , ~w .

Př́ıklad

〈

−3
7
−2

 ,

−1
5
4

〉 = (−3) · (−1) + 7 · 5 + (−2) · 4 = 3 + 35− 8 = 30.
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〈~v , ~w〉 = ~v · ~w = v1w1 + v2w2 + · · ·+ vmwm =
m∑
i=1

viwi
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Matice Definice a operace
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Matice Definice a operace

Definice (Matice)

(Reálnou) matićı typu m × n rozuḿıme obdélńıkové č́ıselné schéma

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 ,

kde č́ısla aij ∈ R, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, nazýváme prvky matice A.

Množinu všech matic typu m × n znač́ıme Matm×n(R). Matici A s prvky
aij znač́ıme také A = (aij).

Poznámka

V p̌redchoźı definici m znač́ı počet řádk̊u a n počet sloupc̊u matice A.
Prvek aij se nacháźı v i-tém řádku a j-tém sloupci matice A.
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Matice Definice a operace

Sč́ıtáńı matic stejných rozměr̊u definujeme po složkách, tj. pro
A,B ∈ Matm×n(R) máme

A + B = (aij) + (bij) = (aij + bij) ∈ Matm×n(R).

Př́ıklad2 −1
0 1
5 3

+

−2 7
4 −2
1 8

 =

2− 2 −1 + 7
0 + 4 1− 2
5 + 1 3 + 8

 =

0 6
4 −1
6 11


Př́ıklad

(
5 0
4 1

)
+

(
7 2 5
4 1 0

)
= Nelze seč́ıst, matice maj́ı r̊uzné rozměry.
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A + B = (aij) + (bij) = (aij + bij) ∈ Matm×n(R).
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= Nelze seč́ıst, matice maj́ı r̊uzné rozměry.
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Matice Definice a operace

Násobeńı matice A ∈ Matm×n(R) skalárem α ∈ R definujeme tak, že
každou složku matice A vynásob́ıme skalárem α, tj.

αA = α(aij) = (αaij) ∈ Matm×n(R).

Př́ıklad

7

−2 7
4 −1
1 8

 =

7 · (−2) 7 · 7
7 · 4 7 · (−1)
7 · 1 7 · 8

 =

−14 49
28 −7
7 56
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Matice Definice a operace

Vlastnosti operaćı na matićıch

Pro všechny matice A,B ∈ Matm×n(R) a skaláry α, β ∈ R plat́ı:

(i) A + B = B + A,

(ii) αA = Aα,

(iii) α(A + B) = αA + αB,

(iv) (α + β)A = αA + βA,

(v) α(βA) = (αβ)A,

(vi) 1A = A.
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Matice Definice a operace

Definice

Necht’ A = (aij) ∈ Matm×n(R).

Plat́ı-li m = n, nazýváme matici A čtvercová matice řádu m (̌rádu n).

Prvky aii čtvercové matice nazýváme prvky hlavńı diagonály.

Matice, jej́ıž všechny prvky jsou nulové, nazýváme nulová matice a
znač́ıme O.

Čtvercovou matici, která má na hlavńı diagonále jedničky a všude
jinde nuly, nazýváme jednotkou matićı a znač́ıme I .

Matici, jej́ıž každý řádek zač́ıná věťśım počtem nul než řádek
p̌recházej́ıćı, nazýváme schodovitou matićı.

Matici
AT = (aji ) ∈ Matn×m(R)

nazýváme transponovaná matice k matici A. (Transponovaná matice
vznikne záměnou řádk̊u a sloupc̊u původńı matice.)
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Matici
AT = (aji ) ∈ Matn×m(R)
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znač́ıme O.
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Matice Definice a operace

Př́ıklad

Jsou dány matice

A =

(
1 0
0 1

)
,B =

(
1 2 3
0 0 −4

)
,C =

2 −1 0
0 1 3
0 1 0

 ,D =

1 0
2 0
3 −4



Matice A je čtvercovou matićı řádu 2, je to jednotková matice a je
schodovitá.

Matice B je schodovitá.

Matice C je čtvercová řádu 3, neńı schodovitá.

Matice D je transponovaná k matici B, tj. D = BT a B = DT .
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Matice B je schodovitá.
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Matice Definice a operace

Definice (Násobeńı matic)

Necht’ matice A je typu m × p a B je matice typu p × n. Součinem

matic A a B (v tomto pǒrad́ı) rozuḿıme matici C typu m × n, pro jej́ıž
prvky plat́ı

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · · aipbpj =

=

p∑
k=1

aikbkj ,

pro i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Ṕı̌seme C = AB

Poznámka

Při násobeńı matic v p̌redchoźı definici vznikl prvek cij jako skalárńı součin
i-tého řádku matice A a j-tého sloupce matice B.
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Matice Definice a operace

Př́ıklad

3 0 −2
1 4 3
2 7 1

 ·
2 1

0 −4
5 9

 =

=

3 · 2 + 0 · 0 + (−2) · 5 3 · 1 + 0 · (−4) + (−2) · 9
1 · 2 + 4 · 0 + 3 · 5 1 · 1 + 4 · (−4) + 3 · 9
2 · 2 + 7 · 0 + 1 · 5 2 · 1 + 7 · (−4) + 1 · 9

 =

−4 −15
17 12
9 −17



2 1
0 −4
5 9

 ·
3 0 −2

1 4 3
2 7 1

 =×

Matice nelze násobit, nemaj́ı správné rozměry [(3× 2)(3× 3)].

c© Petr Hasil (MENDELU) Vektory a matice Matematika 27 / 57



Matice Definice a operace

Věta

Necht’ A, B, C jsou matice vhodných rozměr̊u. Pak plat́ı

(AB)C = A(BC ),

A(B + C ) = AB + AC ,

(A + B)C = AC + BC .

Poznámka

Součin matic neńı komutativńı, tj. obecně nelze zaměňovat pǒrad́ı
násobeńı matic.

Věta

Necht’ A ∈ Matm×n(R). Potom plat́ı A · In = A, Im · A = A.
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Matice Definice a operace

Definice (EŘO)

Následuj́ıćı úpravy matic nazýváme ekvivalentńı řádkové operace (úpravy)

výměna dvou řádk̊u,

vynásobeńı řádku nenulovým č́ıslem,

p̌ričteńı jednoho řádku k jinému,

vynecháńı nulového řádku.

Řekneme, že matice A a B jsou ekvivalentńı a ṕı̌seme A ∼ B, jestliže lze
matici A p̌revést konečným počtem ekvivalentńıch úprav na matici B.

Věta

Každou matici lze konečným počtem ekvivalentńıch řádkových úprav
p̌revést do schodovitého tvaru.
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vynásobeńı řádku nenulovým č́ıslem,
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Věta
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Matice Gaussova eliminačńı metoda
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Č́ıselné obory

2 Vektory
Vektorový prostor
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Matice Gaussova eliminačńı metoda

Pomoćı Gaussovy eliminačńı metody (GEM) lze p̌revést libovolnou matici
do schodovitého tvaru.

Postup

(i) V matici najdeme sloupec nejv́ıce vlevo s alespoň jedńım nenulovým
prvkem.

(ii) Zvoĺıme v tomto sloupci jeden z nenulových prvk̊u (tzv. pivota) a
p̌reḿıst́ıme řádek, ve kterém se nacháźı, na pozici prvńıho řádku
(pomoćı výměny řádk̊u).

(iii) Pomoćı EŘO vynulujeme prvky pod pivotem. Vznikne-li nulový řádek,
vynecháme ho.

(iv) Kroky (i)–(iii) opakujeme na podmatici vzniklé z původńı matice
vynecháńım řádku s pivotem.

(v) Postup opakujeme, dokud neńı matice ve schodovitém tvaru

Poznámka

Kdykoliv během postupu můžeme některý řádek vynásobit, nebo vydělit
vhodným č́ıslem tak, abychom matici zjednodušili.
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vynecháme ho.

(iv) Kroky (i)–(iii) opakujeme na podmatici vzniklé z původńı matice
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vhodným č́ıslem tak, abychom matici zjednodušili.
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Matice Gaussova eliminačńı metoda

Př́ıklad

A =

 0 −1 2 6

1 3 −3 0
2 1 4 1

 I ↔ II ∼

 1 3 −3 0
0 −1 2 6
2 1 4 1


III − 2 · I

∼

1 3 −3 0

0 -1 2 6
0 −5 10 1


III − 5 · II

∼

1 3 −3 0
0 −1 2 6
0 0 0 −29
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Matice Gaussova eliminačńı metoda

Definice (Hodnost matice)

Necht’ A ∈ Matm×n(R). Hodnost́ı h(A) matice A rozuḿıme maximálńı
počet lineárně nezávislých řádk̊u (= počet lineárně nezávislých sloupc̊u).

Věta

Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna počtu jej́ıch
nenulových řádk̊u.

Matice transponovaná má stejnou hodnost jako matice p̊uvodńı.

Ekvivalentńı matice maj́ı stejnou hodnost.
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Věta
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Matice Gaussova eliminačńı metoda

Př́ıklad

V p̌redchoźım p̌ŕıkladu jsme zjistili, že

A =

0 −1 2 6
1 3 −3 0
2 1 4 1

 ∼
1 3 −3 0

0 −1 2 6
0 0 0 −29

 ,

tedy h(A) = 3.

Poznámka

T́ımto způsobem lze také snadno zjistit, zda jsou dané vektory lineárně
závislé, pop̌r. z nich dokonce vybrat maximálńı počet lineárně nezávislých
vektor̊u.

Vektory naskládáme jako sloupce do matice, tu p̌revedeme do
schodovitého tvaru. Lineárně nezávislé vektory jsou ty, které se nacházely
ve sloupćıch s pivoty.
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závislé, pop̌r. z nich dokonce vybrat maximálńı počet lineárně nezávislých
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Matice Gaussova eliminačńı metoda

Definice

Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Jestliže existuje čtvercová matice
A−1 řádu n taková, že plat́ı

A · A−1 = I = A−1 · A,

nazýváme matici A−1 inverzńı matićı k matici A.

Věta

Necht’ je A čtvercová matice řádu n. Potom k ńı existuje inverzńı matice
A−1 právě tehdy, když má matice A lineárně nezávislé řádky (̌ŕıkáme, že je
regulárńı).
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Matice Gaussova eliminačńı metoda

Z p̌redchoźı věty plyne, že inverzńı matici lze naj́ıt jen ke čtvercové matici,
která má plnou hodnost. To znamená, že ve schodovitém tvaru jsou
všichni pivoti na jej́ı hlavńı diagonále a v pr̊uběhu GEM se neobjevil žádný
nulový řádek.

Jádrem algoritmu pro výpočet inverzńı matice je tzv. úplná Gaussova
eliminace, která spoč́ıvá v tom, že po źıskáńı schodovitého tvaru
pokračujeme stejným způsobem v nulováńı prvk̊u nad pivoty (se kterými se
už nehýbe), a to zprava doleva.
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Matice Gaussova eliminačńı metoda

Postup

1 K matici A p̌ridáme jednotkovou matici stejné velikosti. T́ım źıskáme
rozš́ı̌renou matici (A|I ).

2 Pomoćı úplné Gaussovy eliminace p̌revedeme matici A na diagonálńı
matici (tj. matici, která má nenulové prvky pouze na hlavńı
diagonále). Všechny EŘO p̌ritom provád́ıme s celými řádky matice
(A|I ).

3 Každý řádek matice (A|I ) vyděĺıme diagonálńım prvkem matice A,
který se v něm nacháźı.

4 T́ım jsme matici A p̌revedli na matici I a matici I na matici A−1.
Výsledná rozš́ı̌rená matice je tedy (I |A−1).

Poznámka

Opět jako u
”
neúplné“ Gaussovy eliminačńı metody můžeme kdykoliv to

jde matici zjednodušit vhodnou úpravou (zvláště vyděleńı řádku společným
dělitelem všech jeho prvk̊u).
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Postup
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neúplné“ Gaussovy eliminačńı metody můžeme kdykoliv to

jde matici zjednodušit vhodnou úpravou (zvláště vyděleńı řádku společným
dělitelem všech jeho prvk̊u).
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Matice Gaussova eliminačńı metoda
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Opět jako u
”
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Matice Gaussova eliminačńı metoda

Př́ıklad

Najděte inverzńı matice k matićım A, B a C .

A =

1 2
3 4
5 6

 ,B =

 1 3 2
−1 0 4
2 3 3

 ,C =

2 3 −1
4 1 2
2 −2 3



Matice A neńı čtvercová, tedy k ńı neexistuje inverzńı matice.
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Matice Gaussova eliminačńı metoda

(B|I ) =

 1 3 2 1 0 0
−1 0 4 0 1 0
2 3 3 0 0 1

 II + I
III − 2 · I

∼

 1 3 2 1 0 0

0 3 6 1 1 0
0 −3 −1 −2 0 1


III + II

∼

 1 3 2 1 0 0
0 3 6 1 1 0
0 0 5 −1 1 1


·15

∼

 1 3 2 1 0 0
0 3 6 1 1 0

0 0 1 −1/5 1/5 1/5

 I − 2 · III
II − 6 · III

∼

 1 3 0 7/5 −2/5 −2/5

0 3 0 11/5 −1/5 −6/5
0 0 1 −1/5 1/5 1/5

 I − II
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Matice Gaussova eliminačńı metoda

∼

 1 0 0 −4/5 −1/5 4/5
0 3 0 11/5 −1/5 −6/5
0 0 1 −1/5 1/5 1/5

 ·13

∼

 1 0 0 −4/5 −1/5 4/5
0 1 0 11/15 −1/15 −6/15
0 0 1 −1/5 1/5 1/5

 = (I |B−1)

Tedy

B−1 =

−4/5 −1/5 4/5
11/15 −1/15 −6/15
−1/5 1/5 1/5

 =
1

15
·

−12 −3 12
11 −1 −6
−3 3 3
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Matice Gaussova eliminačńı metoda

∼

 1 0 0 −4/5 −1/5 4/5
0 3 0 11/5 −1/5 −6/5
0 0 1 −1/5 1/5 1/5

 ·13

∼

 1 0 0 −4/5 −1/5 4/5
0 1 0 11/15 −1/15 −6/15
0 0 1 −1/5 1/5 1/5

 = (I |B−1)

Tedy

B−1 =

−4/5 −1/5 4/5
11/15 −1/15 −6/15
−1/5 1/5 1/5

 =
1

15
·

−12 −3 12
11 −1 −6
−3 3 3



c© Petr Hasil (MENDELU) Vektory a matice Matematika 40 / 57



Matice Gaussova eliminačńı metoda

(C |I ) =

 2 3 −1 1 0 0
4 1 2 0 1 0
2 −2 3 0 0 1

 II − 2I
III − I

∼

 2 3 −1 1 0 0

0 -5 4 −2 1 0
0 −5 4 −1 0 1


III − II

∼

 2 3 −1 1 0 0
0 −5 4 −2 1 0
0 0 0 1 −1 1



Matice C neńı regulárńı (h(C ) = 2), tedy k ńı neexistuje inverzńı matice.
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Př́ıklady

Př́ıklad

Jsou dány matice

A =

 2 1
−1 3
4 5

 , B =

 0 −2
3 1
−1 2

 .

Spočtěte 3A− 2B,ABT ,ATB.

Řešeńı:

3A−2B =

 6 7
−9 7
14 11

 , ABT =

 −2 7 0
−6 0 7
−10 17 6

 , ATB =

(
−7 3
4 11

)
.
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Př́ıklady

Př́ıklad

Jsou dány vektory

u =

−2
0
1

 , v =

 3
−1
4

 .

Spočtěte 〈u, v〉, uvT , uT v .

Řešeńı:

〈u, v〉 = −2, uvT =

−6 2 −8
0 0 0
3 −1 4

 , uT v = (−2).
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Př́ıklady

Př́ıklad

Určete hodnost matice

A =

 2 −1 0 3
1 3 2 −3
−1 4 2 −6

 .

Řešeńı:
h(A) = 2.
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Př́ıklady
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Př́ıklady

Př́ıklad

Napǐste p̌ŕıklady matic o hodnosti 1, 2, 3 a 4 a hodnost zdůvodněte.

Řešeńı:

h

1 2 3
0 0 0
0 0 0

 = 1, h

1 2 3
0 4 5
0 0 0

 = 2,

h

1 2 3
0 4 5
0 0 6

 = 3, h


1 0 0 0
0 −2 5 3
0 0 6 1
0 0 0 2

 = 4.

Matice jsou ve schodovitém tvaru v němž hodnost = počet nenulových
řádk̊u.
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Př́ıklady

Př́ıklad

Jsou dány vektory

u1 =

1
4
0

 , u2 =

−1
2
1

 , u3 =

−6
0
4

 , u4 =

 1
−2
3

 , u5 =

 0
2
−1

 .

Vyberte z nich co nejv́ıce lineárně nezávislých vektor̊u.

Řešeńı:
Nap̌r. u1, u2, u4.

c© Petr Hasil (MENDELU) Vektory a matice Matematika 47 / 57



Př́ıklady
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Př́ıklady

Př́ıklad

Najděte inverzńı matici k matićım

A =

−2 1 3
2 −2 1
1 −3 3

 , B =


3 2 1 −2
0 1 0 −1
2 1 1 −2
2 −3 0 3

 .

Řešeńı:

A−1 =
1

11

3 12 −7
5 9 −8
4 5 −2

 , B−1 =
1

2


0 3 0 1
2 −3 −2 −1
2 −13 0 −3
2 −5 −2 −1

 .
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Př́ıklad
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Aplikace Leslieho model r̊ustu

Pomoćı Leslieho modelu je možné odhadnout vývoj populace. Poṕı̌seme si
pouze jej́ı vytvǒreńı a použit́ı.

Zkoumáme nějaký systém jednotlivc̊u (zv́ı̌rata, hmyz, buněčné kultury,. . . )
rozdělený do n skupin (stá̌ŕı, fáze vývoje,. . . ). Stav v čase k je tedy dán
vektorem

xk =


a1

a2
...
an

 ,

kde ai , i = 1, . . . , n, je počet jedinc̊u skupiny i v čase k.

(Lineárńı) model vývoje takového systému je dán matićı A ∈ Matn×n(R),
která popisuje změnu z xk na xk+1 (jde o iterovaný proces):

xk+1 = Axk .
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Aplikace Leslieho model r̊ustu

Leslieho matice má tvar

A =



f1 f2 f3 · · · fn−2 fn−1 fn
τ1 0 0 · · · 0 0 0
0 τ2 0 · · · 0 0 0
0 0 τ3 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · τn−2 0 0
0 0 0 · · · 0 τn−1 0


,

kde fi je relativńı plodnost a τi relativńı p̌režit́ı skupiny i .
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Aplikace Př́ıklad

Př́ıklad

Uvažujme populaci nezmar̊u, ktěŕı se dož́ıvaj́ı ťŕı měśıc̊u. Každý nezmar
splod́ı mezi prvńım a druhým měśıcem dva malé nezmárky, stejně tak mezi
druhým a ťret́ım měśıcem života. Mlad́ı nezmǎri (do stá̌ŕı jednoho měśıce)
neplod́ı. Polovina nezmar̊u po dovřseńı druhého měśıce uḿırá, po dovřseńı
ťret́ıho měśıce uḿıraj́ı všichni. Napǐste Leslieho matici nezmǎŕıho modelu
a určete složeńı populace, o složeńı (17, 102, 191) po ťrech měśıćıch.

Řešeńı: Leslieho matice je

A =

0 2 2
1 0 0
0 1/2 0

 .

Daná populace bude ḿıt po ťrech měśıćıch složeńı

A3 · (počátečńı složeńı) =

0 2 2
1 0 0
0 1/2 0

3

·

 17
102
191

 =

1189
136
293

 .
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Aplikace Př́ıklad

Poznámka

Z modelu daného Leslieho matićı lze snadno určit i p̌ŕır̊ustek za obdob́ı a
také k jakému složeńı (vzhledem k “věkovým” skupinám) populace spěje.
K oboj́ımu se vrát́ıme po probráńı náležitých matematických nástroj̊u.

Populace z nezmǎŕıho p̌ŕıkladu má p̌ŕır̊ustek cca 62% a ustáĺı se na složeńı
cca 52 : 32 : 10. Tedy nejmladš́ıch bude (cca) 55, 32%, sťredńıho věku
34, 04% a senior̊u 10, 64%.
(Jak se p̌repoč́ıtal poměr na procenta?)
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Wolfram|Alpha

Součet vektor̊u. ~

(1,3,2) + (-2,4,5)

Násobeńı vektoru konstantou. ~

-2 (-1,0,2)

Lineárńı kombinace vektor̊u. ~

4 (-1,0,2) -3 (5,4,-6)

Skalárńı součin. ~

(-1,0,2).(5,4,-6)

Lineárńı (ne)závislost. ~

linear independence (-1,0,2),(5,4,-6),(1,2,3),(0,2,5)
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http://www.wolframalpha.com/input/?i=%281%2C3%2C2%29+%2B+%28-2%2C4%2C5%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=-2+%28-1%2C0%2C2%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=4+%28-1%2C0%2C2%29+-3+%285%2C4%2C-6%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=%28-1%2C0%2C2%29.%285%2C4%2C-6%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=linear+independence+%28-1%2C0%2C2%29%2C%285%2C4%2C-6%29%2C%281%2C2%2C3%29%2C%280%2C2%2C5%29


Wolfram|Alpha

Součet matic. ~

{(-1,0,2),(5,4,-6),(1,2,3)} + {(2,1,0),(6,-3,4),(2,2,5)}

Násobeńı matice konstantou. ~

3 {(5,-3,0),(2,1,-3),(4,0,3)}

Lineárńı kombinace matic. ~

-2 {(3,3,2),(-2,1,6),(1,5,3)} +5 {(2,2,-2),(3,-6,1),(0,2,7)}

Součin matic. ~

{(-1,1,0,2),(5,4,-4,-6),(3,5,2,-3)}.{(0,1),(3,-3),(2,-1),(5,0)}

Hodnost matice. ~

rank{(5,-4,8),(3,-3,4),(3,-3,4),(2,-1,4)}

Transponovaná matice. ~

transpose{(4,2,-1),(3,9,5),(2,-1,1),(1,6,-2)}

Inverzńı matice. ~

inverse{(2,-1,3),(0,-3,2),(2,-1,5)}
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http://www.wolframalpha.com/input/?i={%28-1%2C0%2C2%29%2C%285%2C4%2C-6%29%2C%281%2C2%2C3%29}+%2B+{%282%2C1%2C0%29%2C%286%2C-3%2C4%29%2C%282%2C2%2C5%29}
http://www.wolframalpha.com/input/?i=3+{%285%2C-3%2C0%29%2C%282%2C1%2C-3%29%2C%284%2C0%2C3%29}
http://www.wolframalpha.com/input/?i=-2+{%283%2C3%2C2%29%2C%28-2%2C1%2C6%29%2C%281%2C5%2C3%29}+%2B5+{%282%2C2%2C-2%29%2C%283%2C-6%2C1%29%2C%280%2C2%2C7%29}
http://www.wolframalpha.com/input/?i={%28-1%2C1%2C0%2C2%29%2C%285%2C4%2C-4%2C-6%29%2C%283%2C5%2C2%2C-3%29}.{%280%2C1%29%2C%283%2C-3%29%2C%282%2C-1%29%2C%285%2C0%29}
http://www.wolframalpha.com/input/?i=rank{%285%2C-4%2C8%29%2C%283%2C-3%2C4%29%2C%283%2C-3%2C4%29%2C%282%2C-1%2C4%29}
http://www.wolframalpha.com/input/?i=transpose{%284%2C2%2C-1%29%2C%283%2C9%2C5%29%2C%282%2C-1%2C1%29%2C%281%2C6%2C-2%29}
http://www.wolframalpha.com/input/?i=inverse{%282%2C-1%2C3%29%2C%280%2C-3%2C2%29%2C%282%2C-1%2C5%29}

	Úvod
	Císelné obory

	Vektory
	Vektorový prostor

	Matice
	Definice a operace
	Gaussova eliminacní metoda

	Príklady
	Aplikace
	Leslieho model rustu
	Príklad

	Wolfram|Alpha

