Dvojny integral

Podobné jako jsme v predchozi kapitole rozsifili pojem a metody diferencialniho poctu funkei jedné
proménné na funkce dvou a vice proménnych, je mozné zékladni pojmy a metody integralniho poctu
funkci jedné proménné rozsifit na funkce dvou a vice proménnych. Obdrzime tak dvojny, trojny a obecné
n-rozmérny integral.

Zatimco integracnim oborem jednorozmérného integralu byl vzdy interval, u dvojného integralu je tieba
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mozné a vhodné uvazovat za integracni obory dvojného integralu a pro nékteré specidlni piipady inte-
gracnich oborl ukazeme, jak lze pfi vypoctu dvojného integralu postupovat. Budou uvedeny nejdilezité;-

§i geometrické a fyzikalni aplikace dvojného integralu.

1) Dvojny integral v obdélnikové oblasti

M¢jme dénu funkci z = f(x, y) definovanou a omezenou v obdélniku R = {(x, v)eE,;a<x<b,c<y<d }
(stru¢néji piSeme R = {<a,b>,<c,d >} ). Tento obdélnik R rozdélme na n libovolnych obdélnickl (budeme
mluvit o déleni D), jejichZ strany jsou rovnobézné se soufadnicovymi osami. Ozna¢me je p,, p,,..., P,
a jejich obsahy Ap,,Ap,,...,Ap,. Je-li AR obsah obdélnika R, plati AR =Ap, +Ap, +...+ Ap,.

V kazdém obdélniku p,, k=1,2,...,n, oznaCme m, (M, ) infimum (supremum) funkce f(x,y) v tomto

obdélniku.
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Pak s(D, f)= kaApk nazveme dolni soucet,

k=1

S(D, )= ZMkApk nazveme horni soucet

K=
ptislusny funkci f(x,y) pii daném déleni D.

Takovych souctt s(D, f), S(D, f) dostaneme nekonecné¢ mnoho, meénime-li pocet obdélnikli p, a jejich
polohu v obdélniku R.Oznac¢me déle m (M) infimum(supremum) funkce f(x, y) v celém obdélniku R.
Ztejmeé plati nerovnosti m <m, <M, <M, odkud vynasobenim ¢islem Ap, asectenim pro k=1,2,...,n

dostaneme mAR <s(D, f)<S(D, f) < MAR.
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Protoze mnozina vsech moznych dolnich (hornich) souctt je shora (zdola) omezena, mé supremum (infi-

mum).

Definice : Je-li supremum mnoziny {S(D, f )} vSech moznych dolnich souctii funkce f(x,y) rovno infi-
mu mnoziny {S(D, f )} vSech moznych hornich souctt této funkce, nazyva se jejich spolecnd hodnota

dvojny (nebo dvojrozmérny) integral funkce f(x, y) v obdélniku R a znaci se symbolem I j f(x,y)dxdy.
R

Obdélnik R se nazyva integracni obor dvojného integralu. Existuje-li dvojny integral, fikdme, ze funkce

f(x,y) je vdaném oboru integrace schopna, nebo ze je v daném oboru R integrabilni.

Geometricky vyznam dvojného integralu v obdélniku

Necht' f(x,y)=0 je integrabilni v obdélniku R. Potom dolni soucet piedstavuje soucet objemi nejvys-
Sich kvadri, jejichz dolni podstavy jsou jednotlivé obdélnic¢ky p,, kdezto horni podstavy nepfesahuji nad

plochu z = f(x,y).

z=f(x.y)
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Analogicky horni soucet znaci souet objemu nejnizsich kvadri s podstavou p,, jejichZ horni podstavy
neptfechazeji pod plochu z = f(x,y). Tedy dvojny integral funkce f(x,y) v obdélniku R ptedstavuje ob-

jem ¢asti kvadru s podstavou R, setiznutého plochou o rovnici z = f(x, y).

Vlastnosti dvojného integralu

Necht funkce f(x,y) a g(x,y) jsou integrabilni v obdélniku R, ktery je rovnobézkou s nékterou ze sou-

fadnicovych os rozdélen na dva obdélniky R,, R, .Je-li ¢ libovolna konstanta, plati :

D) [[ef e yydxdy = £ (x, y)dxdy,
2) [[ 1oy = g ) )dxdy =[] £ (x, y)dxdy = [ g (x, y)dxdy,

3) [[ £ e yydrdy+ [[ £x p)drdy = [[ £ (x, y)dxdy.




2)Vypocet dvojného integralu v obdélniku

Pti vypoctu dvojného integralu v obdélniku nejcastéji postupujeme tak, ze dvojny integral pfevedeme na
integral dvojnasobny, pfi jehoz vycisleni miizeme pouzit metod integralniho poctu funkei jedné promen-
né.

Necht funkce f(x,y) je definovana v obdélniku R = {<a,b>,<c,d>}. Vysetfujme funkci f(x,y) pro libo

voln¢ danou hodnotu x v intervalu <a,b>. Je-li funkce f(x,y) pro kazdé pevné dané x e <a,b>, jakozto

d
funkce argumentu y integrabilni v intervalu <c,d >, pak hodnota integralu .[ f(x,y)dy je urCena hodnotou

d
x. Tedy tento integral je funkci proménné x, definované v intervalu <a,b>. Je-li tato funkce J‘ f(x,y)dy

c

b|d
integrabilni v intervalu <a,b>, pak integral .[ { .[ f(x, y)dy}dx nazyvame dvojndsobnym integralem funkce

f(x,y) podle argument y, x (v tomto potadi) v obdélniku R. Analogicky je mozno zavést pojem dvojna-

d| b
sobného integralu I[I f(x, y)dx}dy.

Véta : (Fubiniho véta pro obdélnikovy integracni obor) Necht funkce f(x,y) je spojitd v obdélniku

R={(a,b),(c,d)}. Pak plati

| f(x,y>dxdy=f Tf(x,y)dy dx,

2) [[ £ (&, y)dxdy = j ff(x,y)dx dy.

Fubiniho véta ukazuje, jak postupovat pii vypoctu dvojného integralu v obdélnikové integracni oblasti.

Jde o pfevedeni dvojného integralu na integral dvojnasobny. Postupujeme tak, ze napt. pii vypoctu dvoj-

b|d d
nasobného integralu I { I f(x, y)dy}dx uréime nejprve vnitini integral I f(x,y)dy, pfiCemz integrujeme

a c c

wevr

Priklad : Vypostéte [[(5x”y—2y")dxdy, kde R={(2.5).(13)}.
R
Reseni: Integrovana funkce je v obdéIniku R spojité, takze podle Fubiniho véty plati
315
J-.[(szy —2y")dxdy = J- D(szy —2y3)dx}dy.
R 1L2

Vypocitame nejprve vnitini integral (proménnou y chapeme jako konstantu)

5

5
J-(szy—2y3)dx:[§x3y—2xy3} =195y-6y°.
2

2
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Potom vnéjsi integral je

3

3 2 4
[a9sy—6y"dy = {195%—6%} = 660.
1

1

Celkem tedy j j (5x%y =2y )dxdy = 660.
R

wev

Muzeme také postupovat zpiisobem, kdy nejprve integrujeme podle proménné y a vnéjsi integral pak in-

tegrujeme podle proménné x. Dostaneme

3

513 5 5
jj (5xy =2y )dxdy = j {j(sﬁ y—2y3)dy}dx = j sz 3’ —i y“} dx = j(zox2 — 40)dx = 660.
R 211 2 1 2

dxdy
Priklad : Vypoctéte , kde R=10,4),(0,1).
sposse [[ A4 ke 1= {04)01)
Reseni: Funkce ;2 je spojitd vSude, krom¢ bodu lezicich na pfimce y=-2x-1, kterd vSak
2x+y+1)

nema s obdélnikem R Zadny spolecny bod.

1
dxdy ‘[1 dy } ‘[ 1 } 4( 1 1 j
Je tedy ——=|||—= = || ——— | dx= - dx =
-[!(2x+y—i-1)2 '([ -([(Z)C-i-y+1)2 -[ 2x+y+1]; '([ 2x+1 2x+2

4
Z[lln|2x+1|—lln|x+l|} :lln9—lln5 :llng.
2 2 2 2 2 5

0

Priklad : Vypoctéte [[x”dxdy, kde R={(0.1),(1,2)}.
R

Reseni: Z vyse uvedeného vyplyva, e hodnota dvojného integralu (pokud existuje) nezavisi na poradi
integrace. To ma pii praktickych vypoctech velky vyznam. MlzZeme totiz integrovat v tom potadi, ve kte-

rém je vypocet integralli jednodussi. V feSené uloze dostaneme pfi integraci podle proménné y jako prvni

(= o o [ e o

Pex 3
1 neni mozné vyjadrit v konec-
nx

. , , o y e . . X
Tento integral neumime vypocitat, nebot’ primitivni funkci k funkci

ném tvaru pomoci elementarnich funkci. Pii opacném potadi integrace vSak tento problém nenastava

1

1
ijydxdy :H] ydx}dy ILJ,J dy :J%)}lﬂdy =[In(y+D =In3-In2= ln;.
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V ptipadech kdy je integrovana funkce soucinem dvou funkci, mizeme pfi integraci na obdélniku vyuzit

nasledujici disledek Fubiniho véty:

Je-li f(x,y)=u(x)v(y), kde funkce u(x) je spojita v intervalu <a,b> a funkce v(y) je spojita v intervalu

<c,d>, plati

d

J. J. u(x)v(y)dxdy = J.u(x)dxj v(y)dy.

c

Priklad : Vypoctéte [[xe™dxdy, kde R =1{(0.1).(0.1)}.
R

ReSeni: Protoze xe™™ = xe"e”a funkce xe® i funkce e” jsou integrovatelné v intervalech <O,l>, dany in-

tegral existuje a plati

”xe”ydxdy = jxexdxj e’ dy = [xe" - ex]i) . [ey]i) =e—1.

R 0 0

3) Dvojny integral v obecné uzavirené oblasti

Definice : Necht' f(x,y) je omezena funkce v uzaviené oblasti QO a necht’ R je takovy obdélnik, ze

Q c R. Definujeme v obdélniku R novou funkci F(x,y) takto:

F(x,y)=f(x,y) pro (x,y)eQ,

F(x,y)=0 pro (x,y)e(R-Q).
Je-li funkce F(x,y) integrabilni v obdélniku R, povazujeme funkci f(x,y) za integrabilni v oblasti QO a
definujeme dvojny integral funkce f(x,y) v oblasti QO vztahem

”f(X,y)dxdy = ”F(x,y)dxdy.

Q R

0 X

Hodnota takto definovaného dvojného integralu funkce f(x, y) v uzaviené oblasti QO nezavisi na volbé

obdélnika R.
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Poznamka : Necht M c E, je omezend mnozina. Existuje-li ” ldxdy, tikame, ze M je (jordanovsky)
M

méfitelna v E,.

Miru v dvojrozmérném piipadé nazyvame ploSnym obsahem (v trojrozmérném piipad¢ objemem). Plosny
obsah méfitelné mnoziny M je podle uvedené definice ¢iselné roven objemu télesa o vysSce 1, jehoz za-
kladnou je mnozina M. MnozZiny, jejichz obsah je nulovy, nazyvame mnozinami miry nula. Jsou to napfi-
klad mnoziny skladajici se z kone¢né¢ mnoha bodi nebo z bodli kone¢né mnoha obloukli (obloukem ro-
zumime kiivku konecné délky, kterd ma spojité se ménici tecnu a sama sebe neprotind). Hodnota integra-
lu na mnoziné M nezavisi na hodnotach integrované funkce na podmnoziné¢ mnoziny M miry nula (viz
pozdéji uvedend véta).

Existuji mnoziny, které nejsou meéfitelné. Jsou to vesmés umeéle vytvorené mnoziny se kterymi se
v technickych vypoctech nesetkdvame. Méfitelné jsou vSechny tzv. elementarni oblasti, které budou nyni

popsany. Jsou to typy integracnich obort, se kterymi v zakladnich aplikacich dvojného integralu zpravidla

vysta¢ime a pro né€z lze prevést vypocet dvojnych integrali na postupny vypocet jednoduchych integrala.

Elementarni oblasti

Definice :

1) Necht' g(x) a f(x) jsou funkce spojité v intervalu<a,b>, pro které zde plati g(x) < f(x). Potom uzavie-

nou oblastQ = {(x, v)eE,;as<x<b,g(x)Sy<f (x)} nazyvame elementarni oblast typu [x,v]. (obr.vlevo)

2) Necht' g(y) a f(y) jsou funkce spojité v intervalu<c, d >, pro které zde plati g(y) < f(y). Potom uzavie-

nou oblastQ = {(x, vIeE,;c<y<d,g(y)<x= f( y)} nazyvame elementarni oblast typu[y.x].(obr.vpravo)

3) Elementarni oblasti nazveme uzavienou oblast, ktera je elementarni oblasti typu [x,y] nebo typu [y,x].

y y
/) =
g0) JO)

| 2(x) |

[ ‘ crr—— -

| |

| |
0 a b X 0 X

elementarni oblast typu [x,)] elementarni oblast typu[y,x]




Pro vypocet dvojného integralu v elementarni oblasti je dulezita nasledujici véta.

Véta : (Fubiniho véta pro elementarni oblast)

1) Necht’ funkce f(x, y) je spojita v elementarni oblasti Q = {(x, vIeE,;as<x<b,g(x)Sy<f (x)} typu
[x,y]. Pak plati

b [0
”f(X,J/)dXdy = j{ J-f(x,y)dy}dx.

a| g(x)

2) Necht’ funkce f(x,y) je spojita v elementarni oblasti Q= {(x,y) eE,;c<y<d,g(y)<x< f(y)} typu

[v,x]. Pak plati

d| fy)
[[ rCeyydxdy = | { | f(x,y)dX}dy-

Q clgy)

1| 2
Priklad : Vypodtéte j { j (x> + yz)dy}dx.
0l o0
ReSeni: Nejprve vypoditame vnitini integral integraci podle y, pfiem x povaZujeme za konstantu
X2 37 6
I(xz +y7)dy = x2y+y— =xt e
0 3 0 3
Integraci této funkce podle x je

[P PR S O -
q 3 5 7], 5 21 105

1] x?
26
Celkem ted 2+ y)dy |dx =—.
y {h( y)y} 105

Véta: Necht Q je elementarni oblast a mnozina K< Q je tvofena konecné mnoha body a oblouky. Necht’
funkce f(x,y) a g(x,y) jsou omezené v oblasti  a spojité a sobé rovné¢ v Q— K. Pak existuji dvojné
integraly funkei f(x,y)a g(x,») v oblasti Q a jsou si rovny

[[ £, yyaxdy =[[ g (x, y)dxdy.

Q Q

Poznamka : Uvedena véta rozsifuje podminky, za kterych existuje dvojny integral. Ukazuje, ze existence

a hodnota dvojného integralu nezavisi na hodnotach funkce f(x,y) v kone¢né¢ mnoha bodech a v bodech

kone¢né mnoha obloukd. Jeji hodnoty zde mohou byt libovolné nebo nemusi byt ani definované, aniz by

to ovlivnilo existenci a hodnotu integralu. Takze je-1i naptiklad funkce f'(x, y) spojitd a omezena na vniti-

ku Q oblasti Q, pak plati
[[Ce,y)dxy =[] £ (x, y)dxdy.
Q Q

Proto dale budeme za integra¢ni obor povazovat oblast Q i v pfipadech, kdy bude funkce f(x, y) defino-

vana pouze na vnitiku této oblasti.




Nasledujici véta o vlastnostech dvojného integralu usnadnuje jeho vypocet.

Véta :
1) Necht’ funkce f(x,y) a g(x,y) jsou integrace schopné v elementarni oblasti Q a 4, k necht’ jsou kon-

stanty. Pak plati

([0 v, )+ kg(x, y))dxdy = h[[ £ (x, y)dedy + k [[ g(x, y)dxdy.

o o o
2) Necht funkce f(x,y) je integrace schopna na konecném poctu elementarnich oblasti Q,, ..., Q2 a
necht’ tyto oblasti maji spole¢né nejvyse hrani¢ni body. Oznaéme Q = LHJQI.. Pak plati

i=1

”f(x,y)dxdy :”f(x,y)dxdy +... +”f(x,y)dxdy.

Piiklad : Pomoci zamény poradi integrace zjednoduste vypocet integralu
1|y 211 3 1
1= { | f(x,y)dx}dw | { | f(w)dx}dw [ [7rG.yax|ay.
0Lo 1Lo 2| Jy—2
Reseni: Integraéni oblasti Q,, Q,, Q, jednotlivych integrald jsou
Q, :{(x,y); 0<x<y, OSySl},

sz{(x,y);0£x£1,1£y£2},

Q, = |y fy-2<x<l,2<y<3)

=

0 1 x

Z obrazku je patrné, Ze sjednocenim oblasti 2,, Q,, Q. je elementarni oblast QQ typu [x, y] , kterou Ize
vyjadfit nasledujicim zplsobem : Q = {(x, y); 0<x<lLx<y<xi+ 2}. Existuji-li zadané integraly a jsou-

li zaménitelné, plati

I = .1[ l:xfzf(x,y)dy}dx.

X

2
Priklad : Vypoctéte j j x_z dxdy, kde Q je oblast ohrani¢end pfimkamix =2, y = x a hyperbolou xy =1.
y
Q




Reseni : Integracni obor Q= {(x, y);1<x<2, 1 <y< x} je elementarni oblast typu [x,y]. (obr.vlevo)
X

y
y

2+t /

|

|
17 |
%W i \ }

| |
0 1 2 X | |
0 1 2 X

2
Dana funkce f(x,y)= x_z je v oblasti Q spojita, tedy mizeme pouzit Fubiniho vétu. Dostaneme
y

X {7 o -1 ) t oy 9
[ [ e 51 el o3

x X

Oblast Q vSak muzeme v ptipadé potfeby rozdélit na dvé elementarni oblasti typu [y,x]:

N | —

Q1:{(X,J/); Syél,léxﬂ}, Q, ={(x,y);1<y<2, y<x<2f
y

a potom integrovat v opa¢ném potadi

2 2 2 L2 2 2 1 ok
g%dxdy=g%dxdy+g%dxdy=! .lfx_zdx dy+'!-{y[x—2dx}dy='!{;;2} dy+
21y 2

x’ ’ of 8 1
S |d=|75- dy +
{3y2 l g 1(3y2 3y5) g

2

2

4|

1

Priklad : Vypoctéte .[ J-(xz + y)dxdy, kde Q je oblast ohrani¢ena kiivkami y=2x, y= g, Xy =2pro
Q

x20.
Reseni: Integraéni oblast mizeme vyjadit jako dvé elementarni oblasti typu [x,y] (obr.vpravo):
2
Q, :{(x,y);OSxS1,§Sy£2x}, Q, 2{(x,y); ISxSZ,gﬁyS—}.
X
Funkce f(x,y)=x"+y je viude spojita, tedy

1] 2x 2

”(xz + y)dxdy zj‘j(x2 + y)dxdy + ”(x2 + y)dxdy :I j(xz +y)dy dx+j

X 1

()c2 +y)dy |dx =

N | = Cm—y | DO

2

1 2 2x 2 y2 x 17
=J- x2y+y— dx+.[ X y+—| dx=—.
0 2 |« 1 2 |x 6

2 2
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4) Substitu¢ni metoda pro dvojny integral

b B
Pti vypoctu urcitého integralu jsme pouzivali substituc¢ni metodu ve tvaru I f(x)dx = j f(p)e'(t)dt,

kde funkce x = ¢@(t) zobrazuje interval <a, ﬂ> na interval <a,b>, piicemz a =@(a),b=@(f).

Podobna metoda existuje i pro dvojné integraly. Zatimco v jednorozmérném piipad¢ se substituci snazi-
me zjednodusit integrovanou funkci a integracni obor zlstava intervalem, ve dvojrozmérném ptipadé mo-
hou potize pti vypoctu zplsobovat také integracni obory. Cilem substitu¢ni metody pro dvojny integral je
proto zjednoduSovat nejen integrované funkce, ale také ptislusné integracni obory.

Predpokladejme, ze v prostoru E, mame dvé soufadnicové soustavy :

1) pravouhlou, ve které je kazdému bodu pfifazena dvojice soufadnic (x, y),

2) kiivocarou, ve které je témuz bodu pfifazena dvojice soutradnic (u, v).

Zobrazeni ®(g,h) dané rovnicemi x=g(u,v), y =h(u,v), které kazdému bodu (u,v) € 4 ptitazuje bod
(x,y) € B, nazveme regularni, jestlize
- @ je prosté zobrazeni, tedy pro vSechna (u,,v,),(u,,v,) € A takova, ze (u,,v,) # (u,,v,) je
O(u,,v,) = D(u,,v,),
- funkce g a # maji na mnoZin€ A4 spojité parcialni derivace prvniho fadu,

g, (u,v) g, (u,v)

- determinant J(u,v)=|"" '
hu (u,V) hv (u,V)

, nazyvany Jakobian zobrazeni @, je pro vSechna (u,v) € 4

rizny od nuly.

Véta : Necht’ funkce f(x,)) je spojitd v uzaviené oblasti B a necht’ ®(g,4) je regularni zobrazeni oblas-

ti 4 na oblast B. Pak ”f(x,y)dxdy = J-Jf[g(u,v),h(u,v)]|J(u,v)| dudv.

Nalézt vhodnou substituci je obecné obtizné. V piipade, Ze integracni obor je kruh, kruhova vyse¢, mezi-
kruzi apod., je vhodné volit substituci do polarnich soufadnic, ktera je dand transformacnimi rovnicemi
X=rcos@, y=rsing.

Necht oblast B = {(x, Y)eE,;0<x*+y° < az} tvoti kruh o poloméru a, ze kterého vynechame bod (0,0).
Substituce do polarnich soufadnic definuje zobrazeni, které zobrazi obdélnikovou oblast 4 = {(r,go) ek,;
0<r<a,0<p< 27r} na oblast B. Toto zobrazeni je prosté, nebot’ kazdéa dvojice (r,@) € A je dvojici po-
larnich soufadnic néjakého bodu v rovin€ a body, které maji rtizné polarni soufadnice jsou ruzné. Parcial-

ni derivace g/ =cosg, g, =-rsing, h/ =sing, h, =rcosg jsou ziejme spojité funkce v oblasti 4.

cos@ —rsing

Podminka J(r,p) = =r #0 je splnéna pro vSechna (r,¢) € A. Jedna se tedy o regularni

singp  rcos@
zobrazeni, které oblast 4 zobrazi na oblast B.

Podle vySe uvedené véty je ” f(x,y)dxdy = I j f(rcose,rsin@)rdrde.
B A
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Poznamka : Vzhledem k tomu, Ze hodnota dvojného integralu se nezméni vynechanim jednoho bodu

z integracni oblasti, miizeme za integracni oblast misto oblasti B povazovat cely kruh i s pocatkem.
Piiklad : Vypoctéte integral .[ J-In(l +x” + y”)dxdy, kde oblast Q je uréena nerovnostmi
Q
X +y* <4, x>0, y>0.
Reseni : Vzhledem ke tvaru integraéni oblasti je vhodné piejit do polarnich soufadnic. Oblast Q (&tvrt-

kruh v 1. kvadrantu) se tak zobrazi na obdélnik Q" vymezeny nerovnostmi 0 < ¢ < %, 0<r<2.

% , substituce : % ]
Jetedy [[In(l+x’ +y2)dxdy:.[Drln(l+r2)dr}dgo: u=1+r> =j{jln7”du}dco=
@ oLo du =2rdr oLl

% [ulnu—ul}do =%(51n5—4)[(0]§ =%(51n5—4).

O 0 | N

Priklad : Substituci do polarnich soufadnic vypodtéte integral .[ j (x> + y*)dxdy, kde oblast Q je uréena
Q

nerovnosti (x —a)’> + y*> <a’, pro a > 0.
Reseni : Oblast Q je kruh se stiedem v bodé S(a,0) a polomérem r=a.

Meze v polarnich soufadnicich uré¢ime dosazenim transformacnich rovnic do rovnic, které vyjadiuji hra-

nici oblasti Q. V nasi uloze :
2 : 2 2
(rcosp—a)” +(rsingp)” <a
r’cos’ @—2racosp+a’ +r’sin’ p <a’
r* —2racosp <0

r(r—2acosp)<0

Tedy 0<r<2acos¢. aoblast Q" = {(r,go);—% <p<

(SR

,OSrSZacosgo}.

V4

L ] 2| 2acose
Dvojny integral ” (x* + y*)dxdy = ”rz(cosz @ +sin’ Q)rdrde = J-{ Ir%z’r}d(o =
Q Q° _7

0

—o N

4 2acosp
4 0

2 2
cos* pdp = 8cz4_[(cos2 0)’dep = 2a4_[(1 +2c0s2¢ +cos’ 20)dp =
0 0

SIE]

2

V4 T

=4q*

N'—.‘N\N

0 |

N

LSl
~

=2a*

O 0 | N

(1+2cosZ¢+%jd(o:2a4{%gp+sin2gp+Sm84¢} _3m
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5) Geometrické aplikace dvojnych integrali
a) Objem primého vilce
Z geometrického vyznamu dvojného integralu v obdélniku R a z definice dvojného integralu v oblasti Q
plyne, ze dvojny integral funkce f(x,y)>0 spojité¢ v elementarni oblasti ) piedstavuje objem ¢asti pii-

mého vélce, jehoz podstavou je oblast Q, pficemz tento valec je shora sefiznuty plochou z = f(x, y).

Véta : Necht funkce f(x, y) je integrabilni v elementarni oblasti €. Pak objem V' pfimého valce podsta-

vou Q sefiznutého plochou z = f(x,y), je ddn vzorcem

V= j j |/ (e, )|dxcay.

Priklad : Vypoététe objem ¢&ésti koule poloméru R se sttedem v pocatku O nad kruhem x° +y* = Ry, le-
Zicim v roving xy.
RY R

Reseni: Objem V = J.J-NIRZ —x” —y*dxdy, kde oblast Q je kruh uréeny nerovnosti x° + [y _Ej < e
Q

Substituci do polarnich soufadnic dostaneme integracni oblast Q" = {(r,¢));0 <p<m, 0<r<Rsin q)}, kde

mez r=Rsin¢ jsme ziskali dosazenim transformaénich rovnic do rovnice kruznice x* +y* = Ry (podob-
n¢ jako ve diive feSené uloze). Pii vypoctu vyuzijeme toho, ze integracni oblast je symetrické podle osy y.

Dostavame tedy

z substituce : i z Reoso
P 2 Rcosep 2 3 €os
Vzﬂ'\/Rz—xz—yzdxdy 2!{ I rVR? — dr}d(o JR? Z 12 =4|= J{ J'tzdt}d(ozq{—%} do =

e —rdr =tdt 0 R 0 R
5 % substituce : 5 % X 5 . 5 5

==R J-(l cos’p)dp=| singp=u |==R’ J-ldgo —J-(l—uz)du :—R3[£—(1——)}=—R3(£——j.
3 % 309 ! 3|2 3] 3 (2 3

cospdp =du

b) Obsah rovinné oblasti

Obsah elementarni oblasti Q je ¢iseln€ roven objemu piimého valce nad oblasti €, jehoz vyska je rovna

jedné. Vzorec pro obsah P uvazované oblasti dostaneme ze vzorce pro objem piimého valce, polozime-li

vném f(x,y)=1, takze

P= .[ J. ldxdy.
Q

Priklad : Vypoctéte obsah rovinné oblasti Q ohraniené kruznicemi (x—2)> +y° =4, x*+(y-2)’ =4.
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0

X

Reseni: ProtoZe oblast Q je symetricka podle piimky y = x, sta&i ur¢it obsah napf. jeji horni poloviny.

Pouzijeme-li polarni soufadnice x =rcos¢@, y =rsing, piejde rovnice kruznice v rovnici » =4cos@ a

. . . , e, LT /4
horni polorovina oblasti 2 se zobrazi na oblast Q°, ktera je urena nerovnostmi n <p< >

0<r<4cosep.

Obsah P =2[[dxdy =2 rdrdp =2 2
Q o}

BN o[y

4cosp
{ rdr}d(o
0

¢) Obsah plochy

AN oy
1

4cosp r

2 2
% do = 16J-cosz¢)d(p =2(r-2).

0 4

Necht rovnici z= f(x,y), kde (x,y) € Q je déna plocha. Definujme a vypocitejme obsah S této plochy

nad oblasti Q.

Véta : Jestlize funkce z= f(x,y) ma spojité parcialni derivace v uzaviené oblasti ), pak pro obsah §

plochy o rovnici z= f(x,y) plati

S = [[N1+ (7D + ()’ dudy.

Priklad : Vypoctéte obsah S plochy, kterou na valcové plose y* +z° =4 vytina valec y* +z° =4.

ReSeni: Na obrazku je znazornéna osmina uvazované plochy z = /4 — y>.




Jeji parcidlni derivace f] =0, f) =~ —.

4-y
Priimétem plochy z = /4 — y* do roviny xy je trojihelnik Q = {(x, ¥);0<y<2,0<x< y}.
Obsah plochy

2 Hro2 )
S=8g 1+4i}y2dxdy8£b;mdx]dy8j; 4_yy2 dy =32.
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