DIFERCIALNI ROVNICE

1) Uvod

Def. : Obycejnou diferencialni rovnici (dale jen DR) rozumime rovnici, ve které se vyskytuji derivace

hledané funkce y jedné proménné.

Mize mit explicitni tvar Y = £, 1,7, )

nebo implicitni tvar F(x,y,9,9",...,y")=0.

Radem diferencialni rovnice nazyvame fad nejvyssi derivace hledané funkce v uvazované rovnici.
Resenim DR rozumime kazdou funkci jedné proménné, kterd mé derivaci aZ do ¥adu n a dosazena do
dané DR ji pfevadi na identitu.

Rozeznavéame tii druhy feseni DR :

a) obecné FeSeni obycCejné DR n-tého fadu ma tvar y = f(x,c,,c,,...,c,), kde ¢, jsou konstanty

b) partikularni FeSeni je feSeni, které dostaneme z obecného feseni volbou konstant

¢) singularni FeSeni je feSeni, které neni mozné ziskat z obecného feseni Zadnou volbou konstant.

2) Diferencialni rovnice prvniho radu

Jsou to rovnice tvaru y' = f(x,y) (explicitni tvar)

nebo F(x,y,y")=0 (implicitni tvar).

Nejjednodussi DR 1.fadu je rovnice tvaru : |y’ = f(x)|.

Jeji obecné feSeni ur¢ime integraci a ma tvar |y = j f(x)dx+c|.

P¥. : UrCete obecné feSeni DR ' =2x-2.
ReSeni : Obecné fefeni ma tvar y = j (2x-2)dx+c=x>—2x+c
Zvolime-li za konstantu c libovolné ¢islo, dostaneme partikularni feSeni.
Napf. pro c=1 je y=x>-2x+1

proc=2 je y=x"-2x+2 atd.

Graf partikularniho feSeni DR nazyvame integralni krivkou. Geometricky tedy pfedstavuje obecné

feSeni DR 1.fadu soustavu integralnich ktivek, zavislou na parametru ¢ (viz obr.1).
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Obr.1
V praktickych ulohach ¢asto potfebujeme feseni, splitujici urcité podminky.
Podminka ve tvaru y(x,) =y, senazyva Cauchyova pocatecni podminka. Urcuje partikuldrni feSent,

které prochazi bodem (x,,y,).

Pi.: Urcete partikularni feSeni DR y" = x —sin x spliujici poc¢ate¢ni podminku y(0) = 2.
“ x2

ReSeni: y = J'(x—sinx)dx+c = 7+cosx+c

Po dosazeni x =0, y =2, dostaneme c=1.

Tedy partikularni feSeni, vyhovujici dané pocate¢ni podmince ma tvar : y = > +cosx+1.

Nékteré typy DR 1.Fadu a jejich reSeni.

a) Diferencialni rovnice s proménnymi separovanymi

Def.: Diferencialni rovnice tvaru y' = f(x).g(y), kde f a g jsou funkce spojité na uréitych otevienych

intervalech se nazyva rovnice s proménnymi separovanymi.

Pii jejim feSeni derivaci y' formalné nahradime podilem diferenciala % a rovnici upravime na tvar
X
dy R . . ‘o . dy
? = f(x)dx. Obecné feSeni DR rovnice pak dostaneme integraci této rovnice : I ﬂ = j f(x)dx,
gly g

pfiCemz integracni konstantu napiSeme jen na jednu stranu rovnice.

Pokud neni DR s proménnymi separovanymi v zakladnim tvaru, musime ji upravit tak, aby se na kazdé
stran¢ rovnice vyskytovala pouze jedna z proménnych. Pii déleni rovnice pfedpokladame, ze vyrazy,

kterymi délime, jsou nenulové. Polozime-li je rovny nule, mtizeme dostat singularni feseni.




P¥. : Reste diferencidlni rovnici xy’+2y = y*.

Reseni : Provedeme separaci xy' =y> -2y
xﬁ =y> -2y /.dx
dx
xdy=(*=2y)dx /:(y*=2y)x,kde y* -2y #0,x#0
.[ 2dy - & tc
y =2y Jx
Integral na levé strané feSime doplnénim na ¢tverec a zbytek a pak zakladnim vzorcem
d d d 1 I+y-1 1
e ma
y =2y U ooy 2 imgen| 22y
Obecné feseni dané DR ma tvar —%m Y = tnf +c
-y
Pouzitim vztahu 4 = In e” pro Upravu pravé strany rovnice je ln|x| +c= ln|x| +1Ine’
kde K je konstanta.
. . 1
Explicitni tvar obecného feSeni dostaneme postupné Uipravou rovnice —Eln Y - In(KXx)
-y
ln 4 = In(KXx)
/ = Kx
1 +Kx®

Na zavér vysettime piipady y =2,y =0,x =0, které jsme v ptedchozim vypoctu vylou¢ili.
1) x =0 neni feSeni dan¢ DR,
2) y=2 je teSenim dané DR, protoZe po dosazeni dostaneme identickou rovnost; je to ale jedno

z partikuldrnich feSeni, protoZe je dostaneme z obecného feSeni volbou konstanty K =0,

3) y =0 je feSenim dané DR, protoze po dosazeni dostaneme identickou rovnost; jde o singularni fesent,

protoze ho nemuzeme ziskat z obecného feSeni zadnou volbou konstanty K .

Priklad aplikace diferencialnich rovnic
Probiha-li rist n&jaké veli€iny y v Case ¢, miZeme vyjadfit tento rist jako funkci Casu, t.
y=h(1).
Funkce y = h(?), kde t >0, y >0 se nazyva ristova funkce.

Jeji grafické vyjadieni se nazyva rastova krivka.
Prirustek 7(¢)—h(t,) , rastové veliCiny za elementarni ¢asovy interval ¢—¢, je rychlost ristu :

< i MO = (1)

t—>t, t— tO

= h(1).



Mezi rychlosti ristu a velikosti tohoto rustu, tj. mezi funkcemi 4'(t) a A(¢) Casto existuje vzajemny
vztah. Z tohoto vztahu miizeme pak odvodit pfislusnou ristovou funkci A(¢) feSenim tzv. diferencidlni

rovnice.

Z hlediska matematiky se jedna o feSeni této zakladni ulohy :

Na intervalu I je dana spojita funkce f(x). Hledame funkci y = y(x), ktera na intervalu I spliuje vztah

V'=f(x).

Resenim této rovnice jsou viechny funkce
y=[f()de=F(x)+C,
kde F(x) je primitivni funkce k funkci f(x) nal a C integra¢ni konstanta.

Ptislusna ristova kiivka ma casto tvar exponencialni kiivky (mluvime pak o exponencidlnim rastu) nebo

tvar protahlého pismene S (napf. u logistického ristu).

"y = h()

- t

v

b) Homogenni diferencialni rovnice

Def.: Necht f je spojita funkce. Diferencialni rovnice tvaru y' = f (lj se nazyva homogenni DR.
x

. o X) ., .. .. .
Homogenni DR lze substituci u(x) = %) pieveést na rovnici s proménnymi separovanymi.
X
Postup feSeni :
= ze substituce vyjadiime funkci y a derivujeme ji: y(x) =u(x).x

V'(x)=u'(x).x+u(x)

» dosadime za )" a 2 do zadané rovnice : u'(x)x+u(x)= f(u)
X

. e PV ] o du
» ziskanou rovnici fesime separaci, pficemz derivaci u'(x) nahradime podilem I
X

@eru(x) = f(u)
dx




dux+u(x).dx = f(u).dx

xdu=(f(u)—u(x)).dx
_[ du dx

fa)—u(x) I x-

P¥.: Urcete partikularni feseni homogenni DR 2xy.y’ = x> + y° spliujici po¢ate¢ni podminku y(1) = 0.

ReSeni : Rovnici pfevedeme vydélenim vyrazem 2xy na tvar y' = f (lj :

2 2
+ ) .
y' = Y o, po tpravé y' = A , tedy jde skute¢n¢ o homogenni rovnici.
2xy 2x
Zavedenim substituce u(x) = ) a derivace y'(x) =u'(x).x +u(x) do této rovnice dostaneme
X
, 1 u
ux+u=—-+—.
u 2
.. 1
Tuto rovnici feSime separaci ux = — -+ —y
2u 2
du 1-u’
—X =
dx 2u
2 d
j 4 sdu = =
1-u X
Po integraci - ln‘l — uz‘ = 1n|x| +c
In -1=InK |x|
I-u
1
= Kx
1-u’
1=Kx(1-u?)

2
Dosazenim substituce u =2 dostaneme obecné fedeni dané DR : 1= Kx(1 —y—z)
X X
2

2
x —_—
1= Ke(—=2)
X

x=K((x*—y?)

Dosazenim pocate¢ni podminky y(1) =0 do obecného feSeni dostaneme K =1, takZe hledané

. I Y 7. 2 2
partikularni feSeni je |x =x" —y~|




¢) Linearni diferencialni rovnice

Def.: Necht a, b jsou funkce spojité na intervalu /. Rovnice tvaru y'+ a(x).y = b(x) se nazyva linearni
diferencialni rovnice 1. fadu.

Je-1i b(x) =0 na /, nazyva se rovnice homogenni, v opacném piipadé jde o rovnici nehomogenni.

Reseni homogenni linearni DR 1. fadu mizeme urcit separaci. Vysledkem tohoto postupu je vzorec

y _ c.e—ja(x)dx
Odvozeni : y'+a(x).y=0
Y vy iy ldv kde y#0
dx
J‘@ = —Ia(x) dx
Y

ln|y| = —Ia(x)dx+c

a(x)dx

1n| y| =Ine” c

y —c efj‘a(x)dx

Reseni nehomogenni linedrni DR 1. fadu urcujeme metodou variace konstanty. Postup :
. v w7 vr v ’ v v ’ v = - d>
e nejprve vyfesime piislunou homogenni DR a feSeni oznadime 3 = c.e 7™

Y ’ 7 . - d
e obecné feSeni nehomogenni rovnice budeme hledat ve tvaru y =c(x).e Ja(dx

, tedy konstantu ¢
nahradime (zatim neznamou) funkci c(x),
e do zadané rovnice dosadime za y a )’ a vyjadiime funkci ¢'(x),

e integraci ziskané rovnice ur¢ime hledanou funkci c(x) .

Uvedeny postup lze vyjadiit vzorcem |y = eiI a(x)dx.[jb(x).eI O e+ c} .

PF. : Urgete feSeni DR y'+tgx.y =0.
Reseni : Jde o homogenni linearni rovnici, kde a(x) = tgx . Jeji obecné feseni uréime tedy pomoci

vztahu

sin x
~[ate)dx ~[igxar [ Infcosa
y=ce =c.e =c.e =c.e = C.|COS X| =C.COSX




Pi.: Uréete partikularni feseni DR (x+1)y'—2y =(x+1)* pro pocate¢ni podminku y(0)=1.

ReSeni : Jde o nehomogenni linearni rovnici, kterou nejprve vydélime, abychom ji pievedli na zakladni

tvar y'—2% =(x+1)°.
x

Tedy a(x) =—ﬁ, f(x)=(x+1)°.

Reseni piislusné homogenni rovnice ma tvar

_ —J.a(x)dx _J.x%ldx ZJ.% 21n|x+1] In(x+1)? 2
y=ce =ce =ce =ce =ce =c.(x+1)

Obecné feseni nehomogenni rovnice budeme hledat ve tvaru y = e(x).e 1 = e(x).(x +1)?.

Do zadané rovnice dosadime za y = c(x).(x +1)* azay' =c'(x).(x +1)* + ¢(x).2(x +1) :

(x).(x+1) +c(x)2(x+1) =2

c<x>.(x1+1)2 a1y

Z této rovnice postupné vyjadiime funkci ¢'(x) (na levé strané rovnice obvykle vzniknou tii séitanci, ze
kterych se druhy a tfeti odectou)
(x).(x+1)> =(x+1)°
dx)=(x+1)
Rovnici integrujeme, abychom ur¢ili hledanou funkci c(x)
o(x) = j (x+1)dx

2

X
c(X)=—+x+cC
(x) 5

2
R , . , X
Obecné feseni nehomogenni rovnice ma tedy tvar y = (? +x+ cj.(x +1)°.

Pro vypocet partikularniho feSeni dosadime do obecného feseni poc¢ate¢ni podminku y(0) =1.
0’ )
1= ?+0+c (0+1)

c=1

2
Hledané partikularni feseni dané diferencidlni rovnice je [y = (% +x+ lj.(x +1)?




3) Diferencialni rovnice druhého radu

Def.: Linearni diferencialni rovnice 2.fadu (dale jen LDR 2.fadu) je rovnice y"+ p(x)y'+q(x)y =f(x),

kde p(x),q(x), f(x)jsou funkce spojité na intervalu /.

LDR 2.tadu tvaru y"+ p(x)y'+¢(x)y =0 se nazyva homogenni,
LDR 2.tadu tvaru y" + p(x)y'+ ¢q(x)y = f(x) se nazyva nehomogenni.

Obecné feseni LDR 2.fadu obsahuje 2 nezavislé konstanty ¢,,c, .

Pocateéni podminky pro uréeni partikularniho feSeni maji tvar y(x,) = y,, ¥'(x,) = »".

Def.: Funkce y,(x) a y,(x) se nazyvaji linearné zavislé na intervalu I, existuje-1i redlné Cislo & tak, ze
pro vSechna x € [ plati y,(x) =k.y,(x).

Pokud takové ¢islo neexistuje, fikame, ze funkce y,(x) a »,(x)jsou na intervalu / linedrné nezavislé.

Véta: Jsou-li funkce y,(x) a y,(x) linedrné nezavisla feSeni homogenni LDR 2. Fadu na intervalu I, je

funkce y =c¢,.y,(x)+c,.y,(x) obecné FeSeni této rovnice na intervalu /.

Funkce y,(x) a y,(x) z pfedchozi véty nazyvame fundamentalni systém FeSeni homogenni LDR2. .

Véta: Jsou-li funkce y,(x) a y,(x) linedrn¢ nezdvisla feSeni homogenni LDR 2. fadu na intervalu / a
y,(x)je n€jakeé partikularni feSeni odpovidajici nehomogenni LDR 2. fadu na intervalu /, pak funkce

y=c 3 (x)+c,.y,(x)+y,(x) je obecné FeSeni nehomogenni LDR 2. Fadu na intervalu /.

Z ptedchozi véty vyplyva, Ze k urceni obecného feseni nehomogenni LDR 2. fadu staci najit dveé linearné

nezavisla feSeni ptislusné homogenni LDR 2. fadu a libovolné partikularni feSeni nehomogenni rovnice.

VySetrovani linearni zavislosti a nezavislosti funkei :

Maji-li funkce y,,y, derivaci 1. fadu, je moZné o jejich linearni zavislosti ¢i nezdvislosti rozhodnout

Y
Yoy

pomoci determinantu W(y,,y,) = , ktery nazyvame wronskian.

Jsou-li totiz funkce y,,y, LZ na intervalu I, pak W(y,,y,) =0 pro vSechna x € 1.
Pokud W(y,,y,) # 0 alesponr v jednom bod¢ intervalu I, jsou funkce y,,y, LN.

Pi. 1. : Rozhodnéte, zda jsou funkce y, =e*,y, =e’* LZ nebo LN.

y L 1 o o o s :
Pt. 2. : Ovéite, zda funkce y, = x,y, = — tvoii fundamentalni systém feSeni rovnice x*.y" +x.y'—y=0.
X

Linearné nezavisla feSeni vSak umime najit pouze v nékterych piipadech. Jeden z nich bude v nasleduji-

cim odstavci podrobnéji popsan.




Homogenni LDR 2. Fadu s konstantnimi koeficienty

Jsou-li p(x) a g(x) konstantni funkce, nazyva se LDR 2.fadu rovnici s konstantnimi koeficienty. Je to

, kde p a ¢ jsou konstanty (budeme ji struéné znadit L’ [y] =0).

tedy rovnice tvaru | V'+py'+qy=0

Hledejme feseni této rovnice ve tvaru y =e™.
Musi tedy platit @)+ pe™) +q(e™)=0
r’e™ + pre™ +ge” =0
e (r’+pr+q)=0
Funkce y = e”je tedy feSenim rovnice L*[y]= 0, pokud r* + pr+¢ = 0. Tuto rovnici s nezndmou r nazy-

vame charakteristickou rovnici pro rovnici L’ [y] =0. Jeji kofeny » urcuji fundamentalni systém feSeni a

tim 1 obecné feSeni této rovnice na zaklade¢ nasledujici véty.

Véta: Necht’ charakteristicka rovnice 72 + pr+¢ =0 DR L*[y]=0 ma kofeny 7, r,. Potom

a) pro redlné rizné kofeny 7 #r, tvoii fundamentalni systém feSeni funkce y, =e™,y, =™

a obecné feseni rovnice I*[y]=0ma tvar |y =ce™ +c,e”"|.

b) pro realny dvojnasobny kofen 7, =7 tvofi fundamentalni systém feSeni funkce y, =e™,y, =re™

a obecné feseni rovnice I2[y]=0ma tvar |y = c,e”™ +c,xe™|.

c) pro komplexni kofeny 7, = a £ bi tvoii fundamentalni systém feSeni funkce y, = e™ cosbx,

y, =e“ sinbx a obecné feseni rovnice L’ [y] =0matvar|y =e“ (¢, cosbx +c, sinbx)|.

Urcovani obecného feseni homogenni LDR 2. fadu (a podobné n-tého fadu) s konstantnimi koeficienty se

tedy pievadi na feSeni algebraické rovnice 2. stupné (n-tého stupné).

P¥. : Reste diferencidlni rovnici y"+y'—2y=0.
Reseni : Jde o homogenni LDR 2. fadu.
Pfislusnd charakteristicka rovnice 7° +7—2=0md koteny 7, =1, r, =2, tedy fundamentalni systém fe-

v vr -2 SR , 2
Seni tvofi funkce y, =e",y, =e" a obecné feSeni ma tvar y=ce” +c,e .

Nehomogenni LDR 2. fadu s konstantnimi koeficienty

Jde o rovnice tvaru "+ py'+qy = f(x), které budeme struéné znadit L’ [y] = f(x).

Podle ptedposledni véty je pro uréeni obecného feseni této rovnice potieba znat néjaké partikularni feseni

této rovnice a fundamentalni systém fesSeni prislusné homogenni rovnice. Pak 1ze obecné feSeni napsat ve

tvaru : |y =c,.y,(X)+¢,. 0, (x) + yp(x)|




10
Partikularni feSeni rovnice L’ [y] = f(x) je mozné urcit metodou variace konstant. Podobn¢ jako v ptipa-
d¢ linearni DR 1. fadu ho budeme hledat ve tvaru, kdy konstanty v obecném feseni ptislusné homogenni
rovnice nahradime funkcemi ¢, (x), ¢,(x), tedy ve tvaru y,(x)=c,(x).y,(x)+c,(x).y,(x). Funkce
¢,(x), c,(x) lze urcit feSenim soustavy :
&1(6).9,(6) + €5 (1).9, (1) =0
1(0).y1 () +¢3(x).y,(x) = f(x).

. [ 2T /2 R L U % IS ) R
Pouzijeme-li pfitom Cramerovy vzorce, kde determinanty W =|" "~ |, W, = LW, =]
Yio» f(x) ¥ v
‘ 0 Y2 N 0
. X ! ! X
nazveme wronskiany, plati ¢[(x) = UACIRG] , Ch(x)= ArAC)) ,
1 W DA
iy Moy

Integraci ur¢ime hledané funkce c,(x), ¢,(x) a obecné feSeni pak bude mit tvar

Y=y (x)+¢,.0,(x)+ yp(x), kde y,(x) =c (x).,(x) +¢,(x).y,(x).

X

Pr.: Urcete FeSeni diferenciani rovnice y"—2y'+ y= R
+Xx

Reseni : Piislusna homogenni rovnice ma tvar y"—2y'+y=0.
Jeji charakteristicka rovnice »> —2r+1=0 ma feSeni r,, =1, tedy fundamentalni systém feseni homo-
, . wr x X . ey r v W e y — X X
genni rovnice tvoii funkce y, =e”,y, =xe" ajeji obecné feSeni ma tvar y =ce” +c,xe”.
Hleddme-1i partikulérni feSeni zadané rovnice ve tvaru x)=c,(x).e" +c,(x).xe’, vyhovuji funkce
P 1 2 b

¢,(x), ¢, (x) soustavé  ¢[(x).e” +cy(x).xe* =0

c/(x).e" +cy(x).(e" +xe’)=

Soustavu vyie§sime Cramerovymi vzorci, pficemz

x x 0 xe* 2x e’ 0 2x
e xe 5 5 5 5 xe e
w=_ =t txeT —xe =T, W, =| e . = W= e’ | = >
e’ e +xe ; € txe I+x e 51 1+x
1+x 1+x

1
1+x?

X
1+x?

_(" _ 1 2 (", _
Potom ¢,(x) = J.W dx —I— dx = —Eln‘l +x7, ¢ (x)= J-W dx —J- dx = arctgx .
Partikularni feSeni zadané rovnice je tedy y,(x)= (—%ln‘l +x° ‘).e" + (arctgx).xe” , a jeji obecné feSeni ma

1
tvar y=c,.y,(x)+c,.y,(x)+yp(x)=ce” +c,xe’ + (—Eln‘l + xz‘).ex + (arctgx).xe” .



