Diferencialni pocet funkci dvou proménnych
1) Vyznacné body a mnoziny bodi v prostoru
Souradnicova soustava v prostoru

Kazdému bodu P v prostoru piifazujeme v kartézské souradnicové soustave usporadanou trojici readlnych

Cisel, tzv. kartézskych souradnic P(x,,V,,zp).
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Mnozinu vSech usporaddanych trojic realnych Cisel (x,y,z) budeme nazyvat trojrozmérnym prostorem.

Je-1i vzdalenost bodi A(x,,y,,z,), B(xz,y,,z,) definovana vzorcem

PAB) = (x5 =2, +(vs=y,) +(25-2,)"
nazyvame trojrozmérny metricky prostor trojrozmérnym euklidovskym prostorem. Znac¢ime jej E;.
Obdobné by se definoval vicerozmérny euklidovsky prostor £ .

Libovolna neprazdnd mnoZina  bodi v prostoru E, se nazyva n-rozmérny obor.

Okoli bodu

Mnozinu vSech bodli X v prostoru v E,, jejichz vzdalenost od daného bodu 4 je mensi neZ zvolené ¢is-
loo >0, nazyvame o —okolim bodu 4. Znacime jej U(A4,0)neboU(A).

Redukované okoli : v okoli bodu 4 vynechame bod 4. Znacime ho U(A).

Napfiklad v roving, tedy v prostoru E,, pfedstavuje okoli U(4,d5) bodu 4 mnozinu vSech bodd uvnitt

kruhu se sttedem v bod¢ 4 a polomérem o :

Y




Definice :

1) Bod 4€Qc E, senazyva vnitini bod oboru Q, kdyZ existuje okoli U(4), které celé patii do oboruQ.
2) Bod B se nazyva hrani¢ni bod oboru Q, kdyz v kazdém jeho okoli U(B) lezi aspon jeden bod

z oboru Q a zaroven aspoi jeden bod, ktery do oboru Q nepatfi.

3) Obor Q c E, se nazyva omezeny (nebo ohraniceny), jsou-li vSechny soutadnice x, libovolného jeho
bodu X konecna ¢isla. V opacném piipadé se obor QQ nazyva neohraniceny.
4) Obor Q c E, se nazyva otevieny, kdyz kazdy jeho bod je vnitini.
Obor Q c E, se nazyva uzavieny, kdyZ obsahuje v§echny své hrani¢ni body.
5) Obor Qc E, se nazyva souvisly, kdyz kazdé dva jeho body mlzeme spojit Carou, kterd cela lezi

v oblasti Q.
6) Otevieny a souvisly obor Q se nazyva oblast, uzavieny a souvisly obor (2 se nazyva uzaviena ob-

last.
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souvisly obor obor, ktery neni souvisly




2) Definice funkce dvou proménnych

Definice : Je-li kazdému bodu P(x,y) z oboru Q c E, pfifazeno pravé jedno realné Cislo z, fikdme, ze
v oboru Q je definovana funkce dvou proménnych x, y a piSeme z = f(x,y) nebo z= f(P).

(x, y — jsou nezavisle proménné neboli argumenty, z — je zavisle proménna nebo funkcni hodnota)

Defini¢énim oborem funkce z= f(x,y) (neni-li pro danou funkci pfedepsan), rozumime mnozinu vSech

bodu (x, y) v roving, pro néz vyraz f(x, y) nabyva realné hodnoty.

Podminky pro ur¢ovani defini¢nich obori :

P, (x,»)

Q,(x,y)

které je funkce ve jmenovateli rovna nule.

e Raciondlni lomené funkce R(x,y) = maji defini¢ni obor celou rovinu xy mimo bodt, pro

e Iraciondlni funkce tvaru z =%/ f(x,y) jsou definovany pro body (x,y), pro které plati nerovnost
S(x,»)20.
e Logaritmické funkce z =log, f(x,y) jsou definovany pro body (x,y), pro které plati f(x,y)>0.

e Cyklometrick¢ funkce tvaru z=arcsin f(x,y), z=arccos f(x,y) jsou definovany pro body

(x,y), pro které plati —1< f(x,y)<1.

Grafické znazornéni funkce dvou proménnych

Znéazornime-li defini¢ni obor Q c E, v roviné xy, miZeme libovolnému bodu 7, (x,, y,) z oboru Q pfi-

fadit hodnotu z, tak, aby platilo z, = f(x,,y,). Trojice (x,,,,z,) potom urcuje bod P v prostoru Ej;.

Definice : Grafem funkce f(x,y), kde (x,y) e Qc E,, nazyvdme mnozinu vSech bodi (x,y,z) v pro-

storu E,, jejichZ soutadnice x, y, z vyhovuji rovnici z = f(x,y). Takovy graf nazyvame plochou.
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Pti zndzornéni funkce z = f(x,y) je Casto uzitecné sestrojit Fezy grafu rovinami. Jsou to prisecnice

grafu s vyznaénymi rovinami (napf. soufadnicové roviny, roviny s nimi rovnobézné nebo roviny procha-
zejici soutadnicovou osou).

Dosadime-li do rovnice z = f(x,y) za y ¢isloy,, obdrzime funkci z = f(x,y,) = ¢ (x) jedné proménné
x. Jejim grafem v roviné y =y, je pak ta ¢ara na ploSe z = f(x,y), kterd lezi v roviné y = y,. Nazyva se

rez plochy z = f(x,y) rovinouy = y,.

Priklad feza plochy :

K vyznamnym feziim plochy z = f(x, y) patii jeji fezy rovinami z = ¢, které jsou kolmé na osu z. Tyto

fezy se nazyvaji vrstevnice.

Znazornéni vrstevnic funkce : Tytéz vrstevnice znazornéné v rovine xy :
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3) Limita a spojitost funkci dvou proménnych
Pojem limity funkce dvou proménnych se zavadi analogicky jako u funkce jedné proménné. Tedy fikadme,
ze funkce f(x,y) ma v bod¢ (x,,y,) limitu L, jestlize se funk¢ni hodnoty f'(x,y) neomezené blizi ¢islu
L, blizi-li se bod (x,y) bodu (x,,y,).Problém limity funkce dvou proménnych a jejiho vypoctu je vSak
k bodu x, vzdy jen po ose x, u funkce dvou proménnych se miize bod (x,y) blizit k bodu (x,,y,) po

libovolné kiivce.

Definice : Rikame, Ze funkce f(x, ) ma v bodé P,(x,,y,) limitu L, kdyz k libovolnému &islug > 0 exis-
tuje ¢islo o > 0 tak, Ze pro vSechny body X (x,y)eU(PR,,o) plati |f(x,y) —L| <é.

PiSeme lim f(x,y)=L nebo }m]} f(X)=L.

(x,3)>(x0,¥0)

Vlastnosti limity:
1) Funkce f(x,y) mavbodé (x,,y,) nejvyse jednu limitu.

2) Jestlize lim f(x,y)=L,, lim g(x,y)=L,, plati

(x,3)=>(x0,30) (x,)>(x0,%0)

a) lim [h f(x,y) + k-g(x,»)]=hL, + kL,, kde h, k jsou konstanty,

(x,)>(x0,¥0)

b) (qu)li%}o’yo)[f(x,y)'g(x,y)]z Lf .Lg’
ron L

c)
(x,3)>(x9,¥0) g(x, y) L

pro L, #0.

g

Vyse definovanou limitu ~ lim  f(x, y) nazyvame dvojnou limitou. Jestlize existuje, miizeme se k bo-
(%.2)->(%070)

du B, (x,,y,) bliZit po riznych cestach, aniz by se jeji hodnota zménila. Existuji-li vSak dvé riizné cesty

vedouci k riznym hodnotdm limity, potom dvojna limita  lim  f(x, y) neexistuje (obr.1).
(x.)=>(%0.70)
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obr.1 obr.2
V praktickych vypoctech se nejcastéji setkavame s ptipadem, kdy bod A(a,b) se k bodu P, (x,,y,) pfi-
bliZuje po pravouhlé cesté dvéma zpisoby. Nejprve po pfimkach y=b, x=x, a pak po pifimkach

x=a,y = y,(obr.2). Mluvime o dvojnasobné (nebo postupné) limité.




Tyto limity zapisujeme takto : L, = lim[lim f(x, y)}, resp. L, = lim[ lim f(x, y)]

e [P x| ¥
Pocitame je postupnym limitnim piechodem vzdy funkce jedné proménné, pfi¢emz druhou proménnou
povazujeme za konstantu. Z ptedesSlého vyplyva, Ze rovnost L, = L, dvojnasobnych limit (pokud existuji)
je nutnou podminkou pro existenci dvojné limity L. Pak plati L =L, = L,.

Rovnost L, = L, vSak neni dostate¢nou podminkou pro existenci dvojné limity L.

Pti vypoctu dvojnasobnych limit pouzivame postupy, znamé z vypoctt limit funkce jedné proménné.

xy—x+y

Priklad : Pouzitim postupnych limit ukazte, Ze limita L= lim neexistuje.

(x,»)—(0,0) xy+x+y
Reseni:

L= lim{limm} ~limZ = lim1 =1,

y—0| x—0 xy+ X+ y y—0 y y—0
| xy—x+ L= X . e o
L, =1lim m 2= fim = < lim-1= 1. Protoze L, # L,, dvojna limita L neexistuje.
x—>0| y—0 xy +x+ y x—0 x y—0

vvvvvv
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limit neurcitych vyrazt typu a nemame totiz u funkci vice proménnych k dispozici zadnou ana-

logii L Hospitalova pravidla. V nékterych piipadech je vSak mozné pouzit postupli, analogickych tém,
které jsme pouzivali pii vypoctu limit funkce jedné proménné. Pokud po dosazeni obdrzime neurcity vy-

raz, snazime se funkci upravit napiiklad tak, aby se dala kracenim zjednodusit.

Spojitost funkci vice proménnych

Definice : 1) Funkce f'(x, ) se nazyva spojita v bodé (x,, ,) svého defini¢niho oboru Q, plati-li

lim ()= f(xy,¥,)-

(x,9)>(x0.50)

2) Funkce f(x, y) se nazyva spojita v oboru Q, je-li spojita v kazdém bod¢ tohoto oboru.

Jestlize funkce neni v bodé€ (x,, y,) spojitd, fikdme, Ze tento bod je bodem nespojitosti.

Priklad : Urcete body nespojitosti funkce z = ———-.

X =y
Reseni: Funkce je spojita vSude kromé&bodti (x,y)eE,, pro které plati x”—y° =0, neboli

(x—p)(x+y)=0. Jsou to vSechny body pifimek y=x a y=—x.

Véta o vlastnostech spojité funkce :

Véta : Necht’ funkce f(x, ) je spojitd v uzaviené a ohranicené oblasti €. Pak plati :

1) funkce f(x, y) je v dané oblasti omezena (tzn. existuje Cislo K tak, Ze pro vSechny body (x, y) € Q

plati | f(x, )| < K),

2) funkce f'(x, y) nabyva v nékterém bod¢ (x,, y,) € Q2 maximalni hodnoty a v nékterém bodé (x,,y,) €2

minimalni hodnoty.




4) Parcialni derivace
M¢jme funkci z = f(x, y) definovanou v oblasti Q.. Povazujeme-li napt. proménnou y za konstantni veli-
¢inu, pak funkci z = f(x,y) mizeme chapat jako funkci jedné proménné x. Ma-li tato funkce v néjakém
bod¢ oblasti QQ derivaci, nazyvame ji parcidlni derivaci funkce z = f(x, y) v tomto bod¢ podle proménné

x. Analogicky bychom ur¢ili parcialni derivaci pro druhou proménnou.

Definice : Necht’ funkce z = f(x,y) je definovana v okoli bodu F,(x,, y,).
1) Ma-li funkce g(x)= f(x,y,) proménné x v bod¢ x = x, derivaci g'(x,), nazyvame ji parcialni deri-
vaci podle x funkce z = f(x,y) vbod¢ P,(x,,v,) aznacime ji f/(x,,,)-

Plati tedy fx'(x07y0):}ij? f(x,yo)_f(xoayo).

X=X,

2) Podobné parcialni derivaci podle y funkce z = f(x,y) v bodé¢ F,(x,,y,) definujeme vztahem

, . S0, »)— (X0, ¥0)
= 1 m .
/5 (%0 0) y1—>yo Y=Y

e, . of(P) o0z |,
Parcidlni derivace znac¢ime i riiznymi jinymi symboly, napt. f/(F,), Y 8( o) , 8—2, z.
X X
Z definice vyplyva, ze pti vypoctu parcialni derivace f!(x,y) povazujeme x za proménnou, kdezto y za
konstantu. Obdobn¢ pfi vypoctu f(x,y) povazujeme y za proménnou a x za konstantu. Pracujeme tedy

s funkei f(x,y) jako s funkci jedné proménné. Pouzivame pfitom pravidla, kterd plati pro derivovani

funkce jedné proménné.

Geometricky vyznam parcialni derivace

Podobn¢ jako v ptipadé funkce jedné proménné ma i parcialni derivace funkce dvou proménnych v bodé

P, (x,,y,) geometricky vyznam.
Parcialni derivace f/(x,,»,), definovana jako derivace funkce g(x)= f(x,y,) v bodé x =x, geometric-
ky pfedstavuje smérnici teny ¢, sestrojené v bod¢ P(x,,y,,z,), kfezu plochy z= f(x,y) rovinou

y =y, Jetedy f!(x,,y,) =tga, kde a znaci thel, ktery svira pfislusna te¢na s kladnou ¢asti osy x.




Podobné parcidlni derivace f)(x,,y,)pfedstavuje smérnici te¢ny ¢, sestrojené v bodé P na plose
z= f(x,y) rovinou x=x,. Je tedy f(x,,y,))=1gf, kdepznaci Ghel, ktery svird pfislusnd tecna

s kladnou ¢ésti osy y.
Tecna rovina a normala plochy

Rovina p, ktera je ur€end teCnami ¢,,¢,, se nazyva tecna rovina plochy z=f(x,y) v bod¢ P(x,,y,,z,)-
Jeji rovnice mé tvar p =z—z,= f/(B)(x—x))+ f,(B)(Y~¥,)
Ptimka kolma na teCnou rovinu plochy v jejim bod¢ dotyku P se nazyva normala plochy v tomto bod¢.

Jeji parametrické rovnice maji tvar x = x, + f(B))t,

y=y,+ (B,

z=2z,—t, kde ¢ & (~o0,00),
Piiklad : Uréete te¢nou rovinu a normalu plochy o rovnici f(x,y)=+/x"+y> —xy vbodé P(3,4,?).
Reseni: Nejprve uréime hodnotu funkce v bodé P,(3,4)

f(P)=fG34)=-/9+16-12=-7.

Dale vypocitame parcialni derivace v bod¢ F, :

! x !
I 2 2_y’ f} 2y 2_x'
X +Y X4y
! 3 !
FUR)= 4= f(B)= 3= _.

Rovnice te¢né roviny ma tedy tvar

z+7:—%(x—3)—1—51(y—4) apoupravé 17x+11y+5z-60=0.

Parcialni derivace vysSich Fadi

Definice : Necht funkce z = f(x,y) ma v kazdém bod¢ oboru Q parciélni derivace f;, f,. Maji-li tyto
nové funkce f/(x,y), f,(x,y)v oboru Q; < Q parcidlni derivaci podle x, ptipadné podle y, nazyvame je

parcialnimi derivacemi 2. Fadu a znacime je

a) fi(x), b) f5(x, ), ©) fr.(x ), d) /(x5 »).

2 2 2
0 f(f,y) 9/ (x%y) - 0z .
ox Ox0y Ox0y
Parcialnim derivovanim podle x nebo podle y parcidlnich derivaci 2. fadu dostaneme parcialni derivace 3.

Parcialni derivaci druhého fadu zna¢ime i jinak, napf.

fadu neboli tieti parcidlni derivace. Analogicky se definuji parcialni derivace funkce z = f(x,y)tadu
n > 3.Pfitom poradi symboll x a y v indexu (pfipadné ve jmenovateli) znaci poradi, v jakém jsme derivo-
vali. Obecn¢ parciadlni derivace tfadu k funkce f(x,y) dostaneme z parcidlnich derivaci fadu k£ —1 op¢-

tovnym derivovanim podle x, popft. podle y.




Priklad : Vypoctéte vSechny parcialni derivace druhého tadu funkce z = 4 >
- X
Reseni: Nejprve uréime parcialni derivace prvniho fadu
3 2
z! _ 2 , Z' 3 5

(1-x)°" 7 1-x
Jejich derivovanim pak dostaneme
o _2y3(1—x2)2—2xy3-2(1—x2)(—2x)_2y3(1+3x2) 2 6y , 6xy° ,

2

= , Z = =z .
XX (1_x2)4 (1_x2)3 yy 1_x2 xy (1_x2)2 yx
Vyssi parcialni derivace, vzniklé derivovanim podle riznych argumentt, se nazyvaji smiSené. V uvedené
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piiklad¢ jsou smiSené parcidlni derivace z; ,z] stejné. Nasledujici véta vSak ukazuje, Ze nejde o na-

hodny jev, protoZe u smiSenych parcidlnich derivaci za jistého piedpokladu nezalezi na poradi promén-

nych, podle kterych derivujeme.

Véta : (Schwarzova) Jestlize smiSené parcidlni derivace f/, f)\ funkce z= f(x,y) existuji v okoli

xy X

U(F)) bodu Fy(x,,,)a jsou v tomto bod¢ spojité, pak plati /]| (F) = f,.(F).

Derivace implicitnich funkei
V diferencidlnim poctu funkce jedné promeénné jste se seznamili s funkci danou implicitné, ktera byla

definovana takto :

Definice 2.16: Je-li rovnici F(x,y)=0urCena na né&jakém intervalu I funkce y= f(x) tak, ze je
F(x, f(x))=0 provSechna x €I, nazyva se funkce y = f(x) implicitni funkci urenou rovnici

F(x,y)=0.

E(R)

Pro derivaci implicitni funkce plati f"(x,) = —— .
" F(R)

Vzorec miizeme snadno dostat derivovanim rovnosti F(x, f(x)) =0 podle x, kde slozena funkce F(x,y)
ma slozky x =x, y = f(x).

Dostaneme

’

F
F;-§+Fy’-ﬂ:0 neboli F/+F)y'=0. Pro F]#0 jeodsud y'=——".
dx dx F)

y .

X

Piiklad : Vypoététe derivaci ' funkce dané implicitné rovnici In/x” + y* = arctg

Regeni: Dané funkci odpovida rovnice In- /x> + y* —arctg? = 0.
x

pak Flo— . 2x 1 2-[—%)= oy
\/x2+y2 2\/x2+y2 1+(yj X Xty
x
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, 1 2y 1 1 y—x ,  F x+y
F) : _j:x— atedy y'=——= :

J 37 25+’ 1+(yj2 (x Tyt Fy x-y
X

Funkce dvou proménnych dand implicitné.

Definice : Je-1i rovnici F(x,y,z)=0 urcena na oblasti Qe E, funkce z= f(x,y) tak, Ze pro vSechna
(x,y)eQ plati F [x, v, f(x, y)] =0,nazyva se funkce z= f(x,y) implicitni funkci urenou rovnici
F(x,y,z)=0.

_EW®)
F(P)

F!(P)
F/(P)

Pro jeji derivaci plati: f/(B) = i (B) =~

Priklad : Vypoctéte parcialni derivace %, % funkce dané implicitné rovnici
x oy

X +2y° +2° =3xpz—2y+3=0.
Reseni: Nejprve uréime parcialni derivace F, F, F,
F!=3x*-3yz, F| =6y’ -3xz-2, F/=3z"-3xy.

Pak %__3(x2—yz)_x2—yz %_6y2—3xz—2
ox 3(22-xy) xy—z Oy 3(xy—z)

5) Totalni diferencial

Definice 2.12: Ma-li funkce z = f(x,y) v bod¢ F,(x,,y,) a v jeho okoli U(F,)spojité parcidlni derivace
fi(Fy) a f)(F), nazyvime totilnim (nebo uplnym) diferencidlem funkce f(x,y) v bod¢ F, vyraz
df (R) = fi(R)h+ f,(R)k, kde h=x-x,, k=y-y, jsou piirGstky argumenti x, y, pficemZ bod

(x,y)=(xy +h,y, +k) e U(F).

Uvazujeme-li funkci f(x,y) = x,pak pro jeji totdlni diferencidl plati dx=1-h+0-k =h. Podobné pro
funkci f(x, y) = y dostavame totalni diferencidldy =0-h+1-k =k.
Ptirtstky 4, k mtizeme tedy povazovat za diferencialy argumentii x, y, takze vztah pro totalni diferencial
Ize psét ve tvaru dz = f](x, y)dx + f,(x, y)dy, piipadn€ ve tvaru dz =z dx+ 2\ dy.
Vyrazy fldx, f,dy nazyvame parcialni diferencialy.
Priklad : Vypocitejte totalni diferencial funkce z =sin xy.
Reseni: Nejprve uréime parcialni derivace prvniho fadu
zZ, =yCOSXy, Z, =XCOSX).

Totélni diferencial ma pak tvar dz = ycosxydx + xcos xydy.
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Piiklad : Vypoctéte hodnotu totalniho diferencialu funkce f(x,y)= arctgZ v bodé (1,1) pro dx=0,01 a
X

dy =0,02.
Reseni: Parcidlni derivace prvniho fadu po upraveé maji tvar

X

r_ -y r_
fx x2+y2’fy x2+y2'

Hodnota totalniho diferencidlu v bodé (1,1) pro dan¢ pfirtstky je

1 1 1
df (L) =——-0,01+—--0,02 = —.
A 2 2 200

Geometricky vyznam totalniho diferencialu

Porovname-li rovnici te¢né roviny funkce z = f(x,y) v bodé P(x,,,,z,)
z—zy = f{(B)(x=x) + [ (F)(V = ¥p)
se vzorcem totalniho diferencidlu v bod¢ F,(x,,y,)
df (R) = f{(B)h+ f,(F)k, kde h=x—x,, k=y—y,
vidime, Ze plati z—z, =df (F,). Tedy totalni diferencial funkce z = f(x,y) vbod¢ P, predstavuje pfi-
rustek soufadnice z bodu D na tecné roving, prejdeme-li z bodu F,(x,,y,) do bodu A(x, + h,y, + k). Na

obrazku je totalni diferencial dz(F,) znazornén useCkou CD.

z

Vztah mezi diferencialem a priristkem funkce

Uvazujme funkci z = f(x, ), ktera je v okoli U(F,) diferenciabilni.
Oznacime-li symbolem Af(F)= f(x,y)— f(x,,y,) priristek funkce a df(F,) jeji totalni diferencial

v bod¢ P, (x,,y,) pro h=x—-x,, k=y—y,, daseukdzat, ze plati lim A ()~ df (Fy) =0.
(h.k)—(0,0) \/h2 P
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h

Tento vztah nam umoziuje pro malé hodnoty k| nahradit pfirastek funkce diferencialem, tedy psat

2

Af (F) = df (F)). Mizeme pak pomoci totalniho diferencidlu pocitat pfiblizné funkéni hodnoty v okoli

bodu F,, v némz zndme hodnotu funkce a parcidlnich derivaci, nasledujicim zptisobem

Jx+hy+k) = f(x, )+ A (B) = f(x,y) +df (F).

2
X

Priklad : Vypoctéte totalni diferencial df ( F,) a ptirtstek Af(F,)) funkce f(x,y)=—, jestlize je dan bod
Y
F,(12,-3) apfirtstky dx =dy =0,2.
x L, e 1 ., 2x x’
ReSeni: Totalni diferencidl df (x,y) =—dx——;dy,
Y y
tedy pro dany bod a dané ptirtstky je df (12,-3)=-8-0,2—-16-0,2 = —4.8.
12,2 12*

=50,

Prirtistek funkce méa hodnotu Af(12,-3) = (12,2;-2,8) — f(12;-3) = Y 3=

Piiklad : Vypodtéte piiblizné hodnotu &isla 1,02>°".
Reseni: Uvazujme funkci f(x,y)=x".Hledané ¢&islo pak mizeme piiblizng vyjadiit vyrazem
x, " +df (x),¥,) pro  x,=1,y,=3,dx=0,02,dy=0,01.Vzhledem ktomu, ze totilni diferencial
df (x,y) = yx’dx+x"Inxdy a df(1,3)=3-1-0,02+1-0-0,01=0,06, je piibliznd hodnota daného &isla
1,02>"" =1° + 0,06 = 1,06.
Priklad : Pfi deformaci valce se jeho polomér » zvétsil ze 2 na 2,05 dm a vySka v se zmensila z 10 na 9,8
dm. Urcete pfiblizn€ zménu objemu V.
Reseni: Na zakladé vzorce pro objem valce V' = 7 r’v uvazujeme funkci dvou proménnych V = f(r,v).
Pro tuto funkci hledame totalni diferencidl nebot’ plati

AV =dV =V!dr+V/ dv.
Pivodni rozméry byly » =2 dm, v =10 dm, pfirastky jsou dr =0,05,dv =—-0,2. Vypocitame nejprve par-

cialni derivace funkce V' : V!=2zm, V! =nr’

takze totalni diferencial dV =27 rvdr + 7 r’dv.

Po dosazeni AV =dV =2z rvdr + mr’dv = 27 (20- 0,05 + 2(=0,2)) = 1,27= 3,768 dm’.

Vztah mezi totdlnim diferenciadlem a ptirGstkem funkce se vyuziva v teorii chyb. Jestlize urcity vypocet je
provadeén s veli¢inami, které byly ziskdny méfenim, mizeme vyslednou chybu urcit pomoci diferencialu.

V teorii chyb se misto slova ,,zména* nebo piirastek pouziva nazvu chyba. V praktickych vypoctech, kde

dx a dy jsou chyby jednotlivych méfeni, je absolutni chyba Af = df a relativni chyba 6 =|——| (nej¢astéji

v procentech).
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6) Extrémy funkci dvou proménnych

Lokalni extrémy

Definice : Rikame, Ze v bod& (xy,»,) ma funkce z = f(x,y)
1) lokalni maximum, jestlize existuje okoli bodu (x,, y,) tak, Ze pro v§echny body (x,y) z tohoto okoli

plati f(xg,vy) 2 f(x, ).

2) lokalni minimum, jestlize existuje okoli bodu (x,,y,) tak, ze pro vSechny body (x, y) z tohoto okoli

plati f(x,,¥,) < f(x, ).

Lokalni maxima a minima nazyvame lokalni extrémy (né¢kdy se pouziva termin relativni extrémy).
Podobn¢ jako u funkce jedné proménné budeme pii vySetfovani lokdlnich extréml vyuzivat poznatki

z diferencialniho poctu.

Véta : (Fermatova) Nutnou podminkou pro existenci lokélniho extrému funkce f(x,y) v bod¢ F,(x,,y,),

v némz jsou spojité parcialni derivace f/(F,), f,(F), je platnost rovnic f/(F) =0, f,(F)=0.

Definice : Bod £,(x,,y,), vjehoz okoli ma funkce z = f(x,y) parcialni derivace 1.fadu, a ktery vyho-

vuje rovnicim f/(F) =0, f/(F)=0, se nazyvé stacionarnim bodem dané funkce.

Nutnd podminka pro existenci lokdlniho extrému vSak neni postacujici podminkou. Stacionarnimu bodu,
ve kterém extrém neexistuje, odpovida na plose bod, v jehoz okoli mé plocha napft. tvar sedla (obr. 1). Jde
o jistou analogii s inflexnim bodem funkce jedné proménné. To, zda ve stacionarnim bodé nastava lokalni

extrém, je mozné v nékterych prikladech zjistit vySetfenim chovani funkce v okoli tohoto bodu.

e
\N{\ﬂ\“-
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Postacujici podminky pro existenci extrému je mozné formulovat pomoci nésledujici véty, ktera se ob-

vykle pouziva pfi vySetiovani lokalnich extrémd.

Véta : (o postaCujicich podminkach pro extrém) Necht' F,(x,,»,) je stacionarnim bodem funkce
z= f(x,y), ktera ma v okoli U(F,) spojité parcialni derivace druhého radu.

Oznacme

Jo(B) fo(R)
Fu(B)  f(R)

Je-li D(F,)) >0, pak v bod¢ F, nastane lokalni extrém, a to :

D(R) =

1) lokélni minimum, je-li f7 (B,) >0,
2) lokalni maximum, je-li f(F))<O0.
Je-li D(F,)) <0, lokalni extrém v bod¢ F, nenastane.

Je-li D(F,) =0, nemiZeme timto zplisobem o existenci lokalniho extrému rozhodnout.

Funkce z = f(x,y) muze mit lokalni extrém nejen ve stacionarnich bodech, ale i v bodech, v nichz obé
parcialni derivace f}, f, neexistuji, nebo v bodech, v nichZ jedna z nich neexistuje a druhd je rovna nule.

Funkce sama nemusi byt v takovych bodech definovana a tyto body musi byt vnitinimi body defini¢niho

oboru. Zda mé funkce v téchto bodech lokalni extrém, zjistime vySetfenim jejiho chovani v jejich okoli.

Postup pri vySetfovani lokdlnich extrémi funkce z = f(x, y):

- vypocitame parcidlni derivace f], f),

- ur¢ime staciondrni body P a ovéfime, zda patii do defini¢niho oboru funkce f,

- vypocitdme parcidlni derivace f}., f;, f,, a hodnoty téchto derivaci ve stacionarnich bodech 7,

- ur¢ime hodnoty determinanti D(P) ve stacionarnich bodech P, a pro D(P)# 0 rozhodneme o exi-
stenci lokalnich extrému,

- podle znaménka vyrazu " (P) uréime druh extrému,

- vySetfime chovani funkce v okoli staciondrnich bodii, ve kterych je pfisluSny determinant roven nule,

a v okoli bodd, v nichz parciélni derivace f;, f; nejsou definovény.
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Vazané extrémy

Kromé lokélnich extrémi je v praxi Casto potieba urCit extrémy funkce f(x,y), vazané podminkou

g(x,y)=0. Takové extrémy budeme nazyvat vazanymi extrémy.

Definice : Rikame, Ze funkce z = f(x, y) ma v bodgé By (xy,¥,)

1) vdzané maximum, jestlize nerovnost f(x, )< f(x,,,) plati v okoli bodu P, pro vSechny body, lezici
na kfivee g(x, y) =0.

2) vazané minimum, jestlize nerovnost f(x,y) = f(x,,),) plati v okoli bodu F, pro vSechny body, leZici

na ktivce g(x,y) =0.

Véazanému maximu a vazanému minimu stru¢n¢ fikadme vazany extrém.

Geometricka interpretace vazaného extrému :

Bodiim, které lezi v definicnim oboru funkce z = f(x,y)a vyhovuji rovnici g(x,y) =0, odpovidaji na
plose z= f(x,y) body, tvotici kiivku k. Body vazanych extrémi jsou pak takové body, v nichz funkce

z= f(x,y) nabyva svého lokéalniho extrému na kiivce & (na obr. 2 je takovym bodem bod P).

z

obr. 2

Rozdil mezi lokalnimi a vazanymi extrémy tedy spoc¢iva v tom, Ze pii lokalnich extrémech vySetfujeme
funkci v jejim celém definiénim oboru, kdeZto pfi vazanych extrémech vysetfujeme jen ty hodnoty funk-

ce f(x,y), kterych nabyva v bodech kiivky g(x,y)=0.

Pti vySetfovani vazanych extrémii mohou nastat dva ptipady :

a) Pokud rovnice g(x,y) =0 urcuje implicitné funkci y = ¢(x), ptevede se uloha vazané¢ho extrému na
ulohu ur¢eni extrému funkce z = f(x,@(x)) funkce jedné proménné.

b) Uvedeny postup vSak neni mozny, pokud zadnou z proménnych x, y nelze z podminky g(x,y)=0

vyjadrtit. V tom piipad¢ pouzivame tzv. Lagrangeovu metodu neurcitych multiplikator (nebude probira-

na).
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Absolutni extrémy
Hledame-li nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce v dané oblasti, hledame tzv. absolutni extrémy funkce

(n¢kdy se pouziva termin globalni extrémy).

Definice : Rikame, Ze funkcez = f(x,y) ma v bodé B (x,,y,)€€2 absolutni maximum (minimum) na

oblasti Q, jestlize nerovnost f(x,y) < f(x,,¥,) (f(x,¥)2 f(x,,¥,)) plati pro kazdy bod (x,y) € Q.

Véta : Funkce z= f(x,y) spojitd na uzaviené a omezené oblasti 2 nabyva svych absolutnich extrémut

bud’ v bodech lokalnich extrému lezicich uvnitf oblasti 2 nebo v n€kterém hrani¢nim bodé.

Postup pii vySetfovani absolutnich extrému funkce z = f(x, y) spojité v uzaviené a omezené oblasti Q:

- ur¢ime lokalni extrémy funkce f'a ovétime, zda lezi uvnitt oblasti Q,

- vySettime vazané extrémy funkce fna hranicich oblasti,

- ur¢ime pruseciky kiivek, které tvoii hranici oblasti,

- porovnanim funk¢nich hodnot v bodech, ziskanych popsanym postupem, ur¢ime ve kterych z nich naby-

va dand funkce svych absolutnich extrém.

Poznamka :

1) Pii vySetfovani absolutnich extrému neni nutné zjistovat typ lokélnich a vazanych extrémt (tedy zda
se jednd o maximum nebo minimum), ale sta¢i pouze najit takové body, ve kterych tyto extrémy mohou
nastat. Charakter absolutniho extrému ur¢ime na zavér na zaklad¢ porovnani funkénich hodnot.

2) Neni-li oblast Q uzaviena, nemusi mit funkce f Zadny absolutni extrém. Pokud existuje, nastava

v bodé lokalniho extrému.




