Linearni algebra

1) Vektor, linearni zavislost a nezavislost

Def.: Ciselnym vektorem n-rozmérného prostoru nazyvame usporadanou mnozinu n ¢isel

a=(a,a,,.aqa,).

Cisla a,,a,,...a, nazyvame soufadnice vektoru, ¢islo » dimenzi nebo rozmérem vektoru.

Operace s vektory : secitani vektoril, ndsobeni vektoru ¢islem
P¥.: Vypocitejte vektor a = 3b-2¢,kde b= (2,-3,9), ¢=(-1,2,3).
ReSeni : a =3(2,-3,5) - 2(-1,2,3) = (6,-9,15) — (=2,4,6) = (8,—13,9)

Skalarni souéin vektorii : ab=a, b +a, b, +..+a,b,
P¥.: Vypocitejte skalarni soudin vektortt ab, kde a =(~1,2,3), b =(2,-3,5), .

b =(=1,2,3).(2,-3,5) = (=1)2+2.(-3)+3.5=—2-6+15=7

Uvazujme vektory v,,V,,e.,V, .

a) Kazdy vektor v=c,.v, +¢,.v, +..+¢,.v,, kde ¢, jsou konstanty, nazyvame linearni kombinaci
danych k& vektort.

b) Je-li mozné aspon jeden z vektort v,,V,,...,V, vyjadfit jako linedrni kombinaci ostatnich
vektord, fikdme, ze tyto vektory jsou linearné zavislé.

¢) Neni-li mozné zadny z vektorli v,,V,,...,v, vyjadfit jako line4rni kombinaci ostatnich

vektort, fikdme, Ze tyto vektory jsou linearné nezavislé.

Pr.: Vektor v =(-8,12) je linearni kombinaci vektort v, =(2,3) a v, =(4,-2), protoze plati

V=2,-3v, =2(2,3) - 3(4,-2) = (4,6) — (12,—6) = (-8,12)..

Pr.: Vektory v, =(1,2), v, =(3.1), v; =(L1) jsou linearn€ zavislé, protoze jeden z nich je mozné vyjadfit

jako linearni kombinaci ostatnich : (3,1) =-2.(1,2) + 5(1,1) .

2) Matice

Def.: Matici typu m/n nazyvame m.n redlnych ¢isel, sestavenych do m tadki a » sloupcti ve tvaru

a4y a,
A= a, 4y a,,
aml am2 amn

Prvni index i znaci fadek a druhy index j sloupec, ke kterém prvek a; lezi.

Prvky a,, které maji stejné indexy tvoti hlavni diagonalu matice.




Druhy matic
- Ctvercova(m=n)
- obdélnikova (m#n)
- transponovand matice k matici A (matice, kterd vznikne z matice A zdménou fadkl za sloupce pii
zachovani poradi), znaéime ji A"
- jednotkova (Ctvercova matice, ktera ma na hlavni diagonale samé jednicky a vSude jinde samé nuly),

znacime ji I

stupiiova (kazdy nésledujici fadek ma na zacatku alespon o jednu nulu vice nez fadek predchozi)

Operace s maticemi

Soucet matic (ob¢ matice musi byt stejného typu) : (C=A+B, kdec; =a, +,

Soudin Cisla k£ a matice A : B=FkA, kde b, =k.a,

Soucinem matic A.B (kde prvni matice je typu m/n a druha matice je typu n/p) je matice C typu m/p, kde

¢, =a,b | (jde o skalarni soucin fadku i matice A a sloupce j matice B).

Soucin matic neni komutativni, tedy obecné¢ A.B=B.A .
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Hodnost matice

2 3 3 -1
P¥.: Jsou ddny matice A = ( J, B= [ J . Vypocitejte matici 3A, 2B—A +41, A.B.

Def.: Hodnost matice A udava pocet linearné nezavislych radku této matice. PisSeme /4(A).

Dvé matice, které maji stejnou hodnost se nazyvaji ekvivalentni a piSeme A ~B.

K ur¢eni matice pouzivame nasledujici vétu.

Véta : Hodnost matice ve stupiiovém tvaru je rovna poc¢tu nenulovych fadkl této matice (= poctu fadkd,

které neobsahuji samé nuly).

Pti urcovani hodnosti je tedy potfeba matici nejprve upravit na stupiiovy tvar. K tomu pouzivame tzv.
ekvivalentni upravy, které¢ neméni hodnost matice. Jsou to nasledujici upravy :
a) transponovani matice,

b) vyména radkd,




¢) nasobeni fadku nenulovym cislem,
d) pricteni k-nasobku nékterého radku k jinému radku,
e) vynechani fadku, ktery obsahuje samé nuly.

Vsechny uvedené Gpravy je mozné bez zmény hodnosti provadét i se sloupci.

2 1 3 1
PF.: Urcete hodnost matice A = 2 b .
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Tedy h(A)=3.

Inverzni matice

Def.: Matici A™' nazveme inverzni matici ke ¢tvercové matici A , jejiz determinant |A| # 0, jestlize plati :

AAT=ATA=I.

Postup ur¢ovani inverzni matice.
NapiSeme vedle sebe matici A a jednotkovou matici stejného rozméru. Tuto ,,dvojmatici® (A|I) pfevedeme
pomoci ekvivalentnich tGprav tak, aby na misté matice A vznikla jednotkova matice. Napravo od ni pak

automaticky vznikne matice A™".

Tedy (A ~...~ IA™)

3) Determinanty

Def.: Determinant 2.Fadu je realné ¢islo a,,.a,, —a,,.a,, , které je pfitazeno ¢tvercové matici

. |G G|
PiSeme detA = =a,,.a,, —a,,.4,, .
ay Ay
. . 4
P¥.: Vypocitejte hodnotu determinantu 2. fadu 3‘ .
A4 v , 4
ReSeni : ‘5 3‘ =2.(-3)-45=-6-20=-26




Def.: Determinant 3.Fadu je realné Cislo a,,.a,,a;; +a,,.a5,0,5 +a;3,0,,0,; — A3,02,0,3 — ;03055 — Q1,085,055

a, 4 aj
které je piifazeno Ctvercové matici A=|a,, a, a |.
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P¥.: Vypocitejte hodnotu determinantu 3. fadu [0 3 —1|.
6 1 2
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ReSeni: 0 3 —1=632+0.12+6.1.(-1)-2.3.6-6.(-1).1-1.02=0
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Def.: Determinant Fadu n je realné &islo (=1)""'.a, A, +(-1)"".a,A, +...+(=1)"".q, A, , které je

a,, a, .. a,
" “ . - ayy Ay e Oy, ” . . 1o ,
pfifazeno ¢tvercové matici A =| . | Pfitom A je determinant vznikly z ptivodniho
anl anZ al’lll

determinantu vynechanim tadku i a sloupce ;.

Uvedeny zpusob vyjadieni hodnoty determinantu nazyvame rozvoj podle prvka prvniho fadku. Rozvoj Ize
provést analogicky podle libovolného jiného fadku nebo sloupce. Je vhodné k rozvoji pouzit fadu,

obsahujici co nejvice nulovych prvki.
P¥.: Vypocitejte rozvojem hodnotu determinantu 3. fadu
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PY.: Vypocitejte rozvojem hodnotu determinantu 4. fadu
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Vlastnosti determinanti
Pti vypoctu hodnoty determinantti vyssSich fada je mozné pouzivat nasledujici pravidla, ktera ndm umozni
vytvorit nulové prvky na zvolenych mistech.

1) Hodnota determinantu se nezméni, pieklopime-li jej kolem hlavni diagonaly.

2) Vyménime-li dva fadky determinantu, hodnota determinantu zméni znaménko.

3) Je-li nektery fadek k-nasobkem jiného fadku, je hodnota determinantu rovna nule.

4) Hodnota determinantu se nezméni, pricteme-li k nékterému rfadku k-nasobek jiného fadku.

5) Maé-li determinant v nékterém fadku samé nuly, je jeho hodnota rovna nule.

6) Nasobit determinant ¢islem k znamena ndsobit timto ¢islem vSechny prvky jednoho (libovolného)

radku nebo sloupce.

Vzhledem k prvnimu pravidlu je ziejmé, ze uvedené vlastnosti determinanti plati 1 pro sloupce.

4) Reseni soustav linearnich rovnic

Soustavou m linearnich rovnic o » neznamych x,,x,,...x, rozumime soustavu :

a,x, + apx, + .. + a,x, = b
a,x, + apx, + .. + a,x, = b,
a,x, + a,x, + .. + a,x, = b,

Resenim soustavy rozumime kazdy vektor ( x,,x,,...x, ), ktery vyhovuje vSem rovnicim soustavy.

Dvé soustavy linearnich rovnic se stejnym poctem neznamych, které maji stejné feSeni, se nazyvaji
ekvivalentni. Nésledujici ekvivalentni Gpravy soustavy nemaji vliv na feSeni soustavy :

a) vymeéna potadi rovnic,

b) nasobeni rovnice nenulovym cislem,

¢) pricteni k-nasobku nékterého rovnice k jiné rovnici.

Matice soustavy : Rozsifend matice soustavy :
a,  dp a, a4y a,, b,
a a a a a a, b
21 22 2 21 22 2 2
A= " A= "
ml amZ amn ml am2 amn bm

Ekvivalentnim Gpravam soustavy tedy odpovidaji ptisluSné Gipravy jeji rozSifené matice. Soustavu proto
reSime tak, Ze jeji rozSifenou matici pfevedeme na stupnovy tvar. Tomuto tvaru odpovida soustava, ze
kterého zpétnym dosazovani snadno urc¢ime feSeni soustavy. Uvedeny postup se nazyva Gaussova elimi-

naéni metoda.




Pomoci ziskané stupniovité matice mizeme navic rozhodnout o fesitelnosti soustavy na zakladé Frobeniovy

vety :

Véta : Soustava linearnich rovnic ma feSeni praveé tehdy, kdyZ matice soustavy a roz§ifena matice soustavy

maji stejnou hodnost.

Soustava linearnich rovnic o # neznamych

T

M4 fedeni - |A(A) = A(A ) Nema Fedeni : | A(A) = 2(A )

M4 préve 1 Fedeni | R(A) = M(A )= n
b4 nekonein® mnoho fefeni, zdvislych na #—#(A) parametrech ; RIAYV=R(A ;) <

PY.: Soustava odpovidajici roz§ifené matici

1 2 34
0 2 31| maprave jedno feSeni protoze h(A)=h(A,)=3=n
0 0 21

P¥.: Soustava odpovidajici roz$ifené matici

1 2 3|4
(O ) 3 ‘ J ma nekone¢n¢ mnoho feseni, zavislych na jednom

parametru, protoZze h(A)=h(A,)=2,n=3,tedy n—h(A)=1




