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1 Zakladni vzorce



6
Najdéte /(2x +3V+— —sinz +e”) da.
x

6
I:/(2m+3{‘/§+ﬁ—sinx+er)dx
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6
Najdéte /(2x +3V+— —sinz +e”) da.
x

6
I:/(Qm—i—S{‘/E—l—F—sinx—Fem)dx

:2/xda:+3/a:idx—|—6/a:_3dx—/sina:dx+/erda:

e Integral ze souctu je soucet integrald.

e Integral ndsobku funkce je nasobek integralu.

o Nékteré funkce je mozno prepsat na mocninné funkce.
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Najdéte /(2x + 3{‘/1% —sinz + €%) da.
T

6
I:/(Q:z:—l—S{‘/E—I—E—sinx—Fem)dx

:2/xd:z:—|—3/:z:%dx—|—6/:z:_3dx—/sin:z:dx+/emd:z:

2 5/4 -3
:2%+3§7+6x_—2—(—608x)+6z+0
f
n+1
° /x"dx: <
n+1

° /sinxda: = —cosx

° /ewdajzew

(©Robert Mafik, 2004.



6
Najdéte /(2x +3V+— —sinz +e”) da.
x

6
I:/(2m+3{‘/§+ﬁ—sinx+er)dx

:2/xdm+3/m%dx—|—6/m_3dx—/sinmdx+/erdm

22 £5/4 =2
—2——1—35—/44—6——( cosz)+e’ +C
2 12 5/4 i
=z 4+ —=x —3——|—cosx—|—e +C
5 2
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Najdéte / tgaxde.

1= /tgxdm
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Najdéte / tgaxde.

1= /tgxdm
:/smxdx
COS T

Pouzijeme definici funkce tangens. '
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Najdéte / tgaxde.

1= /tgxdx
/smxdx
CcoS X
_ _/ —s1nxd$
CcoS X

e Plati (cosx) = —sinz. Citatel se tedy li§i od derivace jmenovatele
jenom konstantim nasobkem.

e Vynasobime a vydélime integral timto nasobkem.
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Najdéte / tgaxde.

1= /tgxdx
:/smxdx
CcoS X
_ _/—smxdm
COS &

/
_ _/ (cosx) da
cos

Formaln& pouzijeme vztah (cosz)’ = — sinz, abychom vidé&li vzorec

Py
/f(x) dz = In|f(2)] + C.
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Najdéte / tgaxde.

1= /tgxdx
:/smxdx
CcosS T

_ _/—smxdm
Cos T
i

:_/(cosx) da
CcoS T

= —In|cosz| +C

F@
/f(x) do = In|f(z)| + C

(©Robert Ma¥ik, 2004.



. x4 2
Najdét ——dx.
ajee/x2—|—4a:—|—5 *

T+ 2
=/ 2
/x2+4x+5dx
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. x4 2
Najdét ——dx.
ajee/x2—|—4a:—|—5 *

T+ 2
=/ 2
/x2+4x+5dx

_1/ 2w+4
T 2) 2244z +5 .

e Plati (2% +4x+5)" = 22+ 4. Citatel se tedy li§i od derivace jmenovatele
jenom konstantim nasobkem.

e Vynasobime a vydélime integral timto nasobkem.
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. x4 2
Najdét ——dx.
ajee/x2—|—4a:—|—5 *

T+ 2
I=| ——
/x2+4x+5dx
_1/ 2 + 4
2 ) 22445 +5 *
1 2 +4x + 5)’
- /wdx

9 2+ 4z +5

f'(x)
/(@)

Prepiseme do tvaru / dz.
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. x4 2
Najdét ——dx.
ajee/x2—|—4a:—|—5 *

T+ 2
I=| ——
/x2+4x+5dx
_1/ 2 + 4
2 ) 22445 +5 *
1 2442+ 5)
- /wdx

2) 22+4x+5

1
:§ln(x2+4x+5)+0

F@
/f(x) do = In|f(z)| + C

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Najdéte/ LE5 4

244
z+5
I = d
/x2+4 .
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Najdéte/ LE5 4

244
z+5
I = d
/x2+4 .

- az o 5 d
a 2 +4 2244 .

/
e Derivace jmenovatele je x, v Citateli vSak neni nasobek této funkce.

!
e Vzorec / (@) dz nelze pfimo pouzit.
f(x)

o Rozdélime zlomek na dva.
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Najdéte/ LE5 4

244
z+5
I = d
/x2+4 .

_/1 2x i 5 d
) 2 22+4 x2+4x

e V prvnim zlomku je v Citateli polovina derivace jmenovatele.

e Proto prvni zlomek vynasobime a vydélime dvéma.
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Najdéte/ LE5 4

z2 4+ 4
z+5
I = d
/x2+4 .
/1 2z 5
= ————
2 z2+4 z2+4

1 1
= 5111(952 +4) +5§ arctgg +C

dx

. /fl(I) —In|f(z)| + C

f(x)

/ 1 q 1 ¢ T
° ——dx = — —
A% 4 g2 T T ey

(©Robert Ma¥ik, 2004.



. 1
NaJdete/('er(a)3 dz.
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. 1
NaJdete/(JH_(a)3 dz.

— /(x+6)_3dx

Jedna se o mocninnou funkci. .
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. 1
Najdete/(x+6)3 dz.

1
- | erepe
:/(x+6)_3dx
(z+6)2
=

1
° /f(ax—i—b) dz = —F(axz 4+ b), kde F je integrél z f.
a

e V nadem piipadé je f(z) =z 3, F(x)
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. 1
NaJdete/(JH_(a)3 dz.

1
/(x+6)3 ‘
:/(x+6)_3dx
(z+6)72
>
1
__2(x+6)2+0

Upravime. '
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Najdéte nasledujici integraly. '
1
d =
/23:—|—5 .

[t

/e_z dz =
/e% dz =
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Najdéte nasledujici integraly. '

1 1
de = = In|2
/2m—|—5 z=3e+5+C

[t

/e_m dz =
/ew dz =

1
/f(ax +b)dz = —F(ax + b), v naSem pfipadé a = 2
a
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Najdéte nasledujici integraly. '

1 1
dor = =
/23:—1—5 0 21n|2:16+5|+C

/ﬁdx:/@—l-x)%dx

/e_”” dz =
/e3x dz =

Prepiseme na mocninnou funkci. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.




Najdéte nasledujici integraly. '

1 1
de = = In|2
/2m—|—5 z=glf2z+5+C

/ﬁdx:/@—l-x)%dx

2-z)7* 1
—4 =1

/e_m dz =
/ew dz =

/f(ax+b)dx

1
—F(az +b), v nasem pfipadé a = —1
a

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Najdéte nasledujici integraly. '

1 1
/ dx:§ln|2x+5|+c

2r + 5
/7(2_1@5 dx:/(2—1-x)*5dx
_@2-x)™ 1
T4 -1
1
_4(2—x)4+c

/e_z dz =
/e% dz =

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Najdéte nasledujici integraly. '

1 1
/ dx:§ln|2x+5|+c

2z +5

/ﬁdx:/@—l-x)%dx
2-z)7* 1
T -4 -1
_ 1
“ig—aat¢

/e_m dr=—-e*+C

/ew dz =

/f(ax+b)dx

1
—F(az +b), v nasem pfipadé a = —1
a

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Najdéte nasledujici integraly. '

1 1
/ dx:§ln|2x+5|+c

2x +95
/7(2_1@5 dx:/(2—1-x)*5dx
_@2-x)™ 1
- 4 1
1
=“ae—ar ¢

/e_z dr=—-e*+C

1
/eSxdm = 5631 +C

(©Robert Ma¥ik, 2004.



. z4+5
Najdét —— dx.
ajee/x2—4a:—|—9 v

T +5
I= ———
/x2—4x+9dx
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. z4+5
Najdét —— dx.
ajee/x2—4a:+9 v

T +5
I= ———
/x2—4x+9dx

B (2z — 4) d
_/ 72 —4x+9 *

“Zasifrujeme” derivaci jmenovatele, tj. vyraz (2o — 4), do Citatele.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



. T+5
Najdét —— dx.
ajee/x2—4a:+9 v
z+5
=/ 22
/x2—4x+9dx

:/%(2$—4) dz

2 —4x+9

-

e Musime upravit zlomek tak, aby se zlomky v prvnim a druhém integralu
rovnaly.

e K témto Upravdm pouzijeme jenom multiplikativni a aditivni konstanty
(nenadélaji “moc velkou neplechu” pfi integraci).

v , 1 , v
e Pridanim ndsobku — mdame ve druhém zlomku v C(itateli vyraz

1 . . s
5(23: —4) =z — 2. Koeficient u z je v pofadku.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



. T+5
Najdét —— dx.
ajee/x2—4a:+9 v

T +5
I= ———
/x2—4x+9dx

_ / 32z — 4)+2

2 —4x+9 dz

2x—4)=x—-2

N = N =

2r—-4)+2==x

e Nyni je v Citateli jenom z. Chybi Cislo 5.
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. T+5
Najdét —— dx.
ajee/x2—4aj+9 v

T +5
I= ———
/x2—4x+9dx

/ 1(2z — 4)+2+5
=2 T gy
22— 4+ 9

2z —4)=x—-2

2z—-4)+2=z

(2x—4)+2+4+5=x+5

N|—= N~ N =

e Prvni a druhy zlomek jsou stejné, nedopustili jsme se Zadné Gpravy, ktera
by zménila hodnotu zlomku.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



. z4+5
Najdét —— dx.
ajee/x2—4a:+9 v

T +5
I= ———
/x2—4x+9dx

_ / 1(2z — 4)+2+5
22 —4x+9

_/1 -4 , 245
T2 P _az+9 @ —dz+9 "

Rozdélime zlomek na dva. .
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. z4+5
Najdét —— dx.
ajee/x2—4a:+9 v

T +5
I= ———
/x2—4x+9dx

_ / 1(2z — 4)+2+5
22— 4+ 9

_/1 -4 245
) 2 22—4x+9 22 —4r+9 .

1 7
“lnla® —42+9 —— d
2n|:r T + |+/(w—2)2+5 x

[EZ —wppwi+c
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. z4+5
Najdete/mdz.

T +5
I= ———
/x2—4x+9dx

_ / 1(2z — 4)+2+5
22— 4+ 9

/1 2x — 4 " 245 d
= — . - x
2 z2—4zx+9 z2—-4x+9

1 7
“lnla® —42+9 —— d
2n|:r T + |+/(w—2)2+5 x

Doplnime na Ctverec ve jmenovateli druhého zlomku.

P —dr+9=2"-2-2.2+22-4+4+9=(z—-2)+5

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Najdéte / 5
X

—4xr+9

5
Tt dx.

T +5
I= ———
/x2—4x+9dx

:/%(2x—4)+2+5
—4x+9
1 2xr — 4 2
:/i.xz—x4x+9+x2—1—x5+9dx
:%1n|x2—4x+9|+/ﬁdm
;1n|a" — 4z +9/+7- \/garctgf\;; 1

1
/7142 e dx

1
= arctg % kde v nagem pfipadé A = /5
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. z4+5
Najdét —— dx.
ajee/x2—4a:+9 v

T +5
I= ———
/x2—4x+9dx

1(2z — 4)+2+5

:/ 72 —4x+9
/1 20— 4 " 245

2 22 —4x+9 z2—-4x+9
1 7
-1 24 9 ———d
2n|x T+ |+/( 3755 T

dx

r—2 1

N

1
:2ln|a’ — 4z +9/+7- arctg ——

\/5

1
/f(ax +b)dz = —F(ax 4+ b), v nasem pfipadé a = 1
a

(©Robert Ma¥ik, 2004.



. z4+5
Najdét —— dx.
ajee/x2—4a:+9 v

T +5
I= ———
/x2—4x+9dx

1(2z — 4)+2+5

/ 72 —4x+9

1 224 N 2+5

T2 P —dz+9 P—dz+9 "
1 7

= “Inlz® —42+9 S .
2n|x z + |+/(x—2)2+5 T
1 |22 — 4z + 9] + 7 — arctg — !

=_-In|z® —4x r 0=
2 \/5 g \/5 1
1 _

= _In|z® — 42 +9|+7- arct, +C
3 | | \/5 g\/g

Upravime. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



2 Parcialni zlomky.



RozloZte na parcidlni zlomky (neurcité koeficienty nepoditejte).

PENEE

3r — 2

(r —1)222

22+ 2z +1 _
(22 +1)(z+2)2

(©Robert Ma¥ik, 2004.



RozloZte na parcidlni zlomky (neurcité koeficienty nepoditejte).

(r—Dz(z+3) -1 =z z+3’
x pr—

3 —1
3z —2

(xr —1)222
22 +2zx+1

@rDE R

e Prvni zlomek obsahuje tfi redlné jednoduché koreny.

e Dostaneme tfi parcidlni zlomky s konstantou v Citateli a linedrnim vyra-
zem ve jmenovateli.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



RozloZte na parcidlni zlomky (neurcité koeficienty nepoditejte).

z? A B C
(x—Dz(z+3) z-1 =z =x+3°
I pr—
3 -1
3z —2
(xr —1)222
22 +2zx+1

@+ D@ +27

Nejprve rozlozime na soudin ve jmenovateli. Rozklad je
2 —1= (x — l)(:172 +x+1).

(©Robert Ma¥ik, 2004.



RozloZte na parcidlni zlomky (neurcité koeficienty nepoditejte).

(x—Dz(z+3) z-1 =z =x+3°
r A " Bz +C

2—-1 z—-1 z2+z+1’

3z —2

(xr —1)222

22 +2c+1

(22 +1)(z+2)2

e Rozklad (z — 1)(z* + = + 1) ukazuje, Ze jmenovatel ma jeden realny
jednoduchy korfen a dva komplexné sdruzené koreny.

e Parcidlni zlomek pfislusny ke komplexnim kofeniim obsahuje v Citateli
linedrni funkci.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



x? A B C

(x — Da(x + 3) m—1+;+m+3

r A I Bz +C
-1 xz—-1 224z+1’
3z — 2 A B @
x

(x—1)2x2:x—1+(x—1)2+

2 4+2r+1 _
(22 +1)(z+2)2

RozloZte na parcidlni zlomky (neurcité koeficienty nepoditejte).

Jmenovatel m3a dva redlné kofeny. Oba jsou nasobnosti dva. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



x? A B C

(x — Da(x + 3) m—1+;+m+3
r A I Bx +C
2—-1 x—-1 22+z+1’
3r — 2 A B C
z

(x—1)2x2:x—1+(x—1)2+

_|_

D
2

22+ 2z +1 Az +B C D

RozloZte na parcidlni zlomky (neurcité koeficienty nepoditejte).

@+ )@+2? 2+1 242 @r2p2

Jmenovatel ma jeden jednoduchy redlny koren a dva komplexné sdruzené
koreny.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



22 +1
V Ctéte [| = dz.
ypoctete L /(x—l)(x+2)(x—2) v

(©Robert Ma¥ik, 2004.



2 +1
V Ctéte [] = .
ypoctéte I /(x—l)(w+2)(x—2)dx

22 +1 A B C

E-1D@+2)@—-2) z-1 z+2 z-2

Napiseme rozklad s neurcitymi koeficienty. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



241
Vypoctéte I} = dz.
ypoctete [ /(x—l)(w+2)(x—2) T

22 +1 A B C

e—De+2@—2) z-1 z+2 z-2
2 +1=Az+2)(z-2)+Blz—-1)(z—-2)+C(z—1)(z+2)

Vynasobime rovnici spole¢nym jmenovatelem. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



2 +1
V Ctéte [] = .
ypoctéte I /(x—l)(w+2)(x—2)dx

22 +1 A B C

E-1D@E+2)@—-2) z-1 z+2 72
2 +1=Az+2)(z—-2)+Bz—1)(z—2)+C(z—1)(z +2)

=1

Dosadime x = 1 do cerveného vztahu. .

(©Robert Ma¥ik, 2004.



22 +1
V Ctéte [| = dz.
ypoctete L /(x—l)(x+2)(x—2) v

z2 +1 A B C
e—De+2@—2) z-1 z+2 z-2
2+1=Axz+2)(z-2)+Blz-1)(z-2)+C(z—1)(z+2)

w=1 = 2=A43(-1)+ B0+ C0

Dostavame rovnici neobsahujici ani B, ani C. Tuto rovnici feSime

vzhledem k A.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



22 +1
V Ctéte [| = dz.
ypoctete L /(x—l)(w+2)(x—2) v

A B C
+

22+ 1 -
B xr — 2

e-1D@E+)@—2) z-1 z+2
2+1=Axz+2)(z-2)+Blz-1)(z-2)+C(z—1)(z+2)

w=1 = 2=A3(-1)+ B0+ C0 =

(©Robert Ma¥ik, 2004.



2 +1
V Ctéte [] = .
ypoctéte I /(x—l)(w+2)(x—2)dx

22 +1 A B C

E-1D@E+2)@—-2) z-1 z+2 72
2 +1=Az+2)(z—-2)+Bz—1)(z—2)+C(z—1)(z +2)

z=1 = 2 = A3(~1) + B0 + C0 = A=—

Dosadime x = —2 do cerveného vztahu. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



22 +1
V Ctéte [| = .
ypoctete L /(x—l)(x+2)(x—2) dz

22 +1 A B C

e—De+2@—2) z-1 z+2 z-2
2+1=Axz+2)(z-2)+Blz-1)(z-2)+C(z—1)(z+2)

2
z=1 = 2 = A3(—1) + B0+ C0 = A=—3

x=-2 = 5= A0+ B(=3) (=4) + C0

Vyslednd rovnice obsahuje pouze koeficient B. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



22 +1
V Ctéte [| = dz.
ypoctete L /(x—l)(x+2)(x—2) v

22 +1 A B C

e—De+2@—2) z-1 z+2 z-2
2+1=Axz+2)(z-2)+Blz-1)(z-2)+C(z—1)(z+2)

2
=1 = 2=A3(-1)+ B0+ C0 = A:_§
5
W= =7 = 5=A0+ B(-3)(—4)+C0 = B:E

Vypocteme koeficient B. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



2 +1
V Ctéte [] = .
ypoctéte I /(x—l)(w+2)(x—2)dx

22 +1 A B C

E-1D@E+2)@—-2) z-1 z+2 72
2 +1=Az+2)(z—-2)+Bz—1)(z—2)+C(z—1)(z +2)

2
=1 = 2= A3(-1) + B0+ C0 = A=-2

5
z=-2 = 5=A40+ B(-3)(—4)+ C0 = B:ﬁ
=2

Dosadime x = 2 do cerveného vztahu. .

(©Robert Ma¥ik, 2004.



22 +1
V Ctéte [| = dz.
ypoctete L /(x—l)(x+2)(x—2) v

22 +1 A B C

e—De+2@—2) z-1 z+2 z-2
2+1=Axz+2)(z-2)+Blz-1)(z-2)+C(z—1)(z+2)

2
z=1 = 2 = A3(—1) + B0 + C0 = A=—3

)
W= =7 = 5=A0+ B(-3)(—4)+C0 = B:E
z=2 = 5= A0+ B0 +4C

Vyslednd rovnice obsahuje pouze koeficient C'. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



22 +1
V Ctéte [| = dz.
ypoctete L /(x—l)(x+2)(x—2) v

22 +1 A B C

E-1D@E+2)@—-2) z-1 z+2 72
2+1=Axz+2)(z-2)+Blz-1)(z-2)+C(z—1)(z+2)

2
z=1 = 2 = A3(—1) + B0 + C0 = A=-2
5
z=-2 = 5=A40+ B(-3)(—4)+ C0 = B:ﬁ
x =2 = 5= A0+ B0+ 4C = ng

Vypocteme C. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



22 +1
V Ctéte [| = .
ypoctete L /(x—l)(x+2)(x—2) dz

x2 41 A B C

(x — 1) (z+2)(z —2) :r71+:r+2+:r72

?+1=Axz+2)(z-2)+Blz-1)(z—-2)+C(z—1)(z+2)

z=1 = 2 = A3(—1) + B0 + C0 = A:—%

T=-2 = 5=A0+ B(-3)(—4)+C0 = B:1—52

=2 = 5= A0+ B0 +4C = ng
2 2 5 5

(:E—l)(a;cj21)(x—2) :_xil+xf2+xi2

Pouzijeme vypoctené hodnoty koeficient A, B a C' v Cerveném vztahu. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



241
Vypoctéte I} = dz.
ypoctete [ /(x—l)(w+2)(x—2) T

2 +1 A i B i C

(x—)(z+2)(xz-2) -1 z+2 -2

5 5

2’ +1 _ 3 P A
(x—1)(z+2)(z—2) x—1 z4+2 x-2

2 [ 1 5 [ 1 5 0 1
RN NI R P d
L B/x—ldx+12 z+2 x+4/x—2 v

2 5
:—§1n|x—1|+1—521n|w+2|+11n|x—2|+0

Vypoclteme integral pomoci zakladnich vzorcd. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



4
. z*—x+1
VypOCtete IQ :/Wdﬂf

(©Robert Ma¥ik, 2004.



4
v zt—zx+1
VypOCtete IQ :/Wdﬂf
4 2
= 1 = 1
S SN Gt B
x3 + 22 x3 + 22

Racionalni funkce neni ryze lomena. Nejprve proto vydélime (zde déleni
vynechdvdme, pfedpokldddme znalost této operace).

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte 1o =

2t —z+1 22—z +1
a3 4+ a2 3 + x2
2 —z+1 A+B+ C
r2(x+1) 22 =z =x+1

Napiseme formalni tvar rozkladu na parcialni zlomky s neurcitymi
koeficienty.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



4
. z*—x+1
VypOCtete IQ :/Wdﬂf
4 1 2 _ 1
s e
x® + z? x3 + z?

?-zx+1 A B c
- =4y
2x+1) 22 =z x+1

> —z4+1=A(xz+1)+ Bz(z + 1)+ Cx?

Vynasobime spole¢nym jmenovatelem. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



4
. z*—x+1
VypOCtete IQ :/Wdﬂf
4 2
_ 1 _
it WP et )
x3 + x2? x3 + 22

m2—x+1_A+B+ c
r2(x+1) 22 =z =x+1

> —z+4+1=A(xz+1)+ Bz(z + 1)+ Cx?
=10

Dosadime x = 0 do cerveného vztahu. .

(©Robert Ma¥ik, 2004.



4
. z*—x+1
VypOCtete IQ :/Wdﬂf
4 2
= 1 = 1
it WP et )
x3 + x2? x3 + 22

?-zx+1 A B c
- =4y
2x+1) 22 =z x+1

?—z+1=A(x+1)+ Bz(z + 1)+ Cx?
w=0 1=A4+0B+0C; A=1

Nalezneme A. .

(©Robert Ma¥ik, 2004.



4
. z*—x+1
VypOCtete IQ :/Wdﬂf
4 2
= 1 = 1
it WP et )
x3 + x2? x3 + 22

?-zx+1 A B c
- =4y
2x+1) 22 =z x+1

> —z+4+1=A(xz+1)+ Bz(z + 1)+ Cx?
z=0 1=A+0B+0C; A=1
==l

Dosadime x = —1 do cerveného vztahu. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



4
. z*—x+1
VypOCtete IQ :/Wdﬂf
4 1 2 _ 1
s e
x® + z? x3 + z?

?-zx+1 A B c
- =4y
2x+1) 22 =z x+1

?—z+1=A(x+1)+ Bz(z + 1)+ Cx?
z=0 1=A+0B+0C; A=1
= =l 3=04+0B+1C; C=3

Nalezneme C. .

(©Robert Ma¥ik, 2004.



4
. z*—x+1
VypOCtete IQ :/Wdﬂf
4 1 2 _ 1
s e
x® + z? x3 + z?

?-zx+1 A B c
- =4y
2x+1) 22 =z x+1

> —z+4+1=A(xz+1)+ Bz(z + 1)+ Cx?

=0 1=A+0B+0C; A=1
z=—1 3=0A+0B+1C; Cc=3
22 —x+1=Ax+ A+ Bz? + Bx + Cz?

Zbyva najit B. Roznasobime soudiny v ervené rovnici a obdrzime modrou
rovnici.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



vy rt—x+1
VypOCtete IQ :/Wdﬂf
4 1 2 _ 1
roz+l g Tzl
x® + z? x3 + z?

?-zx+1 A B c
2x+1) 22 =z x+1

22—z +1=A(x+1)+ Bx(x +1) + Cx?

z=0 1=A+0B+0C; A=1
r=—1 3=0A+0B+ 1C; C=3
22 —x+1=Ax+ A+ Bz? + Bx + Cz?

z?:1=B+C, zl: —1=A+ B, 22 1=A

Porovname koeficienty u jednotlivych mocnin. Koeficienty, které stoji
nalevo a napravo u stejnych mocnin musi byt stejné.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



iy 2t —z+1
VypOCtete IQ :/Wdﬂf
4 2
— 1 — 1
x T+ :x_1+x a5 A
3 + 22 3 + x2

?-zx+1 A B c
2x+1) 22 =z x+1

22—z +1=A(x+1)+ Bx(x +1) + Cx?

z=0 1=A+0B+0C; A=1
r=—1 3=0A+0B+ 1C; C=3
22 —x+1=Ax+ A+ Bz? + Bx + Cz?

z?:1=B+C, zl: —1=A+ B, 22 1=A
B=-2

Dosadime C' do prvni nebo A do druhé rovnice a nalezneme B. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



4
. z*—x+1
VypOCtete IQ:/WdI
zt— 2 +1 2 — 1
roz+l g Tzl
3 + x2 x3 + 2

?-zx+1 A B C
=t ——
2x+1) 22 = ax+1

A=1,B=-2,C=3

Mame vypocteny hodnoty koeficientli. Tyto hodnoty pouzijeme v rozkladu
na soudin.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



4
. z*—x+1
VypOCtete IQ :/Wdﬂf
4 1 2 _ 1
s e
x® + z? x3 + z?

?-zx+1 A B c
- =4y
2x+1) 22 =z x+1

A=1,B=-2,C=3

2 3 2 1
I2:/x—1+———+?dx—%—x———2ln|x|+31n|x+1|+0

Zintegrujeme pomoci vzroc(. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypottéte Iy — / v
X

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypottéte Iy — / L da.
3 —8

I A Bx +C

@—2) @2 +20+4) 7-2 2+2w+4

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypottéte Iy — / L da.
3 —8

a A Bz +C

(x —2)(22 + 22 + 4) m—2+m2—|—2m+4
r=A(x>+22+4)+ (Bz+C)(z —2)

Vynasobime spole¢nym jmenovatelem. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypottéte Iy — / L da.
3 —8

3t A . Bx+C
(x—2)(x2+22+4) -2 x2+2x+4
r=A(x?+22+4)+ (Bx+C)(z —2)

=2 2 =124, A=

1
6

Dosadime x = 2 .
(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypottéte Iy — / %dx.

3t _ A . Bx+C
(x—2)(x2+2x+4) -2 a2+4+2zx+4
r=A(x?+22+4)+ (Bx+C)(z —2)
z=2 2 =124, sl

x = Az? + 2Ax + 4A + Bx?> — 2Bz + Cx — 2C

| =

Roznasobime. Hleddme B a C. .
(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypottéte Iy — / L da.
3 —8

a A Bz +C

(x—2)(22+2x+4) -2 x2+2x+4
r=A(x?+22+4)+ (Bx+C)(z —2)

=2 2 =12A4, Az%
x = Az? + 2Ax + 4A + Bx?> — 2Bz + Cx — 2C
0=A+ B, 1=24A-2B+C, 0=4A—-2C

Porovnanim koeficientll u odpovidajicich si mocnin obdrZime rovnice pro
koeficienty B a C.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



X

Vypoététe 13 = / m dx.

a A Bz +C

(x—2)(22+2x+4) -2 x2+2x+4
r=A(x?+22+4)+ (Bx+C)(z —2)

=2 2 =12A4, Az%

x = Az? + 2Ax + 4A + Bx?> — 2Bz + Cx — 2C

0=A+ B, 1=24A-2B+C, 0=4A—2C
1 1

B:——'C:—
6 3

VyresSime tyto rovnice. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypottéte Iy — / L da.
3 —8

a5 A Bz +C

(x —2) (22 + 22 + 4) m72+m2+2m+4
r=A(x>+22+4)+ (Bz+C)(z —2)

=2 2 =12A4, Az%

x = Az? + 2Ax + 4A + Bx?> — 2Bz + Cx — 2C

0=A+ B, 1=24A-2B+C, 0=4A—-2C
1 1

B=—C==
6 3

1 1
6x—2 xz24+2x-+4

Dosadime hodnoty koeficientl do rozkladu. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



x
3 — 8

1 1 o 1 1 x—2
= [ = RN P | —2——/701
3 /6m—2+m2+2m+4 r=ghle-2-5 | Froea ™

Vypoctéte I3 = / dz.

Prvni ¢len integrujeme pomoci vzorce. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



x
3 —8
1'3:/1 ! 4 g7+ 3 dx:11n|x—2|—l/x7_2dx
6r—2 x2+2x+4 6 6 ) 22+2x+4
l/%(2x+2)—1—2d
6 2?2 4+ 2x+4

Vypoctéte I3 = / dz.

1
:gln|aj—2|— 7

e Ve druhém zlomku “zasifrujeme” do Citatele derivaci jmenovatele.

e K tomu mizeme pouZzit multiplikativni a aditivni konstanty.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



X

Vypoctéte I3 = /

1 1 o 1 1 x—2
= [ = RN | —2——/701
3 /6m—2+m2+2m+4 pSElp=2=g |

1 [i@2z+2)—-1-2
=Zlnjz—2|—= | 2 d
6n|a: | 6/ 22+ 2z +4 .
—11n|x—2|—1/1 202 -3 .
6 6) 222 +22x4+4 (224+2zx+1)+3

Rozdé&lime zlomek. .

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypottéte Iy — / L da.
3 —8

1 1 o 1 1 x—2
= [ = RN | —2——/701
3 /6x—2+m2—|—2x+4 pSElp=2=g |

1 1 [i@2z+2)—-1-2
= “lnjz—2/—- [ 2 d
g e =2 6/ 2rom+d
1 1771 220+2 -3
I d
gl =2l 6/2x2+2x+4+(x2+2m+l)+3 *
2 i 3 1
= “hjz—2 -~z +2+4+> [ ——  de
= n|z — 2| = n|z* 4 2z + |+6/(x+1)2+3 &

e Prvni zlomek ma v Citateli derivaci jmenovatele.

e V druhém zlomku doplnime jmenovatel na Ctverec.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypottéte Iy — / L da.
3 —8

1 1

I B et
1 1 1204+92)—1-2
:gln|m—2|_§/12(x;++2)g+4 " 3
€z —

:Eln|x_2|_g/§m2+2x+4+(m2—|—2m—|—1)+3dx
:12_21n|$—2|—%1n|x2+2x+4|+%/ﬁdx
:11_21n($_2)2_%1n|x2+2$+4|+%arctg%+c

Dokoncime integraci pouzitim vzorce. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



3 Integraly per-partés



Vypottéte / (2% +1)e " da.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypottéte / (2% +1)e " da.

/(x2 + 1)e *dz

Integruje soucin polynomu a exponencialni funkce. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypottéte / (2% +1)e " da.

- _
/(xQ—l—l)e_mdx %_m_j—l U_Zm_z

v =€ V= —¢€

s

e Integrujeme per-partés.

e Polynom budeme derivovat a exponencielu integrovat.

e Nezapomenime, ze /eﬂ der = —e™".

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypottéte / (2% +1)e " da.

2 =y
/(x +1)e "dx |

= (22 +1)e "+ 2/ ze “dx

Vzorec je /uv’ dz = uv — /u’v dz.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypottéte / (2% +1)e " da.

- I
22 4 1)e—* dz u=x"4+1 u =2
/ —x —x

v =€ v = —€

= (22 +1)e "+ 2/ ze “dz

e Opét polynom krat exponencidlni funkce.

e Opét integrujeme per-partés. Opét derivujeme polynom.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypottéte / (2% +1)e " da.

u=xz>+1 o =22

2 =y
/(x + e Fde | .

v =€ v = —€

2 - o™ T -
—(z*+1)e +2/.L€ dz ) .

=—(z®+1)e "+ 2(—956700 & /670@ dx)

Vzorec pro ervenou &ast je /uv’ dr = uv — /u’v dz, zbytek zlstane.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypottéte / (2% +1)e " da.

- I
/(xQ—l—l)e_mdx u=z"+1 u =2
v =e" v=—e"
= (22 +1)e "+ 2/xefm dz U;: x_m
v =

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypottéte / (2% +1)e " da.

2 =y
/(x + e Fde | .

Il
|
—
8
[ V)
—+
—
~—
m\
8
-+
<
8
(‘b‘
8
oL
8

Vytkneme (—e™ 7).

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / rarctgx dz.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / rarctgx dz.

/ z arctg z dz

Jedna se o soucin polynomu a funkce arkustangens. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / rarctgx dz.

1
u=arctgx u =
& 1+ 22
/xarctgmdx
=g v z?
v = = —
2

Budeme integrovat metodou per-partés. Budeme integrovat polynom a
derivovat arkustangens.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / rarctgx dz.

1
— arct g
u = arctgxr u T2 .2 . .2
tgxd — 2 arcter — = | ——
/xarcgm 7% = 5 Arctg® 2/1—}—952 0
’ _ v
v =z V=3

/uv’dx:uv—/u’vdx

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / rarctgx dz.

1
— arct g
u = arctgx u T2 .2 . .2
/xarcgm T = 2arcgaz 2/1—|—x2 x
’_ _ L
v =2 v B)

x? 1 1

Musime integrovat raciondlni funkci, ktera neni ryze lomena. Provedeme
déleni:

x? (2+1)—1 a?+1 1 1

= = — :1_
2 +1 2 +1 24+1 2241 2 +1

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / rarctgx dz.

1
— arct g
u arctgx u 1+x2 xQ q mz
/xarctgmdx ) = 7arctgx—§/mdm
/ X
v =2 v =—
2
x? 1 1
:7arctgx—§/1—l+—x2dx
T arctgw — <z + L arctgz +C
= — arctgr — —x + — arctgx :
g BT Tt T oA

K dokonceni zbyva integrovat jednicku a jeden parcialni zlomek. To
provedeme pomoci pfislusnych vzorci.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / Inzdx

/hlmdx

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / Inzdx

/ln:z:dx u=he o=

Ve funkci je “zasifrovany” soudin polynomu a logaritmické funkce:

/1 -Inxdax.

Integrujeme per-partés pri volbé

/m/dx:uu—/u’vdx

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / Inzdx

/lnxdx u=he o=

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / Inzdx

1
_ p_ L

/lnmdx w=law u_m zazlnx—/ldx
T

/uv’dxzuv—/u’vdx

1
Uzijeme vztah —z = 1.
X

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / Inzdx

1
_ p_ L

/hm:dx w=law u_m lenx—/ldx
T

=zlnzx —z

/1dx:x I

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / Inzdx

1
_ p_ L

/hlmdx w=law u_m zmlnx—/ldx
T

=zlnzx —z

=z(lnz-1)+C

Hotovo. .

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / rsinx dx

/xsinxdx

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / rsinx dx

. U=z u =
zsin x dx

Integrujeme per-partés pomoci vzorce

/m/dx:uu—/u’vdx

pliu=zav =sinz.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / rsinx dx

. U=z u =1
zsin x dx )
v =sginw V= —COSXT

Integrujeme per-partés pomoci vzorce

/m/dx:uv—/u’vdx

pfiu =z av =sinz.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / rsinx dx

!/

. U= u =1

/xsmxdx i :—xcosx—/l-(—cosx)dx
v =sinz v=—cosz

Integrujeme per-partés pomoci vzorce

/m/dx:uv—/u’vdx

pfiu =z av =sinz.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / rsinx dx

!/

. U= u =1

/xsmxdx i :—xcosx—/l-(—cosx)dx
v =sinz v=—cosz

= —a:cosa:+/cosxda:

Upravime. '

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / rsinx dx

/

. U= u =1

/xsmxdx ) :—xcosx—/l-(—cosx)dx
v' =sinx v=—coszw

= —xcosx—f—/cosxdz:

= —xcosx +sinx + C

e Integruje druhou ¢ast: /cosxdx =sinx

e Hotovo.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoltéte /(gc2 + 1)sinx de

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoltéte /(gc2 + 1)sinx de

/(a:2+1)sina:dx )

e Funkce je soudinem polynomu a funkce sinus.

e Budeme integrovat per-partés pfi volbé u = (2> + 1) a v/ = sinz.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoltéte /(gc2 + 1)sinx de

u=x>4+1 o =22

v =sinz V= —COST

/(x2 + 1)sinxz dx

(% +1) =22

/sina:dx = —cosx

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoltéte /(gc2 + 1)sinx de

u=x>+1 o =22

v =sinz V= —COST

/(J:2 + 1)sinxz dx

— (x> 1)cosx—|—2/xcosxdx

/m/dx:uv—/ulvdx

Konstantni nasobek 2ddme pred integral.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoltéte /(gc2 + 1)sinx de

u=x>+1 o =22

v =sinz V= —COST

/(m2 + 1)sinxz dx

— G 1)cosx—|—2/xcosxdx

v = cosx

U=z u =
v =

Jedté& jednou integrujeme per-partés. Nyni v = x a v/ = cosz.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoltéte /(gc2 + 1)sinx de

u=x>+1 o =22

/(J:2 + 1)sinxz dx

v =sinz V= —COST

— G 1)cosx—|—2/xcosxdx

u=2x u =1

v/ =cosx v=sinz

=1

/cosa:dx =sinz

(©Robert Ma¥ik, 2004.




Vypoltéte /(gc2 + 1)sinx de

u=x>+1 o =22

/(a:2 + 1)sinxz dx

v =sinz V= —COST

— G 1)cosx—|—2/xcosxdx

u=2x u =1

v/ =cosx v=sinz

= —(22+1)cosz + 2(zsinz — /sina:dx)

/m/dx:uv—/ulvdx

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoltéte /(gc2 + 1)sinx de

u=x>+1 o =22

/(m2 + 1)sinxz dx

v =sinz V= —COST

— G 1)cosx—|—2/xcosxdx

u=2x u =1

v/ =cosx v=sinz

= (22 +1)cosz + 2(zsinz — /sinmdx)

= — (224 1) cosz + 2(zsinz — (— cosz))

Integrujeme sinus. '
(©Robert Ma¥ik, 2004.




Vypoltéte /(gc2 + 1)sinx de

u=x>+1 o =22

v =sinz V= —COST

/(m2 + 1)sinxz dx

— G 1)cosx—|—2/xcosxdx

u=2x u =1

v/ =cosx v=sinz

= (22 +1)cosz + 2(zsinz — /sinmdx)

= — (224 1)cosz + 2(zsinz — (— cosz))

= (1 —z%) cosz +2zsinz + C

Hotovo. .

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / In? 2z dz

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / In? 2z dz

12 ’_
/1-1n2xda: u=lh'z o=

e Je zde “zasifrovan” soucin polynomu a druhé mocniny logaritmu.

e Upravime funkci In” z na sou¢in (1) - (In® z) a integrujeme per-partés pfi
volbé u =In*z av' =1

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / In? 2z dz

2
/1~ln2xdx p=lhte o= T

1
(In?z)’ = 2Inz(nz) = 2lnxz

/1dx=a:

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / In? 2z dz

/1~1n2xdx w=late w = x :xlngx—Z/hlxda:

/m/dx:uv—/ulvdx

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / In? 2 dz

/1~1n2xdm

w= x :xln2x—2/1nxdm

v 2z ,_ 2Inz
v =1 v=2a
u=Inz u =

v =1 v=

Tento trik jiz zndme: NapiSeme funkci Inz jako sou¢in (1) -Inx a

integrujeme per-partés pti volb& © = Inz a v’ = 1.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / In? 2z dz

u=In’z o = 2Inz
/1~ln2xdx B Tz :xln2x—2/lnxdm
v =1 v==z
1
u=Inz o ==
x
v =1 v==o

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / In? 2z dz

u=In’z o = 2Inz
/1~1n2xda: B Tz :xln2x—2/lnxdm
v =1 v==z
1
u=Inz o ==
x
v =1 v=2z

/m/dx:uv—/ulvdx

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / In? 2 dz

u=In’z o = 2Inz
/1~1n2xdm B Tz :xln2x—2/1nxdm
v =1 v==z
1
u=Inz o ==
x
v =1 v=2z

:xlnzx—Q(xlnx—/ldx)

:x1112x—2(x1nx—x)

Dopocitame integral z jednicky. '
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Vypoctéte / In? 2 dz

u=In’z o = 2Inz
/1~1n2xdm B Tz :xln2x—2/1nxdm
v =1 v==z
1
u=Inz o ==
x
v =1 v=2z

:xlnzx—Q(xlnx—/ldx)
:xlnzx—Q(xlnx—x)

=zln’z—2zxlnz + 22

Upravime. Hotovo. '
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4 Integrace pomoci substituce.



sin(Inx) de

Vypoctéte /
x

(©Robert Ma¥ik, 2004.



sin(Inx)

Vypoctéte / ——=dzx
x

-

e Vnitfni slozka je Inz.

1
e Derivace funkce Inz je —.
X

. 1. .. . y
e Tato derivace, —, je v soudinu s integrovanou funkci.
x
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in(1
Vypoltéte / sin(lnz)

X

T

in(1 1
/Ln( nz) dz = /sin(ln z)—dz
7

-

e Vnitfni slozka je Inz.

1
e Derivace funkce Inz je —.
X

. 1. .. . y
e Tato derivace, —, je v soudinu s integrovanou funkci.
x
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sin(Inx) de

Vypoctéte /
x

. Inz =t
1 1
/de:/sin(lnx)—dx
0

T

Zavedeme substituci Inz = ¢. .
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sin(Inx) de

Vypoctéte /
x

. Inz =t
1 1
/de:/sin(lnx)—dx
0

1
a8 —dx = dt
T

Nalezneme vztah mezi dx a dt. .
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sin(Inx) de

Vypoctéte /
x

. Inz =t
sin(Iln ) . 1 .
— ¢ = I)— adxr 1 =
/ . dz /sm(ln .L)T dz | 1 de — dt /smtdt
x

Dosadime substituci. .
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sin(Inx) de

Vypoctéte /
x

. Inx =t
sin(Iln ) . 1 .
-~ 7 o — ]_ =]
/ . dz /sm(ln x)x dz ! e /smtdt

= —cost

Integrujeme. '
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Vypoctéte /

sin(Inx) d
x

[ tn

X

1 Inz =t
dz /sm(lnx)xdx Edm — dt

= —cost = —cos(lnz) + C

= /sintdt

Pouzijeme substituci k navratu k proménné x a pfidame integracni
konstantu. Hotovo.
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Vypoctéte /acel’a”2 dzx.
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Vypoctéte /acel’a”2 dzx.

_ 2
/xelwda:

’ - v s v v Ve —_ 2
Zkusime substituovat za vnitini slozku sloZené funkce e =% . I
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Vypoctéte /acel’a”2 dzx.

_ 2
/xelwdm

1—22=t

Hledame vztah mezi diferencialy. '
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Vypoltéte /acel’a”2 dz.

_ .2
/xelwdm

1—22=t¢t
—2xdx = dt

Derivujeme obé strany substituce. '
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Vypoltéte /acel’a”2 dz.

1—z2=¢
/3)617w2 dz —2xdx = dt

de =—=dt

r ar 2

Vyjadfime odsud vyraz x dx, ktery figuruje uvnitf integralu.
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Vypoltéte /acel’a”2 dz.

1-z2=t¢
/33617””2 dz —2zdr = dt | —%/et dt
xdx:—§dt

Dosadime. .
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Vypoltéte /acel’a”2 dz.

1—z2=¢
/33617””2 dx —2zdr=dt | _ —%/etdtz —%et
xdx:—§dt

Vypoctéte integral pomoci vzorce. '
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Vypoltéte /acel’a”2 dz.

1-z2=t¢
/33617””2 dz —2zdr = dt |- —%/etdt: —%et
rdr = —=dt
2
1
:—5617124'0

Pouzijeme substituci pro navrat k plvodni proménné. '
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Vypoctéte /acel’a”2 dzx.

1—22=t¢t
—2xdr=dt |_ —%/etdt: —%et
zdr = —§dt

Hotovo. .
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dx

Vypodtéte / x
P A+ 16
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dx

Vypodtéte / x
P A+ 16

x
d/)
/334—|—16 *

/

e Substituce 2 +16 = ¢, nebo z* = ¢, nejsou (ipIné Sikovné, protoze vztah
mezi diferencidly pfi této substituci je

423 dz = dt,
aviak ¢&len z? dz nikde v integralu neni.

e Clen x dz napovida, pou%it substituci z2 = t.
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x
Vypodtét —d
ypocee/'r4+16 x
z? =t
T | 2cdr = dt
——dx
/m4—|—16 xdx:%dt

Hledame vztah mezi diferencialy a vyjadfime z néj vyraz x dz.
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T
Vypoctét —d
ypocee/'r4+16 T
2=t
T | 2cdr = dt
——dx
/-774—|-16 xdx:%dt
zt =12

Substituce 22 = ¢ vede k relaci z*

_ (LE2)2 _ t2.
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x
Vypocltét —d
ypocee/'r4+16 x
2=t
7 2zdx = dt 1 1
//de 1 :—/%dt
4 =2

Dosadime. .
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T
Vypodtét —d
ypocee/x4+16 x
22 =t
2rdr = dt 1 1
2t =2
¢ t
= —arctg —
g M8y

UZijeme vzorec
/ 1 q 1 ¢ x
————dx = — arctg —
2?2 1 A2 ANy
pti A = 4.
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T
Vypodtét —d
ypocee/'r4+16 x

z? =t

20dx = dt 1 1
zt =2

L it = o @

= —arctg - = — arctg —
g ey T gAY

U%ijeme zpétnou substituci ¢t = 2. Hotovo.
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Vypoctéte /
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Vol
dx
vo+1

Vypoctéte

/ ¢ dx—/ Vetl___— (g

(\/nitFni slozka je v/ + 1. Derivace této vnitfni slozky je

1
T+

(VETT) = 5@+ 1) =

N | =
]

Vyskyt této Clene

= uvnit¥ integralu (a v souéinu) napovids, Ze
x
provést tuto substituci bude snadné.
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Vol
dx
vo+1

Vypoctéte

vVe+1l=

Vol
vae+1

=71 L
——dz = rl d
“/ Nomn

Pouzijeme navrzenou substituci. '
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Vol
dx
vo+1

Vypoctéte

Vat1
€ dx—/ Vetl___— (g
v +1 \/.L-l-l

a tuto relaci vynasobime Cislem 2.
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Vol
dx
vo+1

Vypoctéte

vVe+1l=t
1
vatl 1 —dr = dt
e et T
dx—/ st = g | 24/ 1
Vo +1 Vz+l T—’_
de =2dt
voe+1 ‘

= /etQ dt

Dosadime. .
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Vol
dx
vo+1

Vypoctéte

ver+1=t
1
Vil — ——  _dr=dt
e T
dx—/ ol dz | 2/ 1
VErl m O
—— dz=2dt
voe+1 *

= /et2dt=2et

Zintegrujeme. '
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Vol
dx
vo+1

Vypoctéte

War a1l =1
1
Ve ———dz=dt
e T
——dx = Vetl__— dy 2/ 1
v +1 / \/:c+1 Cf+
———dx =2dt
voe+1 *

= /et2dt= 2¢!t = 2¢VH 4 O

UZijeme substituci t = v/ + 1 k navratu k pivodni proménné. Hotovo.

(©Robert Ma¥ik, 2004.



Vypoctéte / tg® x da.
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Vypoctéte / tg® x da.

/tg3 rdx

Rozepiseme funkci tg x pomoci funkci sinx a cosz. '
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Vypoctéte / tg® x da.

.3

sin® z
/tg3xdx:/ 5 dz

cos® x

Licha mocnina je i v Citateli, i ve jmenovateli. Vybereme si tu v Citateli.
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Vypoctéte / tg® x da.

. 3

sin® z
/tg3xdx:/ 5 de

cos® x

o

1" T
COS” X

2

3

sinxz dz

“Vytahneme” jednu mocninu funkce sinx z Citatele. '
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Vypoctéte / tg® x da.

o 3 )
sin® z sin“z |
tgzde = s dr = s sinzdz
cos® x cos?

1—cos?z .
= 7351nxdx
cos® x

Sudou mocninu prevedeme na funkci cosx. UZijeme identitu
sin® z 4 cos® z = 1.
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Vypoctéte / tg® x da.

o 3 )
sin® z sin“z |
tgzde = s dr = s sinzdz
cos® x cos?

cosr =1
/1—cos2x

= sinz dz
cos3 x

Dosadime cosx = t. .
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Vypoctéte / tg® x da.

o 3 .92
sin® z sin“z |
tgzde = s dr = s sinzdz
cos® x cos?

cosr =t
1—cos?z

= fsinxdx —sinxdx = dt
cos3 x

Nalezneme vztah mezi diferencidly dz a dt. '
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Vypoctéte / tg® x da.

. 3 .2
sin® z sin“z |
tgzde = s dr = s sinzdz
cos® x cos?

1—cos?z cosr =t
:/fsinxdx —sinxdx = dt
cos™ & sinrxdx = —dt

Prepiseme vyraz sin z dz do novych proménnych. '
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Vypoctéte / tg® x da.

o 3 )
sin® z sin“z |
tgzde = s dr = s sinzdz
cos® x cos?

1—cos?z cosr =t
:/fsinxdx —sinxdx = dt
cos™ & sinrxdx = —dt

Dosadime. .
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Vypoctéte / tg® x da.

o 3 .92
sin® z sin“z |
tgzde = s dr = s sinzdz
cos® x cos?

=1

1— cos? CoS T 12

:/fsinxdx —sinzdx = dt :/_ dt
cosTx sinrxdx = —dt

:/l—t*dt
t

Obdrzend raciondlni funkce je ryze lomena. Protoze je jmenovatel
jednoclenny, nemusime rozkladdat na parcidlni zlomky, ale staci vydélit
¢itatele vyrazem 3.
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Vypoctéte / tg® x da.

3 o 9
sin® x sin” x
/tg3xdx:/ dx:/ sin x dx
cosS x cos® x
=1
1— cos? z CoS T 1
Z/isinxdx —sinzdx = dt :/_ dt
cos® x . 13
sinrxdx = —dt

1, 1,
/t nlt] + 5

Nyni integrujeme pomoci vzorcil. '
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Vypoctéte / tg® x da.

o 3 )
sin® z sin“z |
tgzde = s dr = s sinzdz
cos® x cos?

1—cos?z s =4 j—
Z/isinxdx —sinzdx = dt :/_ dt
cos® x . 3
sinxdx = —dt

1 1, 1
:/g—t dt:ln|t|—|—§t =1n|COSI|+m+O

Po integraci provedeme navrat k plvodni proménné a pridame integracni
konstantu.
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1

Vypoltéte | ———— ———d=.
P / (24 cosz)sinz

(©Robert Ma¥ik, 2004.



1

Vypoltéte | ———— ———d=.
P / (24 cosz)sinz

1
- 94
/ (2 + cosz)sinx *

Licha mocnina je ve jmenovateli. '
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1

Vypoltéte | ———— ———d=.
P / (24 cosz)sinz

/ 1 q / sin d
———— x pr— - a x
(24 cosz)sinx (2 + cosz) sin® &

Vynasobime a soucasné vydélime vyrazem sinx. Tim se funkce nezméni a
lichd mocnina je v Citateli.
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1
Vypoltéte | ———— ———d=.
P / (24 cosz)sinz v

[t [ e da—
(24 cosz)sinz (2 + cosz) sin® &

1
/ (2 + cosz)(1 — cos? x)

sin x dx

Prevedeme druhou mocninu funkce sin z na cos x. Pouzijeme vzorec
sin® z 4 cos® z = 1.
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1
Vypoltéte | ———— ———d=.
P / (24 cosz)sinz v

/ 1 q / sin d
— dxr = —_— Y =
(2 + cosz)sinx (2 + cosz) sin® &

/ ! sinz dz cost =1
(2+ cosz)(1 — cos? x)

Budeme pouzivat substituci cosx = t. '
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1
Vypoltéte | ———— ———d=.
P / (24 cosz)sinz v

/ 1 q / sin d
— dxr = —_— Y =
(2 + cosz)sinx (2 + cosz) sin® &

! sinx dx cosz =1
(2 + cosz)(1 — cos? x) sinzdr = —dt

Najdeme vztah mezi diferencialy. '
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1
Vypoltéte | ———— ———d=.
P / (24 cosz)sinz v

/ 1 q / sin d
— dxr = —_— Y =
(2 + cosz)sinx (2 + cosz) sin® &

/ ! sin x dz cosz =1
(2 + cosz)(1 — cos? x) sinzdx = —dt

1
-~/

Dosadime ze substituce. .
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1
Vypoltéte | ———— ———d=.
P / (24 cosz)sinz v

/ 1 q / sin d
— dxr = —_— Y =
(2 + cosz)sinx (2 + cosz) sin® &

/ ! sin x dz cosz =1
(2 + cosz)(1 — cos? x) sinzdx = —dt

1 1
:_/(2+t)(1—t2)dt:/(2+t)(1+t)(t—1)dt

RozloZime jmenovatel na soudin. '
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1
Vypoltéte | ———— ———d=.
P / (24 cosz)sinz v

/ 1 q / sin d
— dxr = —_— Y =
(2 + cosz)sinx (2 + cosz) sin® &

/ ! sin x dz cosz =1
(2 + cosz)(1 — cos? x) sinzdx = —dt

1 1
= / )(1—t2)dt:/(2+t)(1+t)(t—1)dt

2+t
/ 1 1 1 1 1 1
p— _—— p— +_
214+t 6t—1 32+t

dt

RozloZime na parcialni zlomky (tato pasédz je zde pfeskolena, vyzaduje
dalsi a delsi poditani).
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1
Vypoltéte | ———— ———d=.
P / (24 cosz)sinz v

/ 1 q / sin d
— dxr = —_— Y =
(2 + cosz)sinx (2 + cosz) sin® &

/ ! sin x dz cosz =1
(2 + cosz)(1 — cos? x) sinzdx = —dt

_/_ 1 +1 1 +1 1
- 21+t 6t—1 32+t

1 1 1
= —Infl+t|+clnft— 1]+ 2|2+

1 1
:_/(2+t)(1—t2)dt:/(2+t)(1+t)(t—1)dt
1
= dt

UzZijeme vzorce k integraci. '
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1
Vypoltéte | ———— ———d=.
P / (24 cosz)sinz v

/ 1 q / sin d
— dxr = —_— Y =
(2 + cosz)sinx (2 + cosz) sin® &

/ ! sin x dz cosz =1
(2 + cosz)(1 — cos? x) sinzdx = —dt

1 1
:_/}2+wu—#)&zi/@+¢x1+o@_ndt
l 1 1 1 1 1

- [ - S dt
/ 51+¢ 61-1 1 32+¢

1 1 1
:—§1n|1—|—t|+Eln|t—1|—|—§1n|2—|—t|

1 1 1
—Eln(l + cosz) + gln(l —cosx) + gln(2—|—cosx) +C

Pomoci substituéniho vztahu se vratime k pivodni proménné. '
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\/3a:+2—1dT
x+1

Vypoctéte /
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\/3a:+2—1dT
x+1

Vypoctéte /

/\/3a:—|—2—1dT
x+1 ’

Clen 3z 4 2 je pod odmocninou. Uzijeme substituci, kterd umoZni tuto
odmocninu odstranit.
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Srr2-1
Vypoctéte / vort LTl g,
z+1
3z + 2 = t?
/\/3m+2—1dx
z+1

Budeme dosazovat 3z + 2 = t. I
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Vypoctéte / vie+2-1,
z+1
3z +2 =1t
3dx = 2tdt
m_1d
/ z+1 .

Nalezneme vztah mezi dx a dt. .
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Vidr+2-—1

Vypocltét dx.
ypoctee/ 1 T
3z + 2 = t?
3dz :22tdt
/\/3m—|—2—1 dr = =tdt
— dx 3
z+1

Vyjadfime dzx. '
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V3r+2-1
Vypoctéte / vort LTl g,
z+1
3z+2=1
3dx :22tdt
/\/3$+2—1dx dz = Stdt
z+1 1

Vyjadfime proménnou x. '
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vV 2—-1
Vypoctéte / vie+2-1,,
z+1
3z + 2 = t?
3dx:22tdt
/\/3m+2—1dx dngtdt
z+1 1
t=+v3xr+2

PFichystame si zpétnou substituci. Vyjadfime ¢ pomoci z.
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Vidr+2-—1

Vypocté dx.
ypoctete/ 1 T
3z + 2 =t
3dx = 2tdt
V3z+2-1 dr = 2t at t—1 2
——dzx 3 = ﬁ—tdt
t=+V3x+2

Provedeme substituci. .
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V3zF2-1
Vypoctéte / vie+2-1,,
z+1
3z + 2 = t?
3dz = 2tdt
V3z+2-1 dr = 2t at t—1 2
VT2 e 3 = [ —— Ztdt
z+1 1 12 —2)+13
t=+v3xr+2

Upravime. '
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V3zF2-1
Vypoctéte / vie+2-1,,
z+1
3z + 2 = t?
3dz = 2tdt
V3z+2-1 dr = 2t at t—1 2
VT2 e 3 = [ —— Ztdt
z+1 1 12 —2)+13
t=+v3xr+2

i=1 2=
=2 ——tdt=2 | —— dt
/t2+1 /t2+1

Prevedeme na jeden zlomek. '
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V3zF2-1
Vypoctéte / vie+2-1,,
z+1
3z + 2 = t?
3dz = 2tdt
V3z+2-1 dr = 2t at t—1 2
VT2 e 3 = [ —— Ztdt
z+1 1 12 —2)+13
Zg(t2—2)
—\/3x+

t = —i =1
=2 tdt =2 dt—2 14+ ——dt
/t2+1 / / +t2+1

Vydélime, protoZe funkce neni ryze lomena.

-t @+ +(=t-1)

241 2 +1
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\/3a:+2—1d
z+1

Vypoctéte /

3z + 2 =t>
3dx = 2tdt
V3z+2-1 dr = 2t at t—1 2
Yt T de 3 = | T <tdt
z+1 1 (2 —2)+13
Zg(t2—2)
—\/3x+
t = —i =1
=2 tdt =2 dt—2 1+ ——dt
/t2+1 / /+t2—|—1
t 1

=2 [1-—— —
/ 2+1 £2+1

Ziskana funkce je pfimo parcialni zlomek. Tento typ zlomku integrujeme
rozdélime na soucet zlomku, ktery ma v Citateli derivaci jmenovatele, a
zlomku, ktery ma v Citateli jen konstantu. Oba zlomky pak snadno
zintegrujeme.
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V3r 12 -1
Vypoctéte / vort LTl g,
z+1
3z + 2 = t?
3dz = 2tdt
V3z+2-1 dr = 2t at t—1 2
VAT e 3 = [ Ztdt
z+1 1 I#2—2)+13
Zg(t2—2)
t=+v3xr+2
—2/t tdt—2/t2 dt—2/1+ L
- 241 241
t 1
—9 1————dt:2(t——1 241 — tt) c
/ 211 211 5 Int" + 1| —arctgt ) +

Integrace je jiz snadnd. Uzijeme vztah

t 1 t )
t2+1dt7§/t2+ df——hl(t +1).
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V3 2—-1
Vypoctéte / vort LTl g,
z+1
3z + 2 = t?
3dz = 2tdt
V3z+2-1 dr = 2t at t—1 2
dz 3 — o tdf
g 4= 1l 1 g(t2—2)+13
Zg(t2—2)
t=+v3xr+2
—2/t tdt—2/t2 dt—2/1—|— 1dt
- 241 2 +1
t 1 9

=23z + 2 ln|3a:+3|—2arctg\/3a:+ +C

Roznédsobime zavorku a provedeme zpétnou substituci pro navrat k
proménné .
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5 Dalsi...



Vypoctéte / arcsinz dx

1
— 3 I: R
/arcsina:dx U= arsme V1—22
v =1 v=2z
1—22=t
_ " z —2xdx = dt
= garcsing — | ——dx ey
/\/1—962 1
xdmz—idt

—xarcsinx—/(—l)idt
2) Vi

= garcsinx + \/E

= garcsinz + /1 — 22
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6 To je vSe, dékuji za pozornost.
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