1
2) INTEGRALNI POCET FUNKCE JEDNE PROMENNE

1) Pojem neurcitého integralu
Je dana funkce f(x)=x" ana$im tkolem je najit funkci F(x)tak, aby platilo F'(x) = f(x).

3 37!
Ziejmé F(x) = x? , protoze plati {%} =x.

3 3 3
Plati vSak také {x? + 1} =x?, {x? - 5} =x?, ..., aobecné {x? + c} = x?, kde c je libovolna kon-

stanta.

Def.: Funkce F(x) se nazyva primitivni k funkci f(x) na intervalu (a,b) c R, jestlize pro vSechna x

z tohoto intervalu plati F'(x) = f(x).

Z uvodniho piikladu je zfejmé, ze ma-li dand funkce f(x) primitivni funkci, je takovych funkci nekonec-

n¢ mnoho a lisi se pouze konstantou.

Def. : Mnozinu vSech primitivnich funkci F(x) k funkci f(x) na intervalu (a,b) nazyvame neurcitym
integralem funkce f(x).

Piseme j f(x)dx=F(x)+c

Vlastnosti neurcitého integralu

e Je-li funkce f(x) spojita na intervalu (a,b), pak k ni v tomto intervalu existuje alesponi jedna
primitivni funkce a tedy i neurcity integral I f(x)dx.

Pokud pro x € (a, b) existuji integraly .[ f(x)dx a I g(x)dx, plati :

o [[rea]=re

. Ic.f(x) dx = c.j f(x)dx,kde c#0 je konstanta

o JU®xgmldr={rx)dr]gx)dx




2) Zakladni neurcité integraly

I J-dx:x+c
n+l
11 jx"dx:x +c, n#-1
n+1
1 f'x)
I jxdx—ln|x|+c ( j—f(x) dx—ln‘f(x)‘+c )
v Iaxdx: @ +c
Ina
v Iexdxzex+c
VI Isinxdx:—cosx+c
A% 11 Icosx dx=sinx +c
VIII J- dx=tgx+c
cos” x
1
IX Isin2xdx:—c0tgx+c
X dx—arcsm—+c
'[\/ i
1
XI —dx:ln‘x+\/x2iB‘+c
J-\/xziB
1 1 X
XII '[A2+x2 dx—zarctgz+c
1 1 A+x
X111 jAz_xz dx_ﬂln‘A—x
X1v

[ flax+b)dx= rax+b)+e
a



Integrace pomoci zakladnich vzorci a upravami integrované funkce

3 2
1 15 x? 1 x3 2

2) j(\/;+23\/;jdx=j(x2+5x3 dx = |Vz2| ? 2?4-0— \/—+ \/_+c

2 3
(x+2 X +4x+4 X’ 4x 4 B 4 _ B B x!
3) j x J. dx j ?4‘74—? dx—j 1+;+4x : dx , —x+4ln|x|+4_—l+c
sin” x 1—-cos’ x cos’ x
) J-tg xb = J-cos xd j cos’ Icos x Coszxdx—tgx—x+c

2
5) 'fx 5 dx = 2jx 3 sdx = |Vzl2|—§arctg3+c

—1arctg—— x+2 +
V6

3 1
O Jrrarn® e et =

7) j\/;__3dx=|vz.11|=41n‘x+m‘+c
) jﬁw:jﬁdx:mm=1n‘(x—3)+M‘+c
j\/zi_xzdx=|vz.1o|=3arcsm%+c
10)]4_1x2dx=|vz.13|=— 2ii+c
11) jx25_3dx=—5j3_x2dx=|vz.13|=—%1n%+c
Integrace pomoci vzorce &3
12) jxffsdlen\xz—s\w
:2-%Ix§)f2dx:§1n‘x3+2‘+c
14) jtgxd jzg;’; =—I_Cii:xxdx=—ln|cosx|+c

Integrace pomoci vzorce ¢.14

15) j cos(3x +1)dx = %sin(3x +D)+c

3

—13)2
%+c:%1/(4x—3)3 +c

2

16) j«/4x—3dx=j(4x—3); dx =

1
4

1
17) le ¥ dx=——e* +¢
) | :
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3) Integrace substitu¢ni metodou

a) Substituce typu 7 = ¢(x)

Véta : Necht funkce ¢ = ¢(x) ma derivaci na intervalu («, f) a zobrazuje ho na interval (a,b). Necht

funkce f'(¢) je spojita na intervalu (a,b). Pak na intervalu («, f) plati j f(p(x)).@'(x).dx = .[ f(t)dt|,

dosadime-li do primitivni funkce na pravé stran¢ ¢ = ¢(x).

Integraci substitu¢ni metodou provadime podle nasledujiciho schématu :
subst.: ¢ = @(x)
dt = @'(x)dx

Za novou promennou ¢ ¢asto volime vnitini slozku slozené funkce.

[ £ (@) g/ (x)dx = =[f@dt=F@)+c=Fp(x)+e

" oy e e , 2
P¥. : Substitu¢ni metodou vypocitejte integral .[ (—dx

4x+7)
2 (=T 2dt 1 11 1
ReSeni: [ dv= di=4dv |=[55 = [ Pdi=——+C=-
(4x+7) g dr t* 4 2 2 —t 8x +14
X =—
4

b) Substituce typu x = ¢(7)

Véta : Necht funkce f(x) je spojitd na intervalu (a,b). Necht funkce ¢(¢) mé nenulovou derivaci na

intervalu (e, ) a zobrazuje ho na interval (a,b) . Pak na intervalu (a,b) plati J- f(x).dx = .[ f(p(t).0'(t)dt),

dosadime-li do primitivni funkce na pravé strané ¢ = ¢ ' (x), kde ¢ ' je inverzni funkce k funkci ¢ .

Integraci substitu¢ni metodou provadime podle nasledujiciho schématu :

subst.: x = @(t)

x).dx = = N).¢'(t)dt = F(t)+c=F(p ™ (x))+c
Jrenas=| 7 |2 [ @ e 0d = FO+e= Fo ()
P¥.: Substitu¢ni metodou vypocitejte integral j _dx
(4+x)\/;'
2
Re§eni:J‘L: x=t :J‘Zt—di: I dtz :2.larctg£+c=arctg—x+c
(4+xWx |de=2edl 4+t (4+1) 2 2 2

4) Integrace metodou per partes

Jde o metodu, kterou pouzivame pro integraci sou¢inu dvou funkci na zakladée nasledujici véty.

Véta : Necht funkce u(x) a v(x) maji derivaci na intervalu (a,b). Pak existuje-li integral na pravé stra-

n¢, plati

ju(x).v’(x) dx =u(x).v(x)— ju'(x) V(x)dx
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Metoda mé smysl, pokud umime fesit integral na pravé strané rovnosti.
Volbu funkci u a v'je ¢asto vyhodné provadét pomoci nasledujicich pravidel :

e zanederivovanou funkci volime toho Cinitele, kterého neumime integrovat,

e umime-li integrovat oba Cinitele, potom toho, ktery se derivaci vice zjednodusi.

P¥. : Metodou per partes vypocitejte integral I x°.In xdx
ReSeni :

5) Integrace jednotlivych typi funkci
a) Integrace jednoduchych racionalnich lomenych funkeci

Neryze lomenou raciondlni funkci vyjadiime vydélenim jako soucet polynomu a ryze lomené raciondlni

A A . . . .
funkce. Pokud ma tato ryze lomena funkce tvar nebo —; , integrujeme ji pomoci n¢-
(ax+b)" ax” +bx+c

kterého ze vzorci 12,13,14 popiipade 3.

| j‘z dx = (d&lime) = jl—

dx :|Vz.12| :x—ZLarctgi—i-c
X +2

V2o T2

x+22 .[x+2

42 X 4+2 xT+2
3 2 3
Ile 13x7 +4x ldx:(délime):j3x2—4x+2— 3 dx:3x_—4x—+2x—3-—1n|4x+1|+c:

Ax+1 4x+1 302 4

+2

(jiny zptsob vypoctu :

dx=..)

dx_jl_x +2

=x°=2x° +2x—%ln|4x+1|+c

_ -3
I%dxz2J‘(3x—2)’4dx:|vz.14| :Z-l-Mﬁ-c:—%—i—c
(3x-2) 3 -3 93x-2)

= %ln‘x2 —4x+ 8‘ + %arctgx—;2 + C (tlohu je mozné tesit téz substituci ¢ =3x—2)

b) Integrace iracionalnich funkeci

e Integral iraciondlni funkce IR(x;" ax+b) dx|fesime substituci .
J' Vx+2

1+ x+2

y < t*=x+2 2
ReSent : jdeF XA thdt=2j’—dr=(dé11me)=2jt—1+idt=
I+vx+2 2tdt = dx 1+1¢ 1+t t+1

:2%t2—2t+21n|t+1|+C:x+2—2«/x+2+2ln‘«/x+2 ++C
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e Integral iracionalni funkce IR(x; “ax +b) ,%lax +b) ..., ax + b) dx| feSime substituci ,

kde s je nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel n,,n,,...,n, .

Y . 1
Pr.: ‘[—\/;(1+3\/;) dx

. 1 t°=x t
ReSeni : | ——— ——dt= =(delime)
I\/}(H%/}) 61°dt = IJ_(1+J_) It3(1+z2)
=6t —6arctg t+C = 64x — 6arctg%/; +C
¢) Integrace goniometrickych funkci
Je-11 mozné integrovanou goniometrickou funkci upravit na tvar
J feSime integral substituci ,
J fesime integral substituci [f = cos x].
(pro pfevod jedné funkce na druhou pouzivame vztah 1=sin’ x +cos” x)
.3
Pr.: [ —dx
l+cos™x
. l—cos’x . t=cosx 1—¢2
Reten : J~ sin’ x _J-sm x.sinx _J- Coszxsmxdx: ' __J‘( tz)d _
1+cos® x 1+cos’ x I+cos™ x dt = —sin xdx (1+¢7)
t* -1 1 -2
= (délime) = Ildt + j PEREY dt =t —2arctg(t) + C = cos x — 2arctg(cosx) + C
+
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Urcity integral
1) Riemanniyv urcdity integral
Necht’ f(x) je funkce spojitd na intervalu<a,b> , ktera je zde nabyva kladnych hodnot a je rostouci. Graf
této funkce, osa x a pfimky x = a, x = b ohranicuji rovinny obrazec.

Rozd&lme interval (a,b) na n stejnych dilki délky A.

/ (%)
7 ()

JFix)

J(x)

S )

Jx)

&= X1 % -1 b= Ky

Nyni uréime funkéni hodnoty v krajnich bodech jednotlivych intervalii a vytvotfime soucty :

s, =f(x)h+ f(x)h+ f(x,)h+...+ f(x,,)h dolni soucet,

S =f(x)h+ f(x)h+ f(x)h+..+ f(x,)h horni soucet.

Cisla s, a S, predstavuji soucet obsahti obdélnikil o zékladnach délky % a vyikach danych hodnotami
v krajnich bodech intervalti. Plati zfejmé s, < S .

Budeme-li zvySovat pocet délicich bodl », budou se ¢isla s, a S, k sobé pfiblizovat.

Jestlize n — oo, existuji limity lims, a limS, a jejich hodnoty jsou si rovny.
n—>0

n—x0

Spole¢nou hodnotu téchto limit nazyvame Riemannuv urcity integral funkce f(x) v intervalu <a,b> a

b
znacime ho I f(x)dx.

b
Z geometrického hlediska predstavuje j f(x)dx obsah obrazce, ohrani¢eného grafem funkce f(x), osou

a

x apfimkami x=a,x=5b.



Vlastnosti urcitvch integrala

j‘c.f(x) dx = c..[ff(x) dx

a a

? —

[£ ()£ g(n)]dx = [ £ (x)dx + [ g(x)dx

If@ﬁh:jfuyh+jfﬁﬁh,hhce@%@

Zakladni véta integralniho poctu, véta Leibniz-Newtonova

Véta : Je-li F(x)primitivni funkce ke spojité funkci f'(x) na intervalu <a,b> , pak

[reyax=[F)], = F(b)-F(a)|

2 4 2 2
PY. : I(XS—X-i'l)dX: x——x—+x :E_i+2_(l_l+lj:£
1 4 2 '

Vypocet urcitého integralu metodou per partes

Tu.v’ dx =[uv] - iu'.vdx

a a

. u=x v =cosx R ] T . T u
Pr.: | xcosxdx = = [xsinx]? - 51nxdx:§sm5—0+[cosx]2 =
0 0

S 0 | 3
O 0 | N

u'=1 v=sinx

=T cosE—cos0==-1
2 2 2

Vypocet urcitého integralu substitu¢ni metodou

, subst : £ = @(x) 5
[Flptngydx=| dt=gp'Wax |=[fOdt=[FO)] =F(B)-F(a)
‘ a=p(a),f=pb)| ©

Pr.:

9 | subst :¢* = x - -

——=——dx=| 2dt=dx |= 2tdt =2 dt =2[arctg [} = 2(arctg3 —arctg 2
74[\/;(“1) x=4=1=2 '!‘t(tzﬂ) 'z[fz 1 farete 1}, = 2(arctg g2)

x=9=1¢t=3
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2) Geometrické aplikace urcitého integralu

e Obsah rovinné oblasti

Pti vypoctu obsahu rovinné oblasti mohou nastat nasledujici 3 piipady :

a) Funkce f(x)je spojita na intervalu <a,b> aplati f(x)>0.Obsah obrazce, ohrani¢ené¢ho grafem funkce

f(x), osoux apifimkami x =a, x =b se vypocita pomoci vzorce

P:j"f(x)dx.

Obr. :

S (%)

b) Funkce f(x) je spojitd a méni na intervalu <a,b> znaménko. Obsah pfisluSného

obrazce se vypocitd pomoci vzorce

P={|f(x)|dx|

Obr. :

_———N

a ¢ b

™~

Pti vypoctu uréime priiseciky funkce f(x) s osou x a stanovime intervaly, ve kterych je f(x) >0 a ve
kterych f(x) < 0. Na kazdém z téchto intervalli pak pocitame urcity integral, pficemz v intervalech, ve

kterych je funkce zdporna, zménime znaménko funkce f(x).
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¢) Rovinna oblast je shora ohranicend funkci f(x), zdola funkci g(x) a dale pfimkami

x=a, x =b . Obsah ptislusného obrazce se vypocitd pomoci vzorce

P=[[f(x)-g(x)]ax|

Obr. :

e Objem rotacniho télesa

Objem télesa, které vznikne rotaci oblasti, ohrani¢ené grafem funkce f(x), osou x a pfimkami

x=a, x =bkolem osy x, se vypocitd pomoci vzorce

V= nf[f(x)]zdx.




