DIFERENCIALNI POCET FUNKCE JEDNE PROMENNE

1) Pojem funkce, graf funkce

Def.: Funkci realné proménné x nazyvame pravidlo, které kazdému realnému ¢islu x € D

pfifazuje prave jedno redlné Cislo y € H. Toto pravidlo zna¢ime nejcastéji pismenem fa piSe-

me pak y = f(x).

X - nezévisle proménna, argument funkce,

y - zavisle proménna, funkéni hodnota,

D(f) - defini¢ni obor (neni-li uvedeno jinak, je to mnozina ¢isel, pro kterd ma dana funkce
smysl),

H(f) - obor funk¢nich hodnot.

Podminky, které je tfeba brat v tvahu pii urCovani defini¢nich oborii funkce :

f ()

e Funkce tvaru y = (—) je definovana pro g(x)#0,
g(x

e Funkce tvaru y =,/ f(x) je definovana pro f(x)>0,

e Funkce tvaru y =log, f(x) je definovand pro f(x)>0,
e Funkce tvaru y =tg(f(x)) je definovana pro f(x)# (2k +1) -%,

e Funkce tvaru y = cotg( f(x)) je definovand pro f(x) # kmn.

Def.: Graf funkce y = f(x) s defini¢nim oborem D(f) je mnoZina vSech bodil v roviné o sou-

fadnicich [x, /' (x)], kde x € D(f).

Zpusoby zadani funkce :

e Explicitni rovnici y = f(x)
e Implicitni rovnici F(x,y)=0
e Tabulkou

e Qraficky




2) Vlastnosti funkce

Sudost a lichost funkce

Def.: Funkce y = f(x) s defini¢nim oborem D(f) =(—a,a), kde a >0, se nazyva :
a) suda, kdyz pro kazdé x € D(f') plati f(—x)= f(x),
b) licha, kdyz pro kazdé x € D(f) plati f(—x)=—f(x).

Graf sudé funkce je soumérny podle osy y, graf liché funkce je soumérny podle pocatku.

Periodi¢nost funkce

Def.: Funkci y = f(x) nazyvame periodickou s periodou p, jestlize pro kazdé ¢islox € D(f)

plati vztah f(x + p) = f(x).

Monotonnost funkce

Def.: O funkci y = f(x) s definicnim oborem D( /') fikdme, Ze je na tomto oboru
a) rostouci, jestlize pro libovolna ¢isla x, < x, € D(f) plati f(x,)< f(x,),

b) klesajici, jestliZe pro libovolna ¢isla x, < x, € D(f) plati f(x,)> f(x,),

¢) neklesajici, jestlize pro libovolna ¢isla x, < x, € D(f) plati f(x,) < f(x,),

d) nerostouct, jestlize pro libovolna ¢isla x, < x, € D(f) plati f(x,)> f(x,).

Ma-li funkce pouze jednu z vlastnosti a) nebo b), nazyva se ryze monoténni.

Prosta funkce

Definice : Funkce y = f(x) s definicnim oborem D( /) je prosta, kdyz pro libovolna cisla

x;,x, €D(f), pro ktera je x, #x,, plati f(x,)# f(x,).

Vztah mezi prostou a monoténni funkci.
Prosta funkce nabyva kazdé své funkéni hodnoty prave jednou.
Kazda ryze monoténni funkce je prostd, protoze pro dvé libovolna Cisla, pro ktera

X, <X, kde x,x, € D(f) plati f(x,) < f(x,) nebo f(x;)> f(x,),tedy f(x;)= f(x,).
Opacné tvrzeni ale neplati, protoZe prosta funkce nemusi byt ryze monotonni.

Ohranic¢ena funkce

Definice 1.9.: O funkci y = f(x) s definicnim oborem D(f) fikdme, Ze je na tomto oboru
e ohranicend shora (zdola), jestlize existuje takové Cislo H (D), ze pro vSechna disla
xeD(f) plati f(x)<H (f(x)=D),

e ohranicend, je-li ohrani¢ena shora i1 zdola. V opacném piipadé¢ se funkce nazyva
neohrani¢ena.




3) Zdakladni elementarni funkce

¢ Konstantni funkce

¥ = ¢, kde c je konstanta

e Obecna mocnina

y=x",kde x € (0,0), neR

Defini¢ni obor a vlastnosti funkce obecna mocniny zavisi na hodnoté exponentu 7.

( pro n liché definujeme A/—x:= —fx, tedy napf. 3/—8:= 38 = -2)

e Goniometrické funkce

y=sinx Y =COSX y =tgx y =cotgx

e Exponencidlni funkce

Funkce y =a",kde a >0, a #1 je redlné Cislo, se nazyva obecna exponencialni funkce.
Pokud a = e = 2,71, mluvime o pfirozené exponencialni funkci y =e”.

Pro a >1je graf exponencialni funkce rostouci, pro a € (0,1) klesajici.

e Logaritmicka funkce

Obecna logaritmicka funkce y = log, x o zékladu a (kde a >0, a #1 je realné Cislo) piifazuje
kazdému kladnému ¢islu x takovou hodnotu y, pro kterou plati x =a”.

Pokud a = e = 2,71, mluvime o ptirozené logaritmické funkci a zna¢ime ji y=Inx.

Pro a >1je graf logaritmické funkce rostouci, pro a € (0,1) klesajici.

e Cyklometrické funkce

Jsou to funkce inverzni k funkcim goniometrickym.

y = arcsin x Y = arccos x y = arctg x y = arccotg x



Obecna mocnina

Grafy elementarnich funkci
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4) SloZena a inverzni funkce

Def.: Necht je dana funkce u = ¢(x) s defini¢nim oborem D(¢) a oborem funkénich hodnot
H(p) afunkce y = f(u), ktera je definovana na mnoziné¢ D(f) 2 H(@).
Ke kazdému x € D(@) nyni pfitad'me hodnotu y = F(x) = f(¢(x)) . Tato funkce se nazyva

sloZena funkce, pricemz f'je jeji vnéjsi slozka a ¢ vnitini slozka.

Def.: Necht' y = f(x) je prostd funkce s definicnim oborem D( f). Funkce, ktera kazdému
Cislu y € H(f') ptifazuje takové Cislo x € D(f"), pro které plati y = f(x), se nazyva inverzni

funkce k funkci f(x).Zna¢imeji /', tedy x= ' (¥).

Provedeme-li ziménu proménnych, lze psat inverzni funkce ve tvaru y = ' (x) tak, aby
nezavisle proménna byla oznacena pismenem x.
Obory funkci f a £~ jsou vzajemn& zaménéné, tedy D(f)=H(f')a H(f)=D(f ™).

Grafy funkci f a /' jsou soumérné podle pfimky y = x .

5) Polynomy

Def.: Polynomem stupné n nazyvame funkci y = P, (x) = a,x" +a,x"" +..+a, x+a,, kde

a,,a,,a,,..a, € R jsou koeficienty polynomu a n > 0je celé ¢islo.

Def.: Cislo ¢ se nazyva ko¥en polynomu P(x), jestlize P(c)=0. Vyraz (x — c) pak nazyvame

korenovy Cinitel.

Vlastnosti polynomii
e Polynom stupné » ma pravé n kofenli (mohou byt redlné nebo komplexni).

e Je-li ¢islo ¢ kofenem polynomu P, (x), mizeme tento polynom napsat ve tvaru
P (x)=(x-¢).0,,(x),kde O, ,(x) je vhodny polynom stupné¢ (n—1).
e Ma-li polynom P,(x) kofeny x,,x,,..., X, , 1ze jej rozlozit na soucin kofenovych €initelti

B, (x) = a,(x = x,)(x = x,)..(x = x,).




Jsou-li v rozkladu polynomu nékteré koteny stejné, mluvime o vicenasobnych kotenech.
Vyskytuje-li se kotfen v rozkladu pouze jednou, jde o jednoduchy koten.

Pti rozkladu polynomu na kotfenové Cinitele v redlném oboru (nepocitdme s komplexnimi
koteny) se v soucinu vyskytuji tyto typy Cinitelt :

(x—x;) - jde-li o jednoduchy kofen x,,

k . . r 4 A
(x—x,)" -jde-li 0 k-nasobny kofen x,,

(ax® + bx + ¢) - jde o polynom 2.stupné, ktery ma komplexni kofeny ( D = b*> — 4ac < 0).

Hornerovo schéma

Jde o algoritmus, pomoci kterého je mozné pocitat hodnotu polynomu v daném bodg, a ktery
se pouziva pfi rozkladu polynomu na soucin kotfenovych ciniteld.

Je-li zadany polynom P, (x)=a,x" +ax"" +..+a, x+a, a x,, md Hornerovo schéma

| a, |a || a,
X | by=ay | b || b, =P(x)’

tvar tabulky

kde na prvnim fadku jsou koeficienty polynomu a ¢isla na druhém fadku se pocitaji pomoci

rovnic b, = a, + x,b, ;. Funk¢ni hodnota P,(x,) je pak rovna ¢islu b, .

i—

6) Racionalni lomena funkce

b, (x)

Racionalni lomenou funkci nazyvame funkci y = —"—=,kde P, (x) a O, (x)jsou polynomy.

n

Je-1i stupeni polynomu P(x) > stupeni polynomu Q(x), jde o neryze lomenou funkci.

Je-li stupeni polynomu P(x) < stupeni polynomu Q(x), jde o ryze lomenou funkci.

Neryze lomenou racionalni funkci je mozné délenim vyjadtit jako soucet polynomu a ryze

lomené racionalni funkce.



7) Limita funkce

Okoli bodu

Jsou dand realna ¢isla x,,6 > 0.

Interval <x0 ,X, +0) nazveme pravym o okolim bodu x,: JEu 3 g

Interval (x, -9, x0> nazveme levym 6 okolim bodu x,, : % - JEu

Interval (x, —J,x, + ) nazveme é okolim bodu x, : o - o—
X -4 X I +a

Vynechame-li z & okoli bodu x,samotny bod x,, dostaneme ryzi o okoli bodu x, :

- d &y t+d

P¥.: Budeme sledovat chovéni funkce y = Y okoli bodu x = 0.

X

y

V tomto bod¢€ neni dana funkce definovand, ale dosazujeme-li za x Cisla, ktera se blizi ¢islu 0,
i~y “ o . . sin x
blizi se funk¢ni hodnoty ¢islu 1. Tuto hodnotu nazyvame limitou funkce y = —— pro x
X

blizici se 0.

Def.: Funkce f(x) ma v bodé x, limitu A, jestlize ke kazdému ¢islu & > 0 existuje takové
¢isloo > 0, Ze pro vSechna x, kterd patii do ryziho & okoli bodu x, plati | f(x)— A| <Ee.
PiSeme lim f(x)= 4.

X=X

Jestlize v definici limity nahradime pojem ryzi d okoli pojmem levé (pravé) ryziho ¢ okoli,
dostaneme definici limity zleva (zprava).

Piseme lim f(x)= A (lim f(x) = 4).

X=X

Véta : 1) Funkce ma v kazdém bod¢€ nejvyse jednu limitu.

2) Funkce ma v bod¢ x, limitu A prav€ kdyz lim f(x) = lim f(x)= 4.




Vlastnosti limit

Pro pocitani s limitami plati : jestlize lim f(x) = 4, lim g(x) = B pak

lim(c.f(x)) = c.A, lim(f(x)+ g(x)) = A+ B,
lim(f(x).g(x)) = A.B, lim 7™~ 4 el B0,
X=X, XX, g(x) B

Nevlastni limita funkce

Poznamka : Roz$ifenou mnozinou reélnych ¢isel rozumime mnozinu redlnych ¢isel,
roziitenou o prvky +co . Znaéime ji R*. Tedy R* = R U {- o0, + oo}.
Prvky mnoZiny R nazyvame vlastni body, zatimco + o nazyvame nevlastni body.

Ptitom pro libovolné ¢islo a € R plati:

1) a+ oo =0, a-o=-00, 00 + 00 = 00, - 00 -00=-00,
a_a _,
2 00-00 = - 00+(- 00) = 00 00+(- 00) = - 00 —=—=
) (- o0) = o0, (-o0) = - o0, —=—=0,
. /4 W /4 _w
Nejsou definovany operace : o -0, +o0-0, déleninulou, T
T 00

Def.: Funkce méa v bodé x, nevlastni limitu + co(—0), kdyZ ke kazdému Cislu K > 0 existuje
takové ryzi o okoli bodu x,, Ze pro vSechna x z tohoto okoli plati f(x) > K (f(x)<K).

Piseme lim f(x) = +oo (lim f(x) = —0).

Nevlastni limita vyjadfuje skutecnost, Ze v okoli bodu x, funkce neomezené roste nebo klesa.

K nevlastnim limitam dochazime naptiklad pii vypoctu limity podilu funkci lim S Ex; , kdy
X*)XO g x
L2
ol

Potom jestlize v levém i pravém okoli bodu x, plati

po dosazeni dostaneme vyraz typu

S 5 0, je tim L&)

g(x) =x g(X)

= 400
Jestlize v levém 1 pravém okoli bodu x, plati =——

.y P , , , ; X) o P T
Jestlize v levém 1 pravém okoli bodu x, ma podil % rizna znaménka, dana limita
g(x
neexistuje.




Jde-li naptiklad o racionalni lomenou funkci, definovanou v okoli bodu x,, nastava pfi

vypoctu limity v tomto bod¢ jeden z nasledujicich 4 ptipadi :

L=40=P L=-—0=P L=+40#P=-x L=—-0w#P=+w0
limita existuje limita existuje limita neexistuje limita neexistuje

Piimky o rovnici x = x, se nazyvaji asymptoty grafu funkce.

Limita v nevlastnim bodé

Def.: Funkce mé v nevlastnim bodé€ + c (—o) limitu 4, kdyz ke kazdému cislu ¢ > 0 existuje

takové K >0, Ze pro vSechna x > K (x < —K ) plati |f(x)—A|<g.

Spojitost funkce

Def.: Funkce se nazyva spojita v bod¢ x, je-li v tomto bod€ definovana a plati

lim /() = £ (x,).

Rikame, Ze funkce je spojita v intervalu, je-li spojita v kazdém bodé tohoto intervalu (v kraj-
nich bodech intervalu ptipadné zprava resp. zleva).

Bod, ve kterém funkce neni spojitd, nazyvame bod nespojitosti.




8) Derivace funkce

Def.: Necht’ funkce f(x) je definovana v okoli bodu x,. Derivaci funkce f(x) v bodé x,

o x)—f(x
nazyvame konecnou limitu lim S = /(x)
X=X xX—x,

. Znacime ji f'(x,).

Rikame, ze funkce ma derivaci v intervalu, ma-li derivaci v kazdém bod¢ tohoto intervalu.

Geometricky vyznam derivace

pogit L)1 ()

X=X,

vyjadiuje hodnotu tgea , tj. smérnici piimky s.

= f'(x,)

Jestlize x — x,, pfejde seCna s v tenu v bodé P a tge = lim SO = J(x)
X

) X=X,

Tedy derivace f'(x,) znaci smérnici tg¢ tecny ¢ sestrojené ke grafu funkce f(x) v bodé

P= [xo,f(xo)]. Tato tena ma rovnici : y— f(x,) = f'(x,).(x —x;).

P¥.: Vypocitejte derivaci funkce f(x)= x.

Limitu je mozné definovat rovnéz vztahem f'(x)=lim
h—0

fxth) - fx)
h

. v o Xth—-x . h
Pro funkci f(x)=x tedy f(x)—%%T—%%Z—l.




Pravidla pro derivovani
Pro funkce u(x), v(x) a konstantu ¢ plati :

!
(4, vy +ovu,) =u +ul) +..+u

leu()] = c-u'(x) (@j _u'(x)

L [c] =0
1L [xn] R

111. [ax] =a’lna

W ]
! 1

Vo oo -
xlna

VI [nx] =1

X

VIL. [sin x]’ =CoS X

VIIL [cosx| =—sinx

IX. [tg x]’ = 12
cos” x
X [cotgx]' =—— 12
sin” x
T 1
XL [arcsm x] =
1-x?
XII. [arccos x]' =— !
V1-x°
XII1. [arctg x]’ = ! >
I+x
XIv. [arccotg x], =— ! 5
1+x

xv [ =f<x>g<x{g'<x>m 1)+ gl 'ﬂ,



Derivace sloZzené funkce

Ma-li funkce u = @(x) derivaci v bodé¢ x, a funkce y = f(#) v bod¢ u,, pak ma derivaci také

slozena funkce y = F(x) = f(@(x)) aplati y'=F'(x,) = f"(uy)@'(x,).

Derivace slozené funkce je tedy rovna soucinu derivaci jednotlivych slozek.

Derivace vys$Sich rada

Derivace funkce f(x) je opét funkce. Ma-li tato funkce f'(x) derivaci, nazyvame ji druhou
derivaci funkce f(x) aznacimeji f"'(x).

Obecné n-tou derivaci funkce f(x) definujeme vztahem [ (x)= [ o (x)]’ :

Oznageni : f'(x), f"(x), f""(x), fP), ..., f"(x)

Derivace funkce y =[f(x)[*" .

Danou funkci prepiseme pomoci vzorce A” =e®™* na tvar [f(x)[*"” = e*@"/ ™ 4 pak ji

derivujeme jako sloZzenou exponencialni funkci :

[ ()] = f(x)g(x){g'(x)ln 1)+ gl) '(x)}.

9) Uziti derivace

a) L’'Hospitalovo pravidlo

. VRNV s s 0
Pouziva se pti vypoctu limit neurcitych vyrazi typu " nebo |—||.
o0
Véta : Jestlize limita limm je typu 0 nebo || a existuje-1i limita lim& = A4, pak
=% g(x) o0 =% g'(x)
plati lim £ = 4.
=% g(X)

Prevodem na limity typu |—| nebo s naslednym pouzitim L"Hospitalova pravidla lze fesit

5 || — 9|,

1 n€které dalsi typy limit neurcitych vyrazl (napf. ||0.oo

OOOH atd.- viz skripta).




b) Monotonnost funkce a lokalni extrémy

Véta : Jestlize pro vSechna x e (a,b) plati
e f'(x)>0,je funkce f(x) natomto intervalu rostouci,

e f'(x)<0,je funkce f(x) natomto intervalu klesajici.

Fim)

Rt |:| . Xq X

Def.: Funkce f(x) ma v bod¢
¢ x, lokalni minimum, kdyZ v néjakém okoli tohoto bodu plati f(x) > f(x,),

e X, lokalni maximum, kdyZ v n¢jakém okoli tohoto bodu plati f(x) < f(x,).

Lokalni maxima a lokalni minima funkce nazyvame lokalni extrémy.

Bod x,, pro ktery plati f'(x,) =0, nazyvame stacionarnim bodem.

Jestlize

e f'(x)>0 vlevém okoli stacionarniho bodu x, a f'(x) <0 v pravém okoli stacionarniho
bodu x,, nastava v bod¢ x, lokalni maximum,

e f'(x) <0 vlevém okoli stacionarniho bodu x,a f'(x)> 0 v pravém okoli stacionarniho

bodu x,, nastava v bod¢ x, lokalni minimum.

Lokalni extrém tedy nastava ve stacionarnich bodech, ve kterych derivace funkce méni

znaménko. MlzZe vSak nastat také v bodech, ve kterych derivace neexistuje.

Absolutni extrém

Definice : Funkce f(x) mavbod¢ x, eI < D(f) absolutni maximum (minimum), kdyz
pro kazdy bod x € I, takovy, Zze x # x,, plati f(x) < f(x,) (f(x)> f(x,)).

Absolutni maximum a absolutni minimum nazyvame absolutni extrémy.




¢) Konvexita, konkavita a inflexni bod

Def.: Funkci f(x), ktera ma derivaci v bodé€ x,,, nazveme konvexni (konkavni) v tomto bodg¢,

jestlize jeji graf lezi v néjakém okoli bodu x, nad (pod) te¢nou v tomto bod¢.

Funkci nazveme konvexni (konkévni) na intervalu, je-li konvexni (konkavni) v kazdém bod¢

tohoto intervalu.

] SR

n

Véta : Plati-li pro kazdé x e (a,b)
e f"(x)>0 je funkce na tomto intervalu konvexni,

e f"(x) <0 je funkce na tomto intervalu konkavni.

Bod x,, ve kterém graf funkce pfechdzi z konvexity do konkavity nebo naopak, se nazyva

inflexni bod. Muze nastat v bodech, ve kterych je druhd derivace rovna nule nebo ve kterych

druhé derivace neexistuje.

d) Asymptoty grafu funkce
Asymptoty jsou piimky, ke kterym se graf funkce piiblizuje, vzdalujeme-li se od pocatku.
RozliSujeme dva typy asymptot :
e rovnobézna s osou y (bez smérnice)
Nastava v bodech nespojitosti funkce nebo v krajnich bodech defini¢niho oboru, ve kterych

ma funkce nevlastni limitu.

Piimka x = x, se nazyva asymptotou rovnobéZnou s osou y grafu funkce y = f(x), plati-li

aspofi jeden ze vztahll lim f(x) = oo.

XXy




e ruznobéZna s osou y (se smérnici)

Ptimka o rovnici y = kx + ¢ je asymptotou riznobéznou s osou y, existuji-li kone¢né limity

k = lim 2 g = lirgo[f(x)—kx].

x—>to0 X

10) VySetiovani pribéhu funkce

Pti vySetfovani priabéhu funkce postupujeme podle nésledujicich bodu :

a) defini¢ni obor, body nespojitost,

b) priseciky s osami, urceni, kde je funkce kladna ptip. zapornd, vlastnosti funkce (sudost,
lichost, periodi¢nost, atd.),

¢) monotonnost, lokalni extrémy,

d) konvexita, konkévita, inflexni body,

e) tabulka vyznac¢nych hodnot a nacrtnuti grafu funkce.




