INTEGRALNI POCET FUNKCE JEDNE PROMENNE
1) Pojem neurcitého integralu

Je dana funkce f'(x)=x" a na$im Ukolem je najit funkci F'(x)tak, aby platilo F'(x)= f(x).

3 3
Ziejmé F(x) = % , protoze plati {%} =x2,

’ ’ !’

3 3 3
Plati viak také |:x?+1:| =x?, {——5} =x?, .., aobecné {%+c} =x*, kde ¢ je libovolna

konstanta.

Def.: Funkce F(x) se nazyva primitivni k funkci f(x) na intervalu I, jestlize pro vSechnax
z tohoto intervalu plati F'(x) = f(x).

Z Gvodniho prikladu je zfejmé, Ze ma-li dand funkce f(x)primitivni funkci, je takovych funkci
nekonecné mnoho a lisi se pouze konstantou.

Def. : Mnozinu vSech primitivnich funkci F'(x) k funkci f(x) na intervalu I nazyvame neurcitym

integralem funkce f(x).

Piéeme j F(x)dx=F(x)+c

Vlastnosti neurcitého integralu

e Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu I, pak k ni vtomto intervalu existuje primitivni funkce

a tedy i neurcity integral J. f(x)dx.
o [[real=rm
. Ic.f(x) dx = C'I f(x)dx, kde ¢ #0 je konstanta

o [[fxg@lde=[rx)det|g(x)dr




Zakladni neurcité integraly
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IX I dx = —cotgx +c¢
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X [ fax +bydx=—F(ax+b) +c
a
Pfiklady na integraci pomoci zakladnich vzorcl a Gpravami integrované funkce
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Integrace pomoci vzorce ¢.3

5) I 22_ dx:ln‘x2—5‘+c
= _[ ——ln‘x +2‘+c
7) J.tgxdx J.COr;xd :—j cZISHXd :—1n|c0sx|+c
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Integrace pomoci vzorce ¢.10

8) j cos(3x + 1) dx =%sin(3x+l)+c

1
9 |le*dx=——e* +c
) | :
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10) [Vax—3dx=[(4x-3)? dx=%@+c=%q/(4x—3)3 +c

2

2) Integrace substitucni metodou

Integraci substitucni metodou provadime podle nasledujiciho schématu :

subst.: ¢ = @(x)

[feene ="~

= [f(O)dt=F(t)+c=F(p(x)+c

Za novou proménnou £ ¢asto volime vnitini slozku slozené funkce.

3) Integrace metodou per partes

Jde o metodu, kterou pouzivame pro integraci soucinu dvou funkci na zakladé rovnosti :
ju.v'dx =uv-— Iu’.vdx

kde u =u(x) a v=v(x) jsou funkce se spojitymi derivacemi u'(x) a v'(x) v intervalu I.

Metoda ma smysl, pokud umime fesit integral na pravé strané rovnosti.

Volbu funkci u a v' provadime pomoci nasledujicich pravidel :

e za nederivovanou funkci volime toho Cinitele, kterého neumime integrovat,

e umime-li integrovat oba Cinitele, potom toho, ktery se derivaci vice zjednodusi.

4) Integrace jednotlivych typi funkci

a) Integrace jednoduchych racionalnich lomenych funkci

. P L . wi o . Y
Jde o integraly tvaru j %dx. Neryze lomenou racionalni funkci vyjadrime vydélenim jako soucet
X

polynomu a ryze lomené racionalni funkce. Pokud ma ryze lomena funkce tvar ————— integrujeme
(ax+b)

ji pomoci vzorce 10. Je-li mozné ji upravit tak, aby Citatel zlomku byl derivaci jmenovatele, pouzijeme
vzorec 3.

b) Integrace iracionalnich funkci

e Integrdl iraciondlni funkce J.R(x;\"/ax + b)) dx teSime substituci " =ax+b.



c) Integrace goniometrickych funkci

Je-li mozné integrovanou goniometrickou funkci upravit na tvar
e R(sinx).cosx fesSime integral substituci # =sinx,
e R(cosx).sinx FeSime integral substituci # =cosx .

(pti Upravéch integrované funkce asto pouzivdme vztah 1=sin’ x +cos” x)

5) Riemanniv urcity integral

b
Riemanniv uréity integral funkce f(x) vintervalu (a,b) znatime symbolem If(x)dx.

a

b
Z geometrického hlediska predstavuje I f(x)dx obsah obrazce, ohrani¢eného grafem funkce f(x),

a

osou x a pfimkami x=a,x=5b.

Vlastnosti urcitych integrali

ic.f(x) dx = c.j).f(x) dx

a a

R —

[F(r) £ g(0)]dx = [ £ (x)dx £ [ g(x)dx

if(x)dx = jf(x)dx+ff(x)dx, kde c € (a,b)

Zakladni véta integralniho poctu, véta Leibniz-Newtonova.

Véta : Je-li F(x) primitivni funkce ke spojité funkci f(x) na intervalu (a,b), pak

[f@de=[F0] = F@®)-F(a).

Vypocet urcitého integralu metodou per partes

b b
Iu.v'dx = [uv]’ - Iu'.v dx

Vypocet urcitého integralu substituc¢ni metodou (je nutné prepocitat meze integralu)

. subst : # = @(x) P
[flpep'(de=|  di=g'(x)dx |=[f@)dt=[F)] = F(B)-F(a)
“ a=p(a),p=pb) °




6) Geometrické aplikace urcitého integralu

a) Obsah rovinné oblasti

Pfi vypoctu obsahu rovinné oblasti mohou nastat nasledujici 3 pripady :
e Funkce /(x) je spojita na intervalu (a,b) a plati f(x)> 0. Obsah obrazce, ohrani¢eného

grafem funkce f(x), osou x a pfimkami x =a, x =b se vypocitd pomoci vzorce
b
P= j F(x)dx.

L~

J(x)

Obrazek 1

e Funkce f(x)je spojitd a méni na intervalu(a,b> znaménko. Obsah prislusného obrazce se

vypocita pomoci vzorce

P={|f(0)]dx.

_———w

a ¢ b

™~

Obrazek 2

PFi vypoctu najdeme priseciky funkce f(x) sosou x a urcéime intervaly, ve kterych plati f(x)>0,
a ve kterych f(x)<0. Na kazdém ztéchto intervald pak pocitame urcity integral, pficemz

v intervalech, ve kterych je funkce zaporna, zménime znaménko integralu.

e Rovinna oblast je shora ohranicena funkci f(x), zdola funkci g(x) a dale pfimkami

x=a, x =b . Obsah pfislusného obrazce se vypocita pomoci vzorce

P=[[f(x)-g(x)]dx.



Obrazek 3

b) Objem rotacniho télesa

Objem télesa, které vznikne rotaci oblasti, ohrani¢ené grafem funkce f(x), osou x a pfimkami

x=a, x =bkolem osy x, se vypocita pomoci vzorce

V= niV(x)]zdx.






