VySetrovani prubéhu funkce

Pti vySetfovani pribehu funkce vétSinou postupujeme podle nasledujicich bodi :

1) Urceni defini¢niho oboru a bodi nespojitosti.

2) Urceni prusecikli s osami, vySetieni, kde je funkce kladna ptip. zdporna a vlastnosti funkce
(sudost, lichost, periodi¢nost, atd.). Navic mizeme zjistit chovani funkce v krajnich bodech
defini¢niho oboru a v bodech nespojitosti.

3) Vysetfeni monotdnnosti funkce a urc¢eni lokéalnich extrémt.

4) Vysetteni konvexnosti a konk4vnosti, ur¢eni inflexnich bodu.

5) Urceni asymptot grafu funkce.

6) Vytvofeni tabulky vyzna¢nych hodnot a nacrtnuti grafu funkce.

Pti kresleni grafu nejprve vyznacime do soutfadnicové soustavy vyznaéné body funkce, tedy
body nespojitosti, priiseCiky s osami, body lokalnich extrému a inflexni body. Poté zakreslime
asymptoty grafu funkce. Na zdvér nacrtneme graf funkce, pfi¢emz dbame, aby splioval
vSechny zjisténé vlastnosti, tj. polohu nad (pod) osou x, monotdénnost, konvexnost a konkav-
nost, a aby se pfiblizoval k asymptotam ze spravné strany.

Piiklad : Vysetiete priibéh funkce f:y=x"+6x" +9x.

Reeni : D(f)=R,
f(=x)=(=x) +6.(=x) +9(~x)=—x" +6x> =9x # £ f(x) = funkce f neni suda ani licha.

Zjistime chovani funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru :

lim (x* +6x> +9x)= lim {x3.(1 +§+%ﬂ _—
o X—>=® X X

lim (x3 +6x7 + 9x): lim {x3.(1 +8 +%H = +o0.
x>0 x>0 X x
Prisecik s osou y: x=0=y=0, P, =0, 0].
Priise¢iky s osou x ziskame feSenim rovnice x* +6x* +9x =0 < x(x+3)’ =0.
Reseni rovnice je x=0v x=-3, tedy P, =[-3,0] a [0,0].
Pro x € (-0,-3)U(=3,0) je f(x)<0 apro xe(0,+x) je f(x)>0.

Pti vySetfovani monotdnnosti a lokdlnich extrémut ur¢ime nejprve prvni derivaci
() =3 +12x+9 =3 (x? +4x+3)=3(x +3)(x +1)

a stacionarni body : f(x)=0 x=-3vx=-1.

Body, ve kterych neni derivace definovana, funkce nema.

Na ziskanych tiech intervalech vySetfime monotdnnost funkce :

f(x)>03(x+3)(x+1)>0= xe (-0, —3)U (-1, + o),

fx)<0=3(x+3)(x+1)<0= xe(-3,-1).



Tedy funkce je rostouci v intervalech (-0, —3) a (=1, + ), klesajici v intervalu (-3, —1).

Lokélni maximum mé v bodéx =-3, 1 (— 3) =0 a lokdlni minimum v bodé¢ x=-1, f (— 1) =4
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Pro vysetieni konvexity a konkavity vypoc¢itame druhou derivaci a najdeme jeji nulové body :
f'(x)=6x+12=6[(x+2) = f"(x)=0=>x=-2.

Na ziskanych dvou intervalech vysetiime konvexitu a konkavitu :

f'x)>0=x>-2a f"(x)<0< x< -2, tedy pro x € (-, —2) je funkce konkévni, pro
x (-2, + o) je funkce konvexni.

Inflexni bod nastava v bodé x = —2 a mé soufadnice [-2, f(-2)].
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Asymptoty bez smérnice neexistuji, protoze D( f ) =R a funkce je vSude spojitd. Asymptoty
se smérnici graf funkce také nema , protoze
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tim L0) _ gy ORI (x> +6x+9)= lim [xz.(1+9+iﬂ = 40

x>ty x—>do0 X x—>to0 x—>do0 X x2
x[0]-3[-2] -1

yiofol-2]-4

Na zékladé vSech zjisténych vlastnosti funkce nacrtneme jeji graf :

Tabulka vyzna¢nych hodnot :
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t
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Priklad : Vysettete pribeh funkce g:y =

ReSeni : Funkce y = x+32 ma defini¢ni obor D(g)=R\{0}.
x

Funkce neni ani suda ani licha.

Zjistime chovani funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru :

.ox+2 . X o1 .oxXx+2 .. x .1
lim =lim—=1lm—=0, lim =lim— =1lim— =0,
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Prisecik s osou y funkce nemé (x =0 ¢ D(g)).

A L Yk and .ox+2
Prisecik s osou x ziskdme feSenim rovnice ——=0< x=-2. Tedy P, = [-2,0].
x

Pro x e(—o0, —2) je f(x)>0 apro x e (-2,0)U(0, +x) je f(x)<0.

Pro vypocet monotdénnosti a lokdlnich extrémul uréime prvni derivaci
3 2
, x —(x+2)3x" -2x-6
/%)= = .

6 - 6
X X

Pomoci ni uré¢ime stacionarni body

F)=0e 20 g 2y 6=0o1=-3.
X

Stacionarnim bodem je tedy bod x, =-3.

Prvni derivace neni definovana v bod¢ x, =0.

Na ziskanych tiech intervalech vySetfime monotdnnost funkce :
fx)>0exe(-o0,-3)a f(x)<0= xe(=3,0)U(0, o).

Tedy funkce je rostouci v intervalech (—o0,~3), a klesajici v intervalech (-3, 0), (0, «).
Funkce ma tedy lokalni maximum v bod€ x, =-3, f (— 3) = 2—17 .
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Pro vySetfeni konvexnosti a konkavnosti vypocitdme druhou derivaci : f "(x) =

Nulovym bodem druhé derivace je hodnota x; = —4. Druhd derivace neni definovana v bodé
x, = 0. Na ziskanych tfech intervalech vySetfime konvexitu a konkavitu :
f"(x)>0= xe(-0,-4)U(0,0) a f"(x)<0< xe(—4,0).
Tedy funkce je konvexni v intervalu (— 0, — 4)u (0,0) a konkavni v intervalu (— 4, O). In-
flexni bod ma funkce v bodé x, =—4.
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Asymptota bez smérnice ma rovnici x =0, protoze lim =400 a lim =—00.
x—0"  x =07 x
Asymptotu se smérnici y = kx+ g vypocitdme pomoci limit :
x+2
. X . 3 N o A .1
k:hmﬂzhmx—:hm = lim — = lim — =0,
x—>too X x—>too X x—>too X x—too X x—too X
. . . X+2 . X
q:hm[f(x)—kx]:hm[hm ; }:hm—3:0.
x—too X—Foof x—>*o  x Xt y

Tedy graf funkce f ma asymptotu se smérnici o rovnici y =0.



Tabulka vyzna¢nych hodnot : 1 1
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Na zékladé vSech zjisténych vlastnosti funkce nacrtneme jeji graf :

-4 -3
Detail grafu funkce v okoli inflexniho bodu a lokalniho maxima :
500  -400 -3.00 -280 -100 O
=-0.10¢

—-0.201




