Vysetiovani konvexity, konkavity a inflexnich bodu funkce

Konvexnost a konkavnost

Definice : Funkce y = f(x) je v bodé& xy, ve kterém ma derivaci,
e konvexni, jestlize pro vSechna x z ryziho okoli bodu x, lezi body grafu funkce nad te¢nou
grafu v bodé€ x.

¢ konkavni, jestlize pro vSechna x z ryziho okoli bodu xy lezi body grafu funkce pod te¢nou
grafu v bodé x,

Funkce na obrazku je v bod¢ x, konkavni, v bod¢ x, konvexni.

Poznamka : Funkci nazveme konvexni (konkévni) na otevieném intervalu, je-li konvexni
(konkévni) v kazdém bodé¢ tohoto intervalu.

Véta o vySetiovani konvexity a konkavity

Véta K1 : Necht’ funkce y = f(x) je spojitd na intervalu J a ma v kazdém jeho vnitinim bodé
druhou derivaci. Jestlize ve vSech vnitinich bodech intervalu J plati :
o f / (x) > 0, pak je funkce f(x) na J konvexni,

e //(x) <0, pak je funkce f{x) na J konkavni.

Srovnanim s vétou M1 je vidét, ze konvexita a konkdvita souvisi s druhou derivaci funkce
podobné jako monotdénnost souvisela s prvni derivaci. Toho budeme vyuzivat pfi vySetfovani
intervalt konvexity a konkavity.

Priklad : Vysetiete intervaly konvexity a konkavity funkce f:y=x*—2x" +1.

Reseni : Budeme postupovat podobné jako pii vySetfovani monoténnosti, jen misto s prvni
derivaci budeme pracovat s druhou derivaci.

D(f)=R. Nejprve vypotitime f'(x)=4x> —6x* a f"(x)=12x* —12x.

Vysettime, ve kterém intervalu plati 7"(x)> 0, a ve kterém f"(x)<0:

f"(x)>0=12x* —12x >0 < 12x(x —1)> 0= x € (- 00, 0) U (1, + o).

Tedy funkce je konvexni v intervalech (—o, 0) a (I, +).

Pro x<(0,1) je f"(x)< 0, tedy v intervalu (0,1) je funkce konkavni.

Symbolicky budeme konvexitu a konkavitu funkce vyjadrovat takto :
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Poznamka : Bod x, pro ktery plati f"'(x,) =0, budeme nazyvat kritickym bodem.

Inflexni bod funkce

Definice : Bod, ve kterém existuje ke grafu funkce prave jedna tecna a v némz prechazi graf
funkce z konvexity do konkavity (nebo naopak), tj. z jedné strany te€ny na druhou, se nazyva
inflexni bod.

Poznamka : Za inflexni bod povazujeme 1 ptipad, kdy ma funkce v bod¢ x, nevlastni deriva-

ci ( tecna ke grafu je v tomto bod¢ rovnobézna s osou ).

Véta o postacujicich podminkach pro existenci inflexniho bodu

Véta K2 : Necht funkce f(x) md vbodé x, spojitou prvni derivaci a necht plati
7" (xg) = 0 nebo f” (x,) neexistuje. Existuje-li pravé ryzi okoli bodu x, tak, Ze funkce f” (x)
v ném ma jiné znaménko nez v levém ryzim okoli bodu x), ma funkce f{x) v bod¢€ x, inflexni
bod.

Poznamka : Inflexni bod muze tedy nastat jen v kritickych bodech kde f"(x) =0 a v bodech

ve kterych f"(x) neexistuje (pokud je v nich funkce definovana).

Priklad : Vysetfete intervaly, v nichz je funkce f : y =

= konvexni resp. konkavni a ur-
cete jeji inflexni body.
Reseni : Defini¢ni obor funkce D(f)=R.
Vypocitame prvni a druhou derivaci :
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Uréime kritické body :
y"'=0 @%zO@Zx-(xz —3):0<:>x-(x—x/§)-(x+\/§)=0<:>
X"+

S X, =—\/§vx2 =0vux, =43.
Funkce je konvexni pravé tehdy, je-li y” >0 a konkavni je pravé tehdy, je-li y" < 0. Vzhle-

dem k tomu, Ze jmenovatel (x2 + l)3 je vzdy kladny, staci fesit nerovnice :
x-(x—\/g)-(x+\/§)>0<:>xe(—\/§,0)u(\/§,oo),
x-(x—\/g)‘(x+\/§)<0©xe(—oo,—\/g)u(o,\/g).
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je konvexni pro x € (— \/g, O)u (ﬁ’ oo), konkavni pro x € (— 00, — \/g)u

Funkce y =

x2+1

) (0, NE) ) Inflexni body ma funkce v bodech x, = 3, x,=0,x; = V3.V téchto bodech
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dopocitame funk¢ni hodnoty : 1 (—\/5 )= %43, f(0)=0, f (\/5 )= -

Poznamka : Pii vySetfovani konvexity a konkavity je mozné pouzivat také postup popsany
pfi vySetfovani monotonnosti. Spociva v nalezeni kritickych bodii a bodt, ve kterych neexis-
tuje druhd derivace a dosazenim bodil ze ziskanych intervali do druhé derivace. Podle zna-
ménka druhé derivace v téchto bodech rozhodneme o konvexité a konkavité na celém interva-

lu.



