VySetirovani monotonnosti funkce a lokalnich extrémii

Pfipomenime, Ze monotonnost vyjadiuje, zda je funkce v bodé (na intervalu) rostouci ¢i klesa-
jici. Tuto dilezitou vlastnost funkce budeme nyni vysetfovat pomoci znaménka 1.derivace.

Véta o monotonnosti funkce

Véta M1 : Necht funkce y = f(x) je spojita na intervalu J a méa v kazdém jeho vnitinim
bod¢ derivaci. Jestlize ve vSech vnitinich bodech intervalu J plati:

e ' (x) >0, pak je funkce f{x) na J rostouci.

e 1/ (x) <0, pak je funkce f{x) na J klesajici.

o f / (x) = 0, pak je funkce f{x) na J konstantni.

Priklad : VySetiete monotonnost funkce f:y =3x* —4x’ vbodé x, =-1.
Reseni : D(f)=R .Vypocitame prvni derivaci funkce : f'(x)=12x> —12x7.
Monotonnost funkce v bod¢ ur¢ime podle hodnoty prvni derivace v tomto bodé.
Pro x, =—1 je f'(-1)=12(-1)’ =12(-1)* =-12-12 =24 <0.

Funkce f jetedy v bod€ x, = —1 klesajici.

Pti vySetfovani monotonnosti funkce na intervalu je mozné postupovat dvéma zpiisoby. Prvni
vychazi pfimo z véty M1 a spociva v feseni nerovnic f'(x) >0 a f'(x) <0. Vysledkem jsou

pak intervaly riistu a klesani funkce.

Pti feSeni druhym zplisobem se vyhneme feSeni nerovnic. Na ¢iselnou osu nanesme vSechny
body, ve kterych je derivace rovna nule nebo neni definovana. Derivace miize ménit znamén-
ko pouze v téchto bodech - tedy pouze tyto body mohou byt krajnimi body intervalii, na nichz
je funkce rostouci nebo klesajici. K uréeni znaménka derivace v kazdém z intervall pak staci
urcit znaménko v nékterém vnitinim bod¢ tohoto intervalu. Je vhodné zvolit takovy bod x,
v némz se hodnota f'(x) snadno vypocita.

Piiklad : Vysetiete monotonnost funkce (tj. urete intervaly riistu a klesani funkce) :
fiy=x>—6x>+9x.

ReSeni : Nejprve vypo&itame prvni derivaci funkce a upravime ji :

£(x)=3x" —12x+9 =3(x* —4x +3)=3(x —1)(x - 3).

Prvni zpiisob vySetfovani monoténnosti :

Resime nerovnice 3(x —1)x—3)<0 a 3(x—1)x-3)>0.

Vzhledem k tomu, ze grafem prvni derivace je parabola, oteviend smérem nahoru, ktera pro-

tind osu x v bodech x, =1, x, =3, je feSenim prvni nerovnice interval (1, 3), v némz je dana
funkce klesajici. Resenim druhé nerovnice jsou intervaly (—oo,1) a (3, + ), v nichZ je dana

funkce rostouci.



Druhv zpusob vySetfovani monoténnosti :

Protoze prvni derivace funkce je definovana pro vSechna x € R, mize se monoténnost menit
pouze v nulovych bodech prvni derivace (tj. v bodech, v nichz je prvni derivace rovna nule).
V nasi tloze jsou to body x, =1, x, =3.

Tyto body rozdéli definiéni obor funkce na 3 intervaly : (—oo, 1),(1, 3),(3, + ).

Pro uréeni znaménka prvni derivace funkce v intervalu (— o0, 1) vypocitame jeji hodnotu
v libovolném bodé tohoto intervalu.

Naptiklad prox =0 je f'(0)=3.0-12.0+9=9>0.

Tedy funkce je v tomto bodé a také na celém intervalu (- oo, 1) rostouci.

Pro uréeni znaménka prvni derivace funkce v intervalu (1, 3) vypocitame jeji hodnotu v libo-
volném bod¢ tohoto intervalu.

Naptiklad prox =2 je f'(2)=3.22 -122+9=12-24+9=-3<0.

Tedy funkce je v tomto bod¢ a také na celém intervalu (1, 3) klesajici.

Pro ur¢eni znaménka prvni derivace funkce v intervalu (3, + oo) vypocitame jeji hodnotu opét
v libovolném bodé tohoto intervalu.

Naptiklad prox =4 je f'(4)=3.4> -12.4+9=48-48+9=9>0.

Tedy funkce je v tomto bodé a také na celém intervalu (3, +o0) rostouci.

Symbolicky budeme monotonnost funkce vyjadfovat takto :
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Lokalni extrémy

Definice : Funkce y = f{x) ma v bod¢ xy, ve kterém je definovana:
¢ lokalni maximum, jestlize pro kazdé¢ x z ryziho okoli bodu xy plati f{x) <f{xy),
¢ lokalni minimum, jestlize pro kazdé x z ryziho okoli bodu xy plati f{x) > f(x).
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Funkce na obrazku ma v bodé€ x, lokalni maximum, v bod¢ x, lokalni minimum.

Poznamka : Bod x,, pro ktery plati f'(x,) = 0, budeme nazyvat stacionarnim bodem.



Véta o postacujicich podminkach pro extrém

Véta M2: Necht f(x) je v bod¢ xy spojita a necht’ [ / (xg) = 0 nebo f / (xp) neexistuje. Existuje-li
pravé ryzi okoli bodu x, tak, ze funkce f / (x) v ném ma jiné znaménko nez v levém ryzim
okoli bodu xy, ma funkce f(x) v bod¢ xy lokalni extrém.

Lokalni extrém nastava tedy ve stacionarnich bodech nebo v bodech, kde derivace neexistuje,
ve kterych derivace funkce méni znaménko.

Priklad : Najdéte lokalni extrémy funkce f:y=x" —6x> +9x.
Reseni : Pii feSeni Gilohy vyuZijeme vysledky pfedchoziho piikladu. Tam jsme zjistili, Ze mo-
noténnost funkce y =x’ —6x”> +9x je mozné vyjadiit diagramem
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Na zéklad¢ veéty M2 nastava tedy v bodé x =—1 lokdlni maximum a v bodé¢ x =3 lokalni
minimum. Zbyva urcit funkéni hodnoty : f(-1)=-1-6-9=16, f(3) =27-54+27 =0.

. 2 _2x+2
Priklad : Najdéte lokalni extrémy funkce y = % .
x f—
Reseni : Defini¢ni obor D(f) =R —{1}.
Vypocitame prvni derivaci :
) (2x—2)(x—l)—(x2 —2x+2)_ 2x? —2x—2x+2-x"+2x-2 x’-2x

) (x=1) (x=1) (x=1)

Ur¢ime
a) stacionarni body :
x(x - 2)

(x—1)

b) body, ve kterych prvni derivace neexistuje : x; =1.

=0=x =0;x, =2.

Prvni zpisob vySetfovani monoténnosti.

x?-2x
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je kvadraticky vyraz , bude vyraz na levé stran¢ kladny pro x € (—,0) U (2,00) a zaporny pro
xe(0,Hu(L2).

Tedy funkce je rostouci pro x € (—0,0) U (2,00) a klesajici pro x € (0,1) U (L,2).

Z véty M2 pak vyplyva, ze v bod€ x = 0 nastava lokdlni maximum a v bodé x = 2 lokalni mi-
nimum.

Resime nerovnosti 0. Vzhledem k tomu, ze jmenovatel je vzdy kladny a v Citateli

Druhv zpusob vySetfovani monotonnosti.

Body, ve kterych mize dojit ke zméné monotdénnosti, zndzornime na ¢iselnou osu prvni deri-
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a dosazenim ze vzniklych podintervalt do prvni derivace dostaneme napf-.:
’ ! 1 ! 3 !
yED>0, y()<0, y()<0, y(3)>0.
Na zakladé toho vyjadiime monotonnost funkce pomoci diagramu
0 1 2
Z véty M2 pak vyplyva, ze v bod€ x = 0 nastava lokdlni maximum a v bodé x = 2 lokalni mi-

nimum.
V téchto bodech nabyva zadana funkce hodnoty y(0) =-2, y(2) = 2.




