Reseni soustav linearnich rovnic

Soustava linearnich rovnic

Soustavou m linearnich rovnic o n nezndmych x,, x,,...,x, rozumime soustavu :

a,x, + ap,x, + .. + a,x, = b
a, X, + apx, + .. + a,x, b,

. . 9
amlxl + amZ‘xZ + + amnxn = bm

Kde a,

b €R. Cisla a,; nazyvame koeficienty soustavy, Cisla b, absolutni ¢leny. Uvedenou

soustavu budeme znacit S(m,n).

Homogenni a nehomogenni soustava linearnich rovnic

Soustava linedrnich rovnic S(m,n) se nazyva homogenni, jestlize plati b, =...=b, =0.

m

Je-1i pro alesponi jedno i =1,...,m, b, # 0, nazyva se soustava nehomogenni.

ReSenim soustavy S(m,n) rozumime kazdy vektor (x,, x,,...,x, ), ktery vyhovuje v§em rovni-

cim soustavy.

a,, a, .. a, a,, 4a, .. a,b,

a a .. a a a ... a, b

L 21 22 2 L ° e 21 22 2 2
MaticiA=| " |nazveme matici soustavy, matici A , = "

aml amZ amn aml amZ amn bm

nazveme rozsifenou matici soustavy.

Resitelnost soustavy linearnich rovnic

Véta o feSitelnosti soustavy linearnich rovnic

Frobeniova véta : Soustava linearnich rovnic S(m,n) ma feSeni pravé tehdy, kdyz matice sou-
stavy a rozSifend matice soustavy maji stejnou hodnost.

Pocet FeSeni soustavy linearnich rovnic

Necht’ soustava linearnich rovnic S(m,n) ma feSeni, 4 je hodnost matice soustavy a n pocet
neznamych. Pak

a) jestlize & =n, ma soustava pravé jedno feseni.

b) jestlize & < n, ma soustava nekone¢né¢ mnoho feseni zavislych na n—h parametrech.

Poznamka : 1) V pripadé, ze soustava S(m,n) ma nekoneéné¢ mnoho feSeni zavislych na n—h
parametrech, mizeme za téchto n—/ nezndmych volit libovolné realna ¢isla. Hodnoty ostat-
nich 4 nezndmych (bazickych) jsou pak uréeny jednoznaéné pomoci n—#A parametrq.




2) Vztah vyjadiujici (pomoci parametrl) vSechna feSeni soustavy se nazyva obecné FeSeni
soustavy. Dosadime-li za parametry konkrétni redlnd cisla, dostaneme jedno feSeni, které
nazyvame partikularni FeSeni soustavy.

Uvedené vysledky Ize shrnout do nasledujiciho schématu :

moustava inearnich rowme o »

neznamych
1 1
i
BOA) = k(A f(A) = h(A)
sonstava ma fedend soustava nema fedent
8
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A =n LA < n
2 g v v soustava ma nekoneéné
soustava ma prave jedno fedend L
tncho fedend zawmslich na

. A- k(A parametrech

Pocet FeSeni homogenni soustavy linearnich rovnic

Véta 9.21.: Homogenni soustava linearnich rovnic ma vzdy feSeni.

Je-li & hodnost matice soustavy a n pocet neznamych, pak :

a) jestlize h=mn, ma homogenni soustava jediné feseni x =(0,...,0). Toto feSeni nazyvame
trivialni feSeni.

b) jestlize 4 < n, ma soustava nekone¢né¢ mnoho feSeni zavislych na n—h parametrech.

Metody reSeni soustav linearnich rovnic

Dv¢ soustavy linearnich rovnic se stejnym poc¢tem nezndmych, které maji mnoziny vSech fe-
Seni sobé rovné, se nazyvaji ekvivalentni. Upravy, jimiZ se neméni mnoZina feSeni soustavy,
nazyvame ekvivalentni Gpravy soustavy linearnich rovnic. Nejdilezité;si z nich jsou :

e vymeéna poradi rovnic,

e ndasobeni libovolné rovnice nenulovym realnym ¢islem £,

e pficteni k-ndsobku nekteré rovnice k jiné rovnici.

Dv¢ soustavy linearnich rovnic S,(m,n), S,(m,n), znichz jedna vznikne z druhé pouzitim

uvedenych ekvivalentnich Gprav soustav, jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz jejich odpovida-
jici roz8ifené matice jsou ekvivalentni.




Gaussova elimina¢ni metoda

Ekvivalentnim ipravam soustavy odpovidaji ptislusné Gpravy jeji rozsifené matice. Soustavu
proto mizeme fesit tak, ze jeji rozsSifenou matici pfevedeme na stupiovy tvar. Této matici
odpovida soustava, ekvivalentni s danou soustavou, kterd ma tvar, ze kterého zpétnym dosa-
zovanim ur¢ime feSeni zadané soustavy. Uvedeny postup se nazyva Gaussova elimina¢ni me-
toda. Pomoci ziskané stupniové matice miizeme navic rozhodnout o feSitelnosti soustavy na
zékladé Frobeniovy véty.

Priklad:
X, +2x, +3x; -2x, =
9 A% . ’ ’ . 2x1 - x2 _2x3 _3X4 =
1) Reste soustavu linearnich rovnic : ,
3x, +2x, - x; +2x, =
2x, -3x, +2x; + x, = -8

Reseni : Z koeficientl soustavy vytvofime rozsifenou matici soustavy a tu pak pomoci ekvi-
valentnich uprav ptfevedeme na stupiiovy tvar :

1 2 3 =2[6)(2/(3) (1 2 3 =26

2 -1 -2 -3|8 | u 0 =5 -8 1|-4|(4)/.(-7
3 2 -1 2|4 J |0 -4 —10 8 |-14|.(5)d
2 -3 2 1]-8) u 0 -7 -4 51-20 (5)
1 2 3 -2/6 1 2 3 -2|6
0 -5 -8 1|-4 0 -5 -8 1|-4

~

0 0 —18 36/-54[(2) |0 0 —18 36|-54
0 0 36 18-72/a4 (0 0 0 90[-180

Vzhledem k tomu, Ze #(A) =4 = h(A ), ma podle Frobeniovy véty soustava feSeni.
Navic plati #(A) =4 = n, tedy soustava ma prave jedno feSeni. Ziskdme ho zpétnym dosazo-

vanim ze soustavy, odpovidajici stupiiové matici :

x, +2x, +3x; -2x, = 6
-5x, —-8x; +x, = -4
—18x; +36x, = -54

90x, = -180

Postupujeme tak, Ze nejprve z posledni rovnice vyjadiime nezndmou x,, potom pomoci ni

z predposledni rovnice vyjadiime neznamou x, atd.

—180 —18x; +36.(-2)=-54 -5x, -8.(-1)-2=-4
Tedy X, =—=-2, s )
90 x; =-1 X, =2
x +2.(2)+3.(-1)-2.(-2)=6
x, =1

Reseni budeme zapisovat ve tvaru vektoru (1,2,—1,—2).



-2x, + x, +3x, = -3

. ., 03X —2x, - x; —-2x, = 5
2) Reste soustavu linearnich rovnic .
2x, - 3x, -5x; -25x, = -9

4x, +3x, - x; + x, = 15

PrepiSeme soustavu do matice a pfi¢tenim druhého fadku k prvnimu ziskdme na klicovém

misté a,, jednotkovy prvek :

2 1 0 3]-3)9 (1 =1 1 1 [2)W=3)/(=2)/(-4)
3 -2 1 205 0@M |3 -2 1 -2|5] 4

2 -3 -5 -25-9| |2 -3 -5 -25|-9 J -
4 3 -1 1115 4 3 -1 115 o
-1 1 12 -1 1 112

0 1 -2 —5|-1|.m/ (=7 |0 1 -2 —5|-1

0 -1 -7 —27-13| 4 o 0 -9 —32/-14

O 7 _ 5 _ 3 7 ‘J ..... 00 .................. 932 14

ProtoZze h(A)=3=h(A ), ma soustava podle Frobeniovy véty feSeni.
Vzhledem k tomu, ze h(A) =3 # n =4, ma soustava nekonecné¢ mnoho feseni, zavislych na
n—h(A) =1 parametru. Jednu nezndmou volime za parametr a ostatni nezndmé vyjadiime

pomoci tohoto parametru zpétnym dosazovanim ze soustavy, odpovidajici stupiiové matici.

X, - x, + x3 + x, = 2
Je to matice X, — 2x; - 5x, = -1.
- 9%, - 32x, = -14

Zvolme za parametr f nezndmou x,. V nasi tloze mdme moznost zvolit za parametr i nezna-

mou x,, byva ale zvykem (je-li to mozné) volit za parametr nezndmou s nejvyS$im indexem.

Jetedy x, =1, —9x, -32t=-14 x2—2-14_32t—5t=—1

x, = 147320 19-19¢

9 X, = 9 5
19-19¢ 14-32¢
X, — + +t=2
9 9
23+ 4¢
X, = )
9

Reseni zapiseme ve tvaru (23;4t, 19_919t, 14_932t, tj, kde reR.

Jde o tzv. obecné feSeni soustavy. Zvolime-li za parametr ¢ urcité realné Cislo, napt. =1,
dostaneme partikularni feseni (3, 0,-2, 1) .



Jordanova metoda tiplné eliminace
Tato metoda spociva v uprave rozsifené matice soustavy na jednotkovou matici. Ve sloupci
na prave stran¢ pak dostavame pfimo hodnoty nezndmych.

Piiklad: Jordanovou metodou uplné eliminace feste soustavu linearnich rovnic:

X, -2x, = -5 3x, —-2x, +2x; +x, =0
a)2x, +x, +x3 = 7, b2x - x, + x3 +3x, = 3.
-x, +2x, +2x; = 9 3x, — 3x, +3x, =1

ReSeni : a) Pti upravé rozsifené matice soustavy postupujeme tak, ze nejprve za klicovy prvek
volime a,,, ve druhém kroku a,, a ve tfetim a,;. Pomoci téchto Cisel pak nulujeme ostatni

prvky v pfisluSném sloupci.

1 0 =2|-5\.(=2)/.() (1 0 -2]-5

2 1 1|74 ~10 1 5 |17 [(=2)~
-1 2 2109 J {02 0| 4) 4
1 0 -2]-5 <1 1 0 0]1

01 5 (17| ~l0 1 0]2

00 11]3)(5/2 |00 1|3

Podle Frobeniovy véty ma soustava feSeni, nebot’ #(A) =3 =h(A,).
Navic plati #(A) =3 = n, tedy soustava ma prave jedno feseni. Ziskdme ho pfimo z vysledné
roz$ifené matice soustavy : x, =1,x, =2,x; =3.

Tedy obecné feseni dané soustavy ma tvar (1,2,3).

3 -2 2 1]0\(=2)/(-) (3 -2 2 1]0 q
by[2 -1 1 3[3|3) ~l0 1 -1 7[9lMD)/.Q2)~
3 -3 0 3|1 J o -1 -2 2[1)4
30 0 1518 30 0 15]18):(3) [1 00 51 6
- _ -lo - 217 123 ~ 17
0 1 -1 7/9|G3)~0 -3 0 -12[-17[:(=3)~[0 1 0 4 A
00 -3 9]10 0 0 -3 9 [10):(=3) |o 0 1 -3 _1%

Podle Frobeniovy véty ma soustava feSeni, nebot’ #(A) =3 =h(A;).

Plati h(A) =3 # n =4, tedy soustava ma nekone¢né mnoho teseni, zavislych na n—h(A) =1

parametru.

Zvolime-li za parametr # nezndmou x,, dostaneme ostatni nezndmé piimo ze stupfiové ma-
. 17 10

tice: x, =6-5t,x, = ?—4t,x3 = —?+3t,x4 =t

Tedy obecné feseni dana soustavy je (6 — 5t,1?7 —4¢,— % +3t,1).



Cramerovy vzorce
Jde o metodu zalozenou na pouziti determinantd. Jeji vyznam spociva v moznosti explicitné

v

vyjadfit vzorcem feSeni soustavy pomoci prvki rozsifené matice soustavy (bude vyuzito napf.
u metody nejmensich ¢tverct nebo pii feSeni diferencidlnich rovnic vyssich fadil). Omezenim
v8ak je pracnost vypoctu determinanti vysSSich adi a také podminka rovnosti po¢tu rovnic

a poctu neznamych.

Véta o FeSeni soustavy pomoci Cramerovych vzorcu

a,, .. a,
Mgéjme soustavu 7 linearnich rovnic o n nezndamych a oznaéme D =| : : | determinant

a a

nl nn
matice této soustavy. Necht' D # 0. Pak soustava ma pravé jedno feseni, dané Cramerovymi

: D ) . , .
vzorel @ X, =Fk’ kde D, (pro k=12,..,n) jsou determinanty fadu n, které dostaneme

z determinantu D nahrazenim jeho k-tého sloupce sloupcem absolutnich ¢lent (b,,0,,...,b,).

Piiklad: Pomoci Cramerovych vzorct feste soustavu linearnich rovnic

2x-3y+z=0
xX+2y—z=3
2x+y+z=12
2 -3 1
ReSeni : Determinant D={1 2 —1l=4+6+1-4+3+2=12#0, tedy soustava mé pré-
2 1 1
v¢ jedno feseni.
0 -3 1 2 0 1 2 -3 0
Daleje D, =3 2 -1=24,D,=|1 3 -1=36,D,=|1 2 3|/=60.
12 1 1 2 12 1 2 1 12

Jednotlivé neznamé ur¢ime pomoci Cramerovych vzorct
D, 24 D, 36

Dy _60 _

L =4 ) =22 A
D 12 D 12 D 12
Tedy obecné feSeni zadané soustavy ma tvar (2,3,5).

Poznamka : Cramerovymi vzorci je mozné feSit i soustavy S(m,n), které maji nekonecné
mnoho feseni, zavislych na n— /A parametrech. Postupujeme tak, ze z determinantu D vybe-
reme nenulovy subdeterminant fadu 4. Touto volbou determinantu soustavy soucasné volime
h bazickych neznamych a n—h parametr.




