Priklad 1: Gaussovou elimina¢ni metodou fes$te soustavu rovnic:

X +2x, =5x 4+ x, = =2

3x, + x, —4x; + 6x, = -2

-x, +2x, - x, + x, = 6
X, + 3x; - 4x, =

ReSeni: NapiSeme rozsifenou matici soustavy, tj. matici tvoienou koeficienty u neznamych,
ke kterym ptidame sloupec pravych stran:

12 -5 1 |-2
301 -4 6 |-2
Ay =
12 -1 1|6
0 1 3 -4]1

Tuto matici pfevedeme ekvivalentnimi upravami na stupiiovy tvar.
V prvnim sloupci budou pod diagonalou nulové prvky, kdyz ke druhému fadku pficteme
(=3)nasobek prvniho fadku a ke tietimu fadku prvni pti¢teme:

1 2 =5 1 [=2)\.(=3)/1 (1 2 -5 1]-2

31 -4 6 |-2| 4 0 -5 11 3 | 4
-1 2 -1 1 6 4 10 4 -6 2| 4
0 1 3 -4|1 0 1 3 -4 1)7

Vyménime druhy fadek s poslednim a vynulujeme 2. sloupec pod diagonalou:

1 2 -5 1 |-2 12 -5 1 |-2
0 1 3 4|1 |(4H/5 |01 3 —4/|1

10 4 -6 240 o0 —18 18 | 0 |:(=-18)
0 -5 11 3|4 4 oo 26 -17] 09

Zbyva upravit posledni fadek. Tteti fadek vydélime (—18) a v dal§im kroku vynulujeme 3.
sloupec pod diagondlou. (Kdybychom chtéli ziskat v poslednim tadku misto Cisla 26 nulu
pfimo, museli bychom nasobit 3. fadek 13, ¢tvrty 9 a secist je.)

1 2 -5 1 |-2 1 2 -5 1 |-2
01 3 —4]1 01 3 —4|1
oo 1 1026 (00 1 —1]0
00 2 -17]/9) 4 oo 0o 919

Nyni mame stupiiovou matici, miizeme tedy provést rozbor feseni.
Protoze h(A)=4, h(A;)=4, ma soustava podle Frobeniovy véty feSeni. A protoze pocet

neznamych n =4, soustava ma feseni prave jedno.

Pti dalsim vypoctu budeme postupovat zdola nahoru. Vime, Ze stupiiové matici mame piifadit
soustavu ekvivalentni s piivodni. Jednoduse feceno: fadky matice zapiSeme opét jako rovnice.
Postupujeme od posledni smérem k prvni a z kazdé rovnice vypocitame jednu neznamou.



Posledni rovnice (z posledniho fadku): 9x, =9 = x, =1.

Piedposledni rovnice:  x; —x, =0 . Hodnotu x, zname, po dosazeni dostaneme x,.
x;—1=0
x;=1.
NapiSeme dalsi rovnici, dosadime uZ vypocitané nezndmé a dostaneme x, :
X, +3x; —4x, =1
x,+3-4=1
X, =2.
Z prvni rovnice dopocitame x,: x, +2x, —5x; +x, =2
X +2:2-5+1=-2
X, =-2.
Vektor feSeni X =(-2,2,1,1).

Priklad 2: Gaussovou elimina¢ni metodou feSte soustavu rovnic:

2x, —4x, + 5x; + 4x, = 0
X - 2x, +2x; + x, = 0
2x, - 2x, + 6x, + x, = 0
3x, —12x, + 6x, = 0

Reseni: Protoze jde o soustavu homogenni, feeni jisté existuje. Pokud je pravé jedno, je nu-
lové. Pii vypoctu postupujeme stejné jako u soustav nehomogennich.

Napiseme rozsifenou matici soustavy, hned pii vypisovani vyménime prvni a druhy tadek.
Potom budeme pievadét na matici stupiiovou.

1 =2 2 1]0\.(=2)/.(=3) (1 =2 2 110
2 —4 5 4]0/ 4 0 2 10
2 -2 6 10| 4 “lo 2 2 -1lo|
3 212 0 60 4 o -6 -6 3|0

Zaménime poradi fadkl. Druhy fadek posuneme na posledni misto, tieti fadek bude druhy a
posledni fadek upravime:

1 -2 2 110 1 -2 2 110
1 -2 2 110
0 2 2 -1[0[3 |0 2 2 -1]0
~ ~ ~lo 2 2 -1/0
0 -6 -6 3[0/d [0 0 0 010
0 0 1 210
00 1 210 0 0 1 210

Poznamka: Radek, jehoZ viechny prvky jsou nulové, jsme vynechali. Pokud bychom si zavis-
losti druhého a tietiho fadku povsimli, mohli jsme jeden z nich vyskrtnout hned a k ziskani
stupniové matice stacilo upravit potfadi radku.



Rozbor feseni: h(A)=3=h(A,), n=4. Soustava ma feSeni a protoze s <n, ma jich neko-

ne¢né mnoho. Reseni budou zaviset na n — 4 =1 parametru.

Dopocitavat zacneme od posledni rovnice: x; +2x, =0.
Zde jsou 2 neznamé a jen jednu z nich miZeme explicitné vyjadrit. Ta druha musi byt para-

metrem. Zvolime-li za parametr x,, potomx; = -2x,.

Dalsi rovnice 2x, +2x; —x, =0 = 2x, = -2x; + x,

2x, =-2(-2x,)+x,

2x, =5x,
5
Xy, = 53(?4 .

Zprvni: x, —2x, +2x;, +x, =0
X, =2x, —2x; —x,
5
X, :2-§x4—2(—2x4)—x4

x, =8x,.

Resenim soustavy je X = [8x4 ,%x4 , —2X,, x4j ,kde x, eR.

Piiklad 3: Reste homogenni soustavu

2x, +x, —-x; +2x, -3x; = 0
X, —2x, +x; -x, +x; =0
2x, —5x, +x, —2x, +2x; = 0
3x, —-2x, -x; +x, —-2x; = 0

ReSeni : V rozsifené matici soustavy vyménime prvni a druhy fadek a upravime ji.

1 -2 1 -1 1

()

(2)/(=3) (1 =2 1 -1 1 0

21 -1 2 =3 0| 0 5 -3 4 -50 0
2 -5 1 =2 2 0 0O -1 -1 0 0 O
3 -2 -1 1 -2 0 A 0 4 -4 4 -5 0

1 =2 1 -1 1 0 1 =2 1 -1 1 0
0 1L 1 0 0 0[(-/(4 |0 1 1 0 0 0
0 5 -3 4 -5 0| J 0 0 -8 4 -5 0/

0 4 -4 4 -50 T e S S R V|
Vzhledem k tomu, Ze #(A) =3 = h(A ), ma podle Frobeniovy véty soustava feSeni.
Protoze h(A)=3a n=235, mé soustava nekonecné¢ mnoho feSeni, zavislych na n—h(A) =2

parametrech.



Neznamé, které volime za parametry, mizeme pieznacit, aby bylo vidét, co jsou parametry.

Za parametry budeme volit x,,x; a ozna¢ime naptiklad x, =u,x; =v, kde u,veR.

Posledni rovnice —8x; +4x, —5x, =0

X,=—X,——X. = X,=—U——V.
S 208
Druhd x, +x;, =0
5
X, =—X; = X, ——u+§v
X, —2X, +x;—x,+x,=0
X, =2X, —X.+X, —X. = X ——1u+ %
1 2 3 4 5 1 2 8 .
P 1 1 5 1 5
ReSeni ma tvar (——u+—v,——u+—v,—u——v,u,v), kde u,ve R.
2 8 2 8 2 8

Priklad 4: Reste soustavu linearnich rovnic :

2x, + 6x, + 2x; - x, + 4x; = -1
X - x, - x3 - 2x, =
2x, + x, - 2x, + x; = 2
=-3x, + x, + 2x; + 4x, - x; = -1

ReSeni: Z koeficientli soustavy a pravych stran rovnic vytvofime rozsifenou matici soustavy,
pritom zaménime poiadi fadka. Potom ji pomoci ekvivalentnich Gprav pfevedeme na matici
stupniovou.

1 -1 -1 =2 0| 1).(=2)/.0)
0 2 1 -2 1]2

2 6 2 -1 4|-1| 4
31 2 4 —1|-1 J

1 -1 -2 01
2 1 =2 1|2 L4/
8 4 3 4 |-3| 4
2 -1 -2 -1 2 J

S O O =

I -1 -1 -2 0| 1

1 -1 -1 =2 0] 1
0 2 1 -2 1| 2
~ ~ 10 2 1 =2 1|2

___________________________ : 00 0 1 0]-1

V piredposlednim kroku je vidét, ze posledni dva fadky jsou linearn¢€ zavislé. Mizeme tedy
jeden z nich vynechat a koeficienty si jesté upravit délenim. Tim jsme ziskali stupfiovou mati-
ci a mizeme provést rozbor feseni.

ProtoZze h(A)=3=h(A;), soustava ma (podle Frobeniovy véty) feseni.
Vzhledem k tomu, ze h(A)=3 a n =15, mé soustava nekone¢né¢ mnoho feSeni, ktera budou

zaviset na 2 parametrech.



V tomto pripad€ neni mozné volit za parametry neznamé x,, x, . Z kazdé rovnice musime vy-
pocitat jednu neznamou a posledni rovnice je x, =-1.

To znamena, Ze nezndma x, je nezdvisla na ostatnich a neni moZné ji volit za parametr.

NapiSme (na zakladé fadku stupniové matice) dalsi rovnici: 2x, +x; —2x, + x5 = 2.
Zde jsou zastoupeny 4 neznamé, jednu budeme pocitat a za jednu si uz mizeme dosadit. Zby-

vaji tedy dvé a ty budou parametry. Zvolme napiiklad parametryx,,x; a vyjadfeme

v zavislosti na nich nezndmou x;,.

Z rovnice vyjadiime x; =2 -2x, +2x, — x;

Dosadime X, =2-2%,+2(-)—x; = x; =-2x, —x5.

Z prvni rovnice vypo€itdme x,: X, —x, —x;, —2x, =1

X, =1+x, +x; +2x,

x, =1+x, +(2x, —x5)+2(-1)

X, =—l-x,—x,.
Resenim soustavy je ¥ = (—l—x2 — X5, Xy, —2X,—X5 ,—1, x5) ,kde x,,x; eR.
Poznamka: Za parametry v pifikladu 4 jsme mohli zvolit také x; a x5 nebo x, a x,. Potom
ma samoziejmé vektor feSeni jiny tvar.

f:(_1+%x3 —%xs, —%x3 —%xs,x3 ,—1 ,xSJ v prvnim piipad¢, ve druhém

J?=(—1+x2+x3, Xy, X3 ,—1,—=2x, —x3).Mﬁiete si vyzkouSet.

Priklad 5: Jordanovou metodou uplné eliminace feste soustavu linearnich rovnic:

2x, + 3x, - x; + 5x, + x;, =1

X, - 2x, + Txg = 6
2x, + 4x, - 3x, + 5x, + 6x; = 3
2x, + 3x, - x; + 4x, + x;, = 1

ReSeni : Mohli bychom postupovat tak, e pii upravé rozsifené matice soustavy vyjdeme
vzdy z prvku na diagondle a pomoci néj vynulujeme ostatni prvky ve sloupci. Tedy pomoci
a,, nulujeme prvky v 1. sloupci, ve druhém kroku pomoci a,, prvky pod i nad diagonalou ve
druhém sloupci, atd. Tento postup se da snadno pouzit, pokud ma soustava rovnic praveé jedno
fesSeni. Jestlize o feSitelnosti zadané soustavy nevime nic, je vhodnéjsi upravit rozsifenou ma-
tici soustavy na stupfiovou a provést rozbor feSeni. Teprve potom upravit prvky nad diagona-
lou a vytvofit matici jednotkovou.



23 -1 5 1[I (23 -1 5 1]1

01 0 -2 716 01 0 -2 7|6/
2 4 -3 5 6]3] 4 |01 -2 0 5[2]a
23 -1 4 1[1) 4 00 0 -1 0]0

23 -1 5 11 23 -1 5 1]1
01 0 -2 716 01 0 -2 716
Tlo 0 -2 2 —2|-4|:(=2) |0 0 1 1]2]
00 0 -1 01]0 00 0 -1 0]0

Matice je ve stupniovém tvaru, provedeme rozbor feseni:

h(A)=4, h(A,) =4 = soustava ma feSeni.

Protoze n =5 > h, mé soustava nekonecné mnoho feseni, zavislych na 1 parametru.

Z posledniho fadku matice je vidét, Ze nezndma x, je nezdvisla na ostatnich a neni mozné ji
volit za parametr. Parametrem muize byt x, nebo x,. Zvolme x,. To znamen4, Ze jednotko-

vou submatici budeme vytvaret ve sloupcich 1 — 4. Vynulujeme prvky v téchto sloupcich nad
diagonalou. Upravime nejdiive 4. sloupec, potom tfeti a nakonec druhy:

23 -1 5 1]1) < 23 -1 0 11}
01 0 -2 716 < 01 0 07/6
oo 1 -1 12 97100 1 0 1]2].0
00 0 1 0[0).(5 /.2 00 0 1 0/0
2300 2[3) < 2000 —19]-15):2
0100 7/6/.(3 ]0100 716
oo 10 12 loo10 1| 2|
0007100 0001 010

15 19
1000—% —1?5 NETSTS
o100 7] 6| = x=6-7x
0010 1 |2 X, =2-x,
0001 0] 0 X, =

Po vytvoteni jednotkové submatice jsme napsali feSeni piimo. Sloupec, ktery do submatice
nepatii se pfevede na pravou stranu.

< N 15 1
ReSenim soustavy je x:(—?5+39x5, 6-7x5,2-x5,0 ,xsj ,kde x; eR.



Piiklad 6: Pomoci Cramerovych vzorcu feste soustavu linearnich rovnic

xX+2y—z=2
x—4y+z=4
2x+4y—z=-1
I 2 -1
Refeni : Determinant matice soustavy D=|1 -4 1 |=4+4—-4—-(8+4-2)=—6=0,
2 4 -1

soustava ma tedy prave jedno feseni.

Determinant D, dostaneme z D nahrazenim prvniho sloupce sloupcem pravych stran rovnic:

2 2 -1
D =4 -4 1|=8-2-16—(-4+8-8)=-6
-1 4 -1

D
Tedy prvni nezndma x = —- = —6_ 1.
D -6

Determinant D, dostaneme z D nahrazenim druhého sloupce sloupcem pravych stran rovnic:

1 2 -1
D,=(1 4 1 |=-4+4+1-(-8-1-2)=12
2 -1 -1
Druha neznama y:ﬁzﬁz_
D -6

Determinant D, dostaneme z D nahrazenim tfetiho sloupce sloupcem pravych stran:

1 2 2
D,=|1 -4 4|=4+16+8—-(-16+16-2)=30
2 4 -1
Posledni nezndma z=&=£=—5.
D -6

Obecné feseni zadané soustavy ma tvar x = (1,—2,-5).



