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Priklad : Vysetiete priib&h funkce : a) f:y=x* —4x’ +4x7,b) f:y:—l,c) f:y=2—
x— X

a nacrtnéte graf.

ReSeni :

a) f:y=x"—4x’+4x*, D(f)=R.

F(x)=(=x)' —4(-x) +4(-x)’ =x* +4x° +4x> # £f(x) = funkce f neni sudé ani
licha.

Zjistime chovani funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru :

xlirg)(x4 —4y° +4x2): o0, xlirg(x“ —4° +4x2): +00.,

Prissecik s osou y: x=0=y=0, P, =[0,0].

Priise¢iky s osou x ziskdme feSenim rovnice x* —4x’ +4x*> =0 < x’ .(xz —4x+ 4) =0.
Reseni rovnice je x, =0, x,, =2. Tedy P, = [0, 0], [2, 0].

Pro x €(0,2) je f(x)<0 apro x € (-,0)U (2, o) je f(x)>0.

Pti vySetfovani monotonnosti a lokéalnich extrému ur¢ime nejprve prvni derivaci
fi(x)=4x* —12x* +8x = 4x.(x2 -3x+ 2): 4x(x—1)(x-2)
a staciondrni body : f'(x)=0c>x=0vx=lvx=2.
Body, ve kterych neni derivace definovana, funkce nema.
Na ziskanych tfech intervalech vysetfime monotonnost funkce :
f(x) >0 4x.(x—l).(x—2)> 0= xe (O, 1)u(2, oo),
f(x)<0e4x(x-1)(x-2)< 0= x e (-, 0)U(,2).
Tedy funkce je rostouci v intervalech (0,1) a (2, ), klesajici v intervalech (—oo, 0) a (1,2).

Lokalni minimum mé v bodechx =0, f (O) =0a x=2, f (2) =0, lokalni maximum v bodé

x=1, f(1)=1.
N SN S
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Pro vySetfeni konvexity a konkavity vypocitdme druhou derivaci a najdeme jeji nulové body :

3 3

f7(x)=12x> —24x+8=43x> —6x+2) = f"(x)=0 < x,,

V3Y(, V3,43

Na intervalech [— 00,1 — Tj [1 3 J+ TJ (1 + ? , oo) vySettime konvexitu a konkavitu :

f"(x)>0®xe(—w,l—gju(hrg,oo} a f"(x)<0<:>xe[1—?,1+£)

3



Konkévitu a konvexitu vyjadiime pomoci diagramu :

NN,
iz

3

LA
3
3

Inflexni bod nastava v bodech x,, =1+ B

Asymptoty bez smérnice neexistuji, protoze D( f ) =R a funkce je vSude spojitd. Asymptoty

se smérnici graf funkce také nemé , protoze

4 3 2
. X .oxT —4x7 +4x .
lim M = lim = lim (x3 —4x* + 4x)= o0
x>t X x>t X x—tw

-1]0(12/3

Tabulka vyzna¢nych hodnot :
9 (0|10

Na zékladé vsech zjisténych vlastnosti funkce nacrtneme jeji graf :

ély
3
2
1
-1 0 1‘? 1 1+§2 X

b) fiy="—, D(f)=R\{i}

Funkce neni ani sud4 ani lichd, protoZe neni definovdna v 1, ale v —1 ano.

Zjistime chovani funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru :
2 2

) ) X — 00 X ) X + 0
lim = lim =——=-00, lim = lim =——=+00,
x>0y —] x> 1 1-0 x40 y —] x>+ 1 1 1-0
X X
2 2
a v bod¢ nespojitosti lim =+00, lim =—0,
-t x—1 1" x—1

Prisecik s osouy P, = [0, 0] ziskdme dosazenim x = 0 do funkéni rovnice.

2

PriiseCik s osou x ziskame feSenim rovnice =0 x=0.Tedy P, =P, = [0, 0].

x—1

Pro x e (—o0,0)U(0,1) je f(x)<0 apro xe(l,+0) je f(x)>0.



Pro vypocet monotdénnosti a lokalnich extrému uréime prvni derivaci

f'(x): 2x.(x—l)—x2.1 CxT-2x

(=) -1

Pomoci ni ur¢ime stacionarni body

2
f'(x):0<:>x 2§:O<:>x2—2x20<:>x=0vx:2.

(-1
Stacionarni body jsou tedy body x, =0,x, =2.

Prvni derivace neni definovand v bod¢€ x; =1.

Na ziskanych tiech intervalech vySetfime monotdnnost funkce :
Fx)oexe(-0,0)u(2,+o)a f(x)<0< xe(0,1)u(l,2).

Tedy funkce je rostouci v intervalech (— oo, 0), (2, +) a klesajici v intervalech (0,1), (1,2).

Funkce ma tedy lokalni maximum v bodé x =0, (0)=0a lokalni minimum v bodéx =2,

f(2)=4.

SN NS

Pro vySetfeni konvexnosti a konkavnosti vypocitdme druhou derivaci :

)= (2x—2).(x—1)2 —(x2 —2x)2.(x—1).1 _ 2
/) ; o

(x -1
Nulové body druha derivace nema a neni definovana v bod¢ x =1. Na ziskanych dvou

intervalech vySetiime konvexitu a konkéavitu :
f”(x)>0<:>xe(1, +00) a f"(x)<0© xe(—oo, 1).

Tedy funkce je konvexni v intervalu (1,+o0) a konkavni v intervalu (—oo,1). Inflexni bod

™\

funkce nema.

.. . . X X
Asymptota bez smérnice ma rovnici x =1, protoze lim =400 a lim

x=lt x — - x—1

= —00 .

Asymptotu se smérnici y = kx+ ¢ vypocitdme pomoci limit :

2

X
k= 1imix): im 2= = fim % = fim =,
xo¥0  x xoF0  y x—>+owo )C—l x—)icc1+l 1+0
X
X2 X
g = lim[f(x)-kx]= lim —x|=lim ——=1.
x>t xX—+w X—l x—)ioox_l

Tedy graf funkce f ma asymptotu se smérnici o rovnici y=x+1.



o212
Tabulka vyznaénych hodnot : g T
TRRHE:

Na zéklad¢ vsech zjisténych vlastnosti funkce nacrtneme jeji graf :

c) fiy= 1;1_x , D()=(0, + ), proto funkce neni ani sudé ani licha.
X
Zjistime chovani funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru :
lim % = o, 1im 2% .
0" 2x x40 D

Prisecik s osou y neexistuje (x # 0), prisecik s osou x ziskdme feSenim rovnice
Inx
oo =0ehr=0cx=1.Tedy P, =[1,0].

X

Pro x€(0,1) je f(x)<0 apro xe(l,+x) je f(x)>0.

Pro vypocet monotdénnosti a lokalnich extrému uréime derivaci

1
)= T2 ) oy 1-lnx
4x° 4x’ 2x*
a feSenim rovnice f'(x)=0 < 1 ; hzx =0 < 1-Inx =0 < x = eur¢ime stacionarni bod x =e.
X

Na ziskanych dvou intervalech vySetfime monotonnost funkce

f’(x)>0<:> l—)l;x >0 1-lnx>0s x<e,

fx)<0e lg)l:zlx <0 l-hx<0o x>e.
Funkce je rostouci v intervalu (0, ¢) a klesajici v intervalu (e, +o0).
Lokélni maximum nastdva v bodé x=e, f(e)= i .

7N

=0



Pro vySetteni konvexity a konkavity vypocitame druhou derivaci

|
i _;'2)( —(1—1nx).4x —2x—4x+4xInx 2x.(2lnx—3) 2Inx-3
f (x): 4 4 = 4 4 = 4 4 = 2 3
X X X X

3
a najdeme jeji nulové body :f"(x)=0<:>%=0<:> 2Inx-3=0<x=¢2.
X

Na ziskanych dvou intervalech vysetfime konvexitu a konkavitu :
3 3 3
f"(x)>0<:>x>e2 a f"(x)<0<:>x<ez.Ztoho plyne, Zze proxe[O,ezJ je funkce

3

3
konkavni a pro x [ez ,+ oo] je funkce konvexni. V bodé x =e? ma funkce f inflexni bod.

)
4
[

Urceni asymptot.

. .. Inx .. o , ..
Vzhledem k tomu, Ze lim e = —o0, asymptota bez smérnice existuje a ma rovnici x=0.
x—>0" 2x

Asymptotu se smérnici vypoc¢itame pomoci limit :

Inx 1
k—hmf()—h 2X i 22X jim X = Jim 12 =0,
x40 x x40 X X—>+00 2X x>0 4x x>0 dx

g = lim [ (x)-kx]= lim Fn—x—o }— fim 2% _ fim X _ [jm =0,

X—>+0 x40 Dx x40 Dy x—>+0 D x>+ D x

To znamena, ze graf funkce f ma asymptotu se smérnici o rovnici y=0.

shile | \z

R
0 —
y‘ e’

Tabulka vyzna¢nych hodnot :

2e

Na zakladé€ vSech zjisténych vlastnosti funkce nacrtneme jeji graf :

0.2T1

0.17

-0.2T




