Priklad : Vysetfete monotonnost funkce (tj. urCete intervaly rastu a klesani funkce) :
a) fiy=x"-9x° +15x-3,

b) g:y= ,
x—1

c) h:y=x’.e"

ReSeni :

a) fiy=x"—-9x" +15x-3

D(f) =R. Vypoé&itame prvni derivaci funkce f: y’ =3x* —18x +15.

Stacionarni body uréime fesenim kvadratické rovnice 3x” —18x +15=0. Jsou to body

x, =L x, =5. Vzhledem k tomu, Ze prvni derivace je kvadraticka funkce, jejimz grafem je

parabola oteviend smérem nahoru a protinajici osu x v bodech x, =1,x, =5, miZeme
monotonnost vyjadiit diagramem
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b) g:y=
x—1
D(g) R/ {1} Vypocitame prvni derivaci funkce g(x) a upravime ji :
, 2x(x—1)—x* 2x*—-2x-x* x*-2x

(x—1) (-1 @)
x> —2x
(x—1)

Jsou to body x, =0, x, =2. Funkce g(x) miiZe ménit monotdnnost také v bodé€, v kterém

Ur¢ime nulové body prvni derivace : =0 x(x-2)=0.

derivace neexistuje. Je to bod x; =1.

Prvni zptsob vysSetfovani monoténnosti :

x?—=2x x*—2x
<0 a

(x=1) (x=1)

Vzhledem k tomu, ze jmenovatel je vzdy kladny, budeme se zabyvat pouze znaménkem

Resime nerovnice >0.

Sitatele. Parabola x* —2x je oteviena smérem nahoru a protina osu x v bodech x, =0, x, = 2.
Prvni derivace je tedy v intervalu (0, 1)U (1, 2) zéporna a v intervalu (—oo, 0)U (2, ) kladna.

Znaménko prvni derivace a monotonnost funkce vyjadiime diagramem :
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Druhyv zpusob vySetfovani monotonnosti :

Vypocitame znaménka derivace g'( ) \% j ednotlivych intervalech :

v intervalu ( o0 0) zvolime x = 1) >0,

( <0,

v intervalu (0, 1) zvolime x —% j
. 3 g 3
v intervalu (1, 2) zvolime x = 5 <0,

2
v intervalu (2, ) zvolime x =3 : g'(3)>0
Funkce g(x) je rostouci v intervalech (- oo, 0) a (2,4+o0), klesajici v intervalech (0,1) a (1, 2).

Druhy zptisob byl pracnéjsi, protoze bylo potieba ur¢ovat hodnotu prvni derivace v bodech ve
tvaru zlomka.
c) h:y=x.e"

D(h)=R . Vypo&itame prvni derivaci funkce A(x) : #'(x)=2x.e™ —x*.e™ a pak nulové
body prvni derivace : 2.xe ™ —x’ e =0 < xe .(2 — x)z 0. Nulovymi body tedy jsou body
x, =0, x, =2. ProtoZe prvni derivace funkce je definovana pro vSechna x € R, miiZe se

monotonnost menit pouze v nulovych bodech prvni derivace.

Prvni zptisob vySetfovani monoténnosti :

Resime nerovnice e™*.(2x—x?)<0 a e*.(2x—x*)>0. Vyraz e *méa vzdy kladnou
hodnotu, budeme se proto zabyvat jen znaménkem funkce 2x—x’. Jejim grafem je parabola
oteviena smérem dolii, kterd protina osu x v bodech x, =0, x, = 2. Znaménko prvni derivace

je tedy mozné vyjadrit diagramem :
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Druhyv zpusob vySetfovani monotonnosti :

Ur¢ime znaménka prvni derivace v jednotlivych intervalech.
Prox e (—0,0), zvolimex = —1: #'(~1)< 0,

prox €(0,2), zvolimex =1: #(1)> 0,

prox € (2, +), zvolimex = 3: 4'(3)< 0.

Funkce A(x) je rostouci v intervalu (0, 2) a klesajici v intervalech (—o0,0) a (2, + ).
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xt+1

Priklad : Najdéte lokalni extrémy funkce : a) g:y = ,b) fiy=e+e".

x*+1

,D(g)=R/{0}.

Vypocitame prvni derivaci funkce g(x) a upravime ji :

ReSeni:a) g:y=

, 2xx—(x*+1.1 2x*—=x*—-1 x*-1
O -

x’ x’ X
x -
Ur¢ime nulové body prvni derivace : —=0& (x+ 1).(x - 1) =0.
X

Jsou to body x, =-1, x, =1. Funkce g(x) muiZe ménit monotdnnost také v bod€, v kterém
derivace neexistuje. Je to bod x, = 0.

2 2
. .ox =1 x° =1
ReSime nerovnice —— <0 a ——>0.

X X

Vzhledem k tomu, ze jmenovatel je vzdy kladny, budeme se zabyvat pouze znaménkem
Citatele. Parabola x* —1 je oteviena smérem nahoru a protina osu x v bodech x, =1, x, =1.
Prvni derivace je tedy v intervalu(-1,0)U(0,1) ziporna a v intervalu (—oo, —1)U(1, o)

kladna. Znaménko prvni derivace a monoténnost funkce vyjadiime diagramem :

/: \c\:/

V bodé€ x, = -1 nastava tedy lokalni maximum a v bod¢ x, =1 lokalni minimum.

b) f:y=e"+e ", D(f)zR.

Vypo&itame prvni derivaci zadané funkce f'(x)=e* +e ™ (~1)=

e —1

x b

urcime jeji

stacionarni body a body, ve kterych derivace neexistuje :
2x

F)=0e 0o 1200 =1 x=0.
e

Stacionarnim bodem je tedy bod x =0.
Prvni derivace je definovand pro vSechna x € R.
Zda v bodé x =0 nastane lokalni extrém, zjistime podle znaménka f (x)
2x
e’ -1

X

To uréime FeSenim nerovnic

>0(<0). Vzhledem k tomu, Ze exponencialni funkce e*

nabyva pouze kladnych hodnot, staci se zabyvat pouze Citatelem :
e —1>0 e >loe >’ ©2x>0 x>0.

Podobné bychom dostali e** —1<0 <> x<0.
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Protoze v levém okoli bodu x =0 funkce kles4d a v pravém okoli tohoto bodu funkce roste,
nastava podle véty 6.7. v bod¢ x =0 lokdlni minimum.

Hodnota funkce v bodé lokalniho minima je f(0)=e" +e’ =2.
(Redeni nerovnic bychom se mohli vyhnout uréenim znaménka prvni derivace v intervalech

1-¢é? 21

(—0,0) a (0,00) dosazenim: f(~1)=e' —e= <0, f)=e-e'=5"50).
e e

Piiklad : Urdete absolutni extrémy funkce f : y = x° —5x* + 5x° +1 na intervalu <— 2, 1> .
ReSeni : Funkce f(x) je na daném uzavieném intervalu spojita, proto bude mit absolutni
extrémy v bodech lokalnich extrému nebo v krajnich bodech intervalu <— 2, 1>. Urcime tedy
hodnoty funkce v bodech lokalnich extrému a porovname je s funk¢énimi hodnotami v krajich
bodech intervalu(— 2, 1> .

£(x)=5x* —20x* +15x%,

F(%)=05x" =205 +15¢° =0 5 (" —4x +3) =0 55 (x=3)(x=1)=0

Stacionarni body, lezici v intervalu<— 2, 1> jsou Cisla x;, =0, x, =1 (tento bod je soucasné

krajnim bodem zadaného intervalu).
Porovnanim funkénich hodnot v bodech -2, 0, 1

f(=2)=-151,
S 0)=1,
J)=2,

zjistime, Ze funkce f(x) ma na intervalu <— 2, 1> absolutni minimum v bodé¢ x=-2a

absolutni maximum v bodé x =1, pticemz f(-2) =—-151, f(1) = 2.



