Matice

Matice

Matici A typu m/n, kde m,n € N, nazgvame m.n redlnych Cisel a,, sestavenych do m radkd a

n sloupcti ve tvaru
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Prvni index i znaci fadek a druhy index j sloupec, ve kterém prvek a; lezi.

Prvky a

které maji oba indexy stejné, tvoii hlavni diagonalu matice.

i’

Druhy matic

¢tvercova matice fadu n je matice typu n/n,
obdélnikova matice typu m/n je matice, pro kterou plati m #n

transponovand matice k matici A je matice, kterd vznikne z matice A zaménou radka za
sloupce pfi zachovani jejich pofadi; znacime ji A",
jednotkova matice fadu n je ¢tvercova matice, ktera ma na hlavni diagonale samé jednicky

a vSude jinde samé nuly; znacime ji I, pfipadné I,

stupfiova matice je matice, jejiz kazdy nasledujici faddek mé na zacatku alespon o jednu
nulu vice nez fadek predchozi.

Operace s maticemi

Souctem (rozdilem) matic A a B, které jsou stejného typu, je matice C, téhoz typu, pro jejiz
prvkyplati ¢; =a,; £b,. PiSemeC=A+B (C=A-B).

Souc¢inem Cisla £ € R a matice A je matice B t¢hoZ typu, pro jejiz prvky plati b, =k.a

i*

PiSeme B=Fk.A.

Soucinem matice A typu m/p a matice B typu p/n je matice C typu m/n, pro jejiz prvky plati

Cij

= z a,.b, =a, b, (jde o skalarni soucin fadku i matice A a sloupce j matice B). PiSeme

k=1

C=A-B.

Soucin matic neni komutativni, tedy obecné¢ A-B=B-A..




- . 2 3 3 -1
Priklad: Jsou dany matice A = , B= .
-3 4 2 0

Vypotitejte matice C=3A, D=2B-A" +4I, E= A.B.
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Priklad: Urcete matici X tak, aby platiloX+B-A =3-A,

2 0 1 -1 -1 1
je-iA=-1 1 =-2(,B=-3 2 0].
1 2 3 1 1 1

Reseni : Nejprve vyjadiime matici X ze zadané rovnice X=3-A—-B-A.

Dale provadime operace s maticemi :

2 0 1 6 0 3
3-A=3-|-1 1 -2|=|-3 3 -6/,
1 2 3 3 6 9

Pro nasobeni matic je mozné pouzit nasledujici pomucku : do tabulky, ktera ma 4 pole, napi-
Seme vpravo nahoru druhého ¢initele (v naSem piikladé matici A), vlevo dolt prvniho Cinitele
(v nasem ptiklad¢ matici B). Vpravo dole pak bude vyslednd matice B- A, jejiz prvky ziska-
me jako skaldrni souciny fadku a sloupcti, na jejichz prisecicich prvek vysledné matice lezi.

2 0 1
-1 1 =2
-1 -1 (2 0 1
2 3
B-A=[-3 2 0]|-1 1 -2|=
-1 -1 1[0 1 4
11 1)1 2 3
-3 2 0|-8 2 -7=B-A
11 1|2 3 2



Rovnici X+ B-A =3-A vyhovuje matice :
6 0 3 0 1 4 6 -1 -1
X=3-A-B-A=|-3 3 -6|-|-8 2 -7|=|5 1 1
3 6 9 2 3 2 1 3 7

Hodnost matice

Radky matice mizeme povaZovat za vektory, zapsané pod sebou. DileZitou charakteristikou
matice je Cislo, které vyjadiuje pocet takto chapanych vektort, které jsou linearné nezavislé.

Hodnost matice A udédva maximalni pocet linearné¢ nezavislych fadki této matice. Hodnost
matice A znac¢ime symbolem /(A) .

Dv¢ matice, které maji stejnou hodnost, se nazyvaji ekvivalentni a piSeme A ~B.

Poznamka : Vzhledem k tomu, Ze plati #(A) = h(A"), miZeme v definici nahradit pojem T4-
dek pojmem sloupec.
Naptiklad hodnost 4#(A) matice

1 2 3 -3

-1 -2 -3 3
A=

2 4 6 -6

0 O 0 1

je ziejmée 2, protoze 1. a 4. fadek jsou linearn€ nezavislé, a 2. resp. 3. fadek dostaneme z 1.
fadku vynasobenim ¢islem -1, resp. 2.

Vétsinou vsak neni mozné hodnost matice urcit pfimo ze zadané matice.
K vypoctu hodnosti pak pouzivame nésledujici vétu.

Véta o hodnosti stupiiové matice

Hodnost matice ve stupfiovém tvaru je rovna poctu nenulovych fadkt této matice (= poctu
radka, které neobsahuji samé nuly).

Pti ur€ovani hodnosti musime tedy matici nejprve upravit na stupnovy tvar. K tomu pouziva-
me tzv. ekvivalentni Upravy. Jsou to nasledujici apravy, které nemeéni hodnost matice :

e transponovani matice,

e vymeéna fadkd,

e nasobeni fadku nenulovym redlnym ¢islem £,

e pricteni k-nasobku (£ # 0 ) nékterého fadku k jinému fadku,

e vynechani fadku, ktery obsahuje samé nuly,

e vynechani fadku, ktery je linearni kombinaci ostatnich radka.

Uvedené upravy je mozné bez zmeény hodnosti provadeét i se sloupci.




1 5 -1 2
) 4 2 1 1

Priklad: Urcete hodnost matice A = | s 1]
5 -2 5 0

Reseni : Abychom ur¢ili hodnost matice, ptevedeme ji vy$e uvedenymi upravami na ekviva-
lentni stupfiovou matici. Postupujeme piitom nejCastéji tak, ze v prvnim kroku vynulujeme
prvni sloupec pod hlavni diagonalou. Je vyhodné zadanou matici upravit nejprve na tvar, kdy
prvek na misté a,, = +1. Toho dosdhneme vymeénou fadkii nebo pfi¢tenim nasobku vhodného
fadku k prvnimu fadku. Nulové prvky pak vytvarime pficitdnim nésobkl prvniho fadku k
dal$im radktm.

1 5 -1 2).(-D.(=2).(:5) (1 5 -1 2
4 2 1 1] 4 0 -18 5 -7
A= ~ o
2 1 3 1 o 0 -9 5 -3
5 -2 5 0 J o =27 10 -10

Postup dale opakujeme pro druhy sloupec s tim, ze prvni fadek ziistava beze zmény a klico-

vym prvkem, pomoci né¢hoZ nulujeme ostatni, je prvek a,, .

15 -1 2 15 -1 2 15 -1 2
0 -9 5 —3[(23) |0 -9 5 -3 0 -9 5 -1
“lo —18 5 -7 4 1o 0 -5 —1l¢) o 0 -5 —1f
0 —27 10 —10 J 0 0 =5 1)1 1o 0o o o

Tedy hodnost matice #(A)=3.

Poznamka : Pomoci hodnosti matice je mozné rozhodnout o linedrni zavislosti ¢i nezévislosti
vektort. ZapiSeme-li k£ vektort do fadkl matice, pak tyto vektory jsou linedrn¢ nezavislé, pra-
ve kdyz hodnost této matice je k. Pokud hodnost matice je mensi nez k, jsou vektory linearné
zavislé.

Inverzni matice

Necht A je Ctvercovad matice fadu n. Matice X, pro kterou plati A-X =1, , se nazyva in-

verzni matice k matici A . Budeme ji znacit A™".

Ctvercovou matici A fadu n nazveme regularni, pravé kdyz h(A)=n.
Z nasledujici véty vyplyva, ze inverzni matice (pokud existuje) je ur¢ena jednoznacné.

Existence a jednoznacnost inverzni matice

Ke ¢tvercové matici A existuje inverzni matice pravé tehdy, kdyz matice A je regularni.

Matice A™' je pak uréena jednoznaéné.

Inverzni matici mizeme urcit dvéma zptisoby.
Prvni z nich je zalozen na ekvivalentnich ipravach matic A a I.




Postupujeme tak, ze napiSeme vedle sebe matici A a jednotkovou matici I stejného tadu.

Takto vytvorenou ,,dvojmatici‘ (A|I) upravujeme pomoci ekvivalentnich tprav tak, aby na

misté matice A vznikla jednotkova matice. Napravo od ni pak automaticky vznikne matice

A,

Metoda vychazi z toho, ze po vyndsobeni systému (A| I) matici A™' dostaneme vztah
(A"A ‘A‘l D=(]A™).

Strucné Ize tento postup zapsat takto :(A|I) ~~ (I|A‘1).

Druhy zptsob ur¢ovani inverznich matic (pomoci determinantli a adjungované matice) bude
popsan pozdéji.

21 0
Priklad: Uréete inverzni matici k matici A=[{3 1 -2
4 4 6

Reseni :

21 011 0 0).(3)/(2) (2 1 0|1 0 0}95

31 =210 1 0].(2)d ~10 -1 —-4/-3 2 0[(1)/.(2)~
4 4 6|0 0 1 A 0 2 6[|-2 0 1 A

2 0 -4-2 2 0) 4 2 0 014 -6 -2):2

0 -1 -4-3 2 0 ¢ ~0 -1 013 -6 -2 (-1~
0 0 -2(-8 4 1)(-2) (0 0 -2[-8 4 1 ):(-2)

1 0 o007 -3 -1 7 -3 -1
~(0 1 0-13 6 2 |.Inverzni matice A =| -13 6 2 .
0014 -2 -1 4 -2 -



