Geometrické aplikace urcitého integralu

Obsah rovinné oblasti

1. Je-li plocha ohranicena kfivkou f(x) a osou x

Pti vypoctu obsahu takto omezenych rovinnych oblasti mohou nastat nasledujici zakladni
ptipady :

o Necht’ funkce f(x) je spojitd na intervalu <a,b> apro x e <a,b> plati f(x)>0. Obsah

obrazce, ohrani¢en¢ho grafem funkce f(x), osou x a pfimkami x =a, x =b se vypocita

b
pomoci vzorce S = jf(x) dx .

Priklad: Urcete obsah obrazce ohrani¢eného kiivkami y:x2 +,y=0,x=-1,x=2.

ReSeni: Nakreslime naértek. Rovinny Gtvar je . Vi
ohrani¢eny grafem kvadratické funkce, tedy parabolou, 4
osou x a dvéma piimkami rovnobéZnymi s osou y . 3
i err s , 21
Jeho obsah se vypocita jako urcity integral funkce
y =x*+1 pomoci vzorce | :
-1 0 1 2 =

S:j'f(x)dxzj'(x2 +1)dx=[%3+{1 :(§+2J—(—%—lj:6 [12].
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o Necht’ funkce f(x) spojita na intervalu <a,b> je zde zaporna, nebo meéni v tomto
b
intervalu znaménko. Obsah pfislusného obrazce se vypocita pomoci vzorce S = J.| f (x)| dx .

a



Pti vypoctu uréime pruseciky funkce f(x) s osou x a stanovime intervaly, ve kterych plati
f(x)>0,avekterych je f(x)<0.Nakazdém z téchto intervald pak pocitame urcity

integral, pficemz v intervalech, ve kterych je funkce zaporna, zménime znaménko funkce

VACOR

b c d b
Napt. pro oblast na obrazku je S = J.|f(x)| dx =J. f(x)dx - J.f(x) dx +J. f(x)dx.
a a c d

Priklad: Vypocitejte obsah obrazce ohrani¢eného kiivkami y =sinx, y=0,x=0, x=2m.

Reseni: Goniometricka funkce y =sin x je na intervalu

v
<O, 27z> spojitd a v bod¢ x = 7 ptechazi z kladnych do 1

zapornych hodnot.

0 ’
Obsah daného obrazce vypocitame podle vzorce : w/2 x 3m/e

2 o

S = I|sinx| dx = ]z.sinx dx — J.sinx dx =

0 0 Vil
[~ cos x]7 —[~cos x]" = (~cosz +cos0)— —(—cos2z+cosz)=1+1+1+1=4 [jz]
Poznamka:

1) Protoze Cast uitvaru nad osou x je stejné velka jako ¢ast pod osou x, bylo by mozné obsah

celého utvaru pocitat jako S = 2j sinx dx .
0

2) RozliSujme vypocet obsahu obrazce a vypocet ur¢itého integralu. Pfi vypoctu urcitého
2r
integralu J.sin x dx bychom postupovali takto :
0

2

'[sinx dx =[-cos x];" = (~cos 27)—(~cos0)=—1+1=0.

0



2. Je-li plocha ohranicena dvéma kiivkami

. Obsah rovinné oblasti ohrani¢ené funkcemi f(x) a g(x), spojitymi na intervalu

<a,b> , pro které na tomto intervalu plati g(x) < f(x), a dale pfimkami x=a, x=5b, se

b
vypocita pomoci vzorce S = J.[f(x) - g(x)]dx .

P b

Priklad: Vypoctéte obsah obrazce ohranic¢eného kiivkami y =e*, y=e™, x =1.

Reseni : Nakreslime zadané funkce a ziskame oblast, ¥ /

jejiz obsah mame urcit. 2t

Dolni mez piislusného integralu bude tvofit prvni Al

soutfadnice pruseciku grafii funkci y=e¢” a y=¢™".

Grafy funkci y =e* a y =e™" se protinaji v bod¢

[0, 1] , dolni mezi integralu bude tedy hodnota x =0. 1 0 ;_H_;—_ 3

Horni mez je hodnota x =1. Protoze graf funkce

y=¢" lezi ,,nad* grafem funkce y =e*, obsah plochy vypocitdme podle vzorce

1

S:I(ex —ex)dx:[ex]:)—[—eX]L:e+é—2 [jz] :

0

e Pocitame-li obsah plochy ohrani¢ené dvéma kiivkami, jejiz ¢ast lezi pod osou x,

b
pouZzijeme stejny vzorec S = J.[f(x) - g(x)]dx

/ﬁ_i “_




V ptipad¢, Ze nejsou explicitné dany meze integralu, ale pouze kiivky, které plochu ohranicuji,
vypocitaji se meze jako x-ové soutadnice jejich praseciki.

Poznamka: Pozor! Hledame priseciky grafi funkci, tedy je-li kiivka dané implicitné, je
nutné nejdiive z predpisu vyjadrit explicitné funkci y.

Priklad: Vypoditejte obsah obrazce ohrani¢eného kiivkami y = x> +2x+1, x—y+3=0 .

Reseni : Druha kiivka je zadana implicitng, upravime si
pfedpis na tvar y = x+ 3. Nakreslime zadané funkce a

ziskame plochu, jejiz obsah mame urcit.

Meze ptislusného urcitého integralu jsou x-ové
soutradnice prusecikl obou kiivek. Ziskame je vyieSenim

rovnice x> +2x+1=x+3
X +x-2=0

Tedy (x+2)(x—1)=0.
x,=-2,x,=1

Obsah plochy je potom

1 1 3 2 1
S:j(x+3)—(x2+2x+l)dx:j(—x2—x+2)dx: EINE S 0 N I
J J 3 2 ], 3 2

_(_ﬂ_ﬂ_4j:—%—%+2—§+2+4=4,5[j2].



Objem rotac¢niho télesa

Objem télesa, které vznikne rotaci plochy,
ohrani¢ené grafem nezaporné funkce f(x),

spojité na intervalu <a,b>, osou x a piimka-
mi x=a,x=>b kolem osy x, se vypodita ; :
pomoci vzorce : :

b

V=nJ.[f(x)]2dx. ‘;; ’“E:'

a

Objem télesa, které vznikne otdCenim plochy ohranicené dvéma funkcemi kolem osy x,

b
pocitame pomoci vzorce V = nJ. [F (0] = [g(x)] dx.
Pouzijeme-li pro ndzornost nasledujici obrazek, je
to vlastné V =V, -V,, kde V| je objem télesa,
které vznikne otdCenim piimky, kolem osy x a V>
je objem télesa, které vznikne otaenim paraboly.

Priklad: Vypocitejte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci plochy ohranic¢ené kiivkami

y=x, y:l,x:O,x:2 kolem osy x.
x

ReSeni : T¢leso vznikne rotaci plochy, znazornéné na v /
obrazku. Plocha je shora ohrani¢ena dvéma kiivkami, 21

jejichz prusecikem je bod [1, l]. V intervalu <0, 1> je

ohrani¢ena grafem funkce y = x a v intervalu <1, 2>

grafem funkce y = ! . 0 1 i
x

Objem daného télesa vyjadiime jako soucet dvou urcitych integrali :

s dmj(gdx_ﬂ[{x_;l{_ﬂj_ﬂg_;ﬂj_gﬂm-



