Determinanty

Uvahy k zavedeni pojmu determinantu

Necht’ je dano n pfirozenych ¢isel 1,2,...,n. Budeme-li ménit jejich potadi, dostaneme tzv.
permutaci ptivodni sestavy. Celkovy pocet permutaci dané n-prvkové mnoziny je n!

Pokud v libovolné permutaci veétsi prvek predchdzi mensi, mluvime o inverzi. Napf.
v permutaci (4,1,3,2) jsou celkem 4 inverze : (4,1), (4,3), (4,2) a (3,2). Je-li pocet inverzi

sudy (lichy) fikdme, ze permutace je suda (licha).

a, 4y, a,,
, - L , . a yp | s . ,
Necht' je dana Ctvercovd matice A = fadu n a libovolnd permuta-
anl an2 ann
ce(py, Py P,) sloupcovych indext 1,2,...,n . Utvoime dale soucin q,, -a,, +...-a,, avy-

nasobme ho c¢islem (—1)”, kde p je pocet inverzi v dané permutaci. Pro vSechny mozné per-

mutace mnoZziny 1,2,...,n je takovych soucint n!

Determinant

Determinantem n-tého fadu ¢tvercové matice A fadu n rozumime Cislo
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kde(p,, p,,--» p,)je libovolnd permutace sloupcovych indext 1,2,...n a p je poCet inverzi

v této permutaci. Soucet se provadi ptes vSech n! permutaci mnoziny 1,2,...,n .

a,, a, .. a,
. . Ay Ay o Oy, "y
Determinant matice A =| se znac¢i det A nebo |A|
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Hodnota determinantu 2. fadu
Dvojici sloupcovych indext (1,2) odpovidaji dvé permutace : (1,2), ktera je sudad (nema zad-

nou inverzi) a (2,1), ktera je licha (ma jednu inverzi).
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Tedy detA= =a,,.0, —a,.0y .
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Hodnota determinantu 3.Fadu
Trojici sloupcovych indext (1,2,3) odpovidd 6 permutaci : (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2), (1,3,2),
(2,1,3), (3,2,1). Prvni tfi jsou sudé, druhé tii jsou liché.
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Tedy detA =|a,, a,, ay|=a,.a,.05;+a,.0y.05 +a,;.0,,.05) —a;,.053.05) —
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Poznamka : Uvedena pravidla pro vypocet hodnoty determinanti 2. a 3. fadu se nazyvaji
Sarrusova pravidla.
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Priklad: Vypocitejte hodnotu determinantu : a) J b)|0 3 1.
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. 4
ReSeni : a) 3‘=2.(—3)—4.5=—6—20:—26,
6 1 2
b)) 0 3 —-1=632+0.1.2+6.1.(-1)-2.3.6-6.(-1).1-1.0.2=0.
6 1 2

Pro vypocet hodnoty determinantu 3. fadu mizeme pouzit nasledujici pomiicku : prvni dva
sloupce determinantu napiSeme vpravo od determinantu. Pak jednotlivé Cinitele soucinti tvori
prvky lezici na hlavni diagonale a rovnobézné s ni (jsou oznacené plnymi Sipkami), od nich
pak odecitame souciny prvka, lezicich na vedlejsi diagonale a rovnobézné s ni (jsou oznacené
carkovanymi Sipkami) :

6.3.2+1.(-1).6+2.0.1-2.3.6-6.(-1).1-1.02 =0.

Schéma pro vy¢isleni miizeme vytvofit také tak, zZe opiSeme prvni dva fadky pod determinant.
Potom sestrojime souciny podle naznacenych spojnic a opatiime je uvedenymi znaménky:

Vypocet hodnoty determinantu rozvojem

Vynechéame-li v determinantu n-tého fadu i-ty fadek a j-ty sloupec, vznikne determinant fadu (n—1).

Nazveme ho minorem (subdeterminantem) determinantu A pfidruZzenym k prvku a, .

1 0 2
Piiklad: Vytvoite dopln&k prvku a,, vdet A= 2] 3 1.
0 1 5
. 0 2
ReSeni: A, = { s =0-2=2




Hodnota determinantu radu »n

Hodnota determinantu fadu 7 je rovna ¢islu

det A =(-1)""a, A, +(-1)"*a,A, +...+(=1)".a, A

1np

kde A je determinant fadu (n-1), ktery vznikne z ptivodniho determinantu vynechanim

fadku i a sloupce j (nazyvame ho dopliikem prvkua, ).

Poznamka : 1) Tento postup nazyvame Laplaceovym rozvojem determinantu podle prvki
prvniho fadku.
2) Rozvoj Ize provést podle libovolného fadku nebo sloupce, je vhodné k rozvoji pouzit fadu,

obsahujici co nejvice nulovych prvk.
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Priklad: Vypocitejte hodnotu determinantu .
-1 -2 0 -2

Reseni : Nejprve provedeme rozvoj podle prvka prvniho tadku :

2 0 2 -1
30 2 2 0 2
203 0 20y 1 1 |+ED™03 1 1|+
303 1 2 0 -2 10 -2
1 -2 0 -2
2 3 2 2 3 0
F(=D™243 3 1 [+E=DT (D3 3 =2 (—6+4)+2-(-12-3-12+
1 -2 -2 1 -2 0

+6+4+18)+1-(-3+4)=—4+2+1=-1

Vzhledem k tomu, ze tieti sloupec determinantu obsahuje dva nulové prvky, je vSak vyhod-
n¢j$i provadeét rozvoj podle prvki tietiho sloupce :
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2 3 2 2 0 -1
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s oalg | [FEDT2{3 3 D2 3 2 )=20 123
-1 -2 -2 -1 -2 -2

~1 -2[0]-2

—12+6+4+18)+1-(-12+4-3+8)=2-3=—1.




Vlastnosti determinanti

Pti vypoctu hodnoty determinantd vysSich fadd je mozné pouzivat nasledujici pravidla, kterd

vypocet zjednodusuji (napt. vytvorenim nulovych prvkl na zvolenych mistech).

e Hodnota determinantu se nezméni, preklopime-li jej kolem hlavni diagonaly.

e Vymeénime-li dva po sob¢ nasledujici fadky determinantu, hodnota determinantu zméni
znaménko.

e Je-li nektery fadek A-nasobkem jiného radku, je hodnota determinantu rovna nule.

e Hodnota determinantu se nezméni, pficteme-li k nékterému fadku k-nasobek jiného fadku.

e Ma-li determinant v nékterém fadku samé nuly, je jeho hodnota rovna nule.

e Nasobit determinant ¢islem k& # 0 znamena nasobit timto ¢islem vSechny prvky jednoho
(libovolného) fadku nebo sloupce.

Vzhledem k prvnimu pravidlu je zfejmé, Ze uvedené vlastnosti determinantl plati také pro
sloupce.
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Priklad: Vypoctéte hodnotu determinantu y
31 2 -3

Reseni : Pomoci vyse uvedenych vlastnosti upravime determinant na tvar, kdy v prvnim
sloupci budou tii prvky nulové. Pak vypocitdame hodnotu determinantu rozvojem podle prvkl
prvniho sloupce. VSimnéte si Gpravy, pii které ndsobime ¢tvrty fadek dvojkou. V dal§im kro-

. .1 :
ku pak musime determinant nasobit > aby se jeho hodnota rovnala hodnoté ptivodniho de-

terminantu (v tom je postup odlisny od pfevodu matice na stupniovy tvar!).

2 1 3 2[(2)/.(-3) 2 1 3 2 s 6 3
-1 0 1| 4 110 -3 -6 -3 1 >
=—- =—2.(-D*-|2 -2 1 |=
0 2 -2 1 210 2 -2 11| 2
-1 -5 -12
31 2 =-3.2) J 0 -1 -5 -12
1 2 1

=1.(=3)]2 -2 1 |=(=3)-(24-2-10-2+48+5)=-3-63=-189.
-1 -5 -12



