POLYNOM

1) Zakladni pojmy

Polynomem stupné n nazveme funkci tvaru

n-2

y=P(x)=ayx"+ax"" +a,x"* ++a, x+a,,

kde a,,a,,...,a,€R, a,#0, ne N . Cisla a,,4a,,...,a, se nazyvaji koeficienty polynomu.
Cislo ¢ nazveme kofenem polynomu P(x), je-li P(c) =0 a vyraz (x-c) pak nazyvame
korenovy ¢€initel.

Vlastnosti polynomii

e Polynom stupné n ma pravé n kotenti (redlnych nebo komplexnich).

e Je-li ¢islo ¢ kofenem polynomu P, (x), mizeme tento polynom napsat ve tvaru soucinu
P(x)=(x—-¢)-0, ,(x),kde O, ,(x) je vhodny polynom stupné (n—1) (polynom
Q. ,(x) budeme v dal§im textu nazyvat ,,zbytkovy* polynom).

e Ma-li polynom P,(x) kofeny x,,Xx,,...,x, , 1ze jej rozlozit na soucin kofenovych ¢initelt
P(x)=a,(x—x)(x—-x,)...(x—x,).

Jsou-li v rozkladu polynomu nékteré koteny stejné, mluvime o vicenasobnych koienech.

Vyskytuje-li se koten v rozkladu pouze jednou, jde o jednoduchy koten.

Pti rozkladu polynomu na soucin kotenovych ¢initelii v redlném oboru se v soucinu vyskytuji

tyto typy Cinitelt :

(x —x,) —jde-1i o jednoduchy koten x,,

(x—x,)" —jde-li 0 k-nasobny kofen x,

(ax® + bx + c)— jde-li 0 polynom 2. stupné, ktery ma komplexni koteny (D = b* —4ac < 0).



2) Operace s polynomy

Soucet, rozdil a soucin polynomt pocitaime s vyuzitim pravidel pro pocitani s redlnymi ¢isly a

veét 0 mocninach.

P¥iklad 1: Jsou dany polynomy P(x) =2x* —3x> —4x+5a O(x)=2x> +x—1.
Vypoctéte jejich soucet, rozdil a soucin.
A)P(x)+0(x)=(2x" =3x> —4x+5) + (2x> +x—1) =2x* =5x =3 +4
b)P(x)—0(x) = (2x* =3x> —=4x+5) = (-2x> +x—-1)=2x" = x> =5x+ 6
C)P(x)-O(x)=(2x* =3x> —4x+5) - (2x* +x—1) =

= 4x° +2x° = 2x* +6x* —=3x7 +3x> +8x” —4x> +4x—10x" +5x - 5=

=A4x® +2x° +4x* +5x° —11x* +9x -5

Déleni polynomi

K libovolnym polynomiim P(x) a Q(x), kde Q(x) # 0, existuji polynomy R(x) a T(x) tak,
T'(x)

P(x) = R(x)+——, kde stupen polynomu 7'(x) je mensi nez stupen polynomu

(x) O(x)

ze plati

O(x).

Polynom T'(x) se nazyva zbytek po déleni polynomu P(x) polynomem Q(x).V ptipadé, ze
T'(x) =0, jde o déleni beze zbytku.

Priklad 2: Jsou dany polynomy P(x) =6x’ +13x* +4x-7 a Q(x) =2x—1. Vypocitejte
- , P(x)
jejich podil ——=.

O(x)

ReSeni : Pti déleni musi byt oba polynomy usporadany sestupné podle klesajicich mocnin

proménné. Postup déleni popiSeme ve tfech krocich.

1) Prvni ¢len délence délime prvnim &lenem délitele (tj. 6x° : 2x = 3x7). Ziskanym podilem
(3x”) nasobime vSechny &leny délitele (2x —1) (tj. (2x—1)-3x? = 6x* —3x?). Tento dil¢i

vysledek odecteme od délence.




Zapiseme : (6x° +13x” +4x—-7):(2x —1) =3x’
—(6x° =3x%)
16x” +4x -7
2) Postup opakujeme, a to tak, ze prvnim clenem délitele délime prvni Clen zbytku
(16> : 2x = 8x). Ziskanym podilem (8x) opét nésobime délitele ((2x —1)-8x = 16x> — 8x)
a tento dalsi dil¢i vysledek odecteme od zbytku

Zapiseme: (6x° +13x* +4x—7):(2x—1)=3x> +8x

—(6x° =3x%)
16x” +4x—7
—(16x> —8x)

12x-7

3) Tento postup opakujeme, dokud neni zbytek (— 1) po de€leni nizsiho stupné nez je delitel

(2x—l).
Zapiseme: (6x° +13x> +4x—7):(2x—1)=3x> +8x +6— o
x_
—(6x° =3x%)
16x” +4x -7
—(16x* —8x)

12x-7

—(12x-6)

-1

Déleni ma smysl za podminky, ze dé€litel je rizny od nuly, tj. x # % .

O spravnosti déleni se mizeme piesveédcCit zkouskou. Soucin podilu a délitele se musi rovnat

délenci.



3) Hornerovo schéma

Je to algoritmus, ktery

a) umoznuje vypocitat hodnotu P(c), tj. hodnotu polynomu P(x) v redlném Cisle ¢, pouze
uzitim nasobeni a s¢itani

b) je vhodny na hledani celocCiselnych kotfenti polynomu s celo¢iselnymi koeficienty

¢) je mozné vyuzit na déleni polynomu P(x) polynomem 1. stupné ( x— c¢)

d) se pouziva pti rozkladu polynomu na soucin kofenovych ¢initel.

Je-li zadany polynom P,(x)=a,x" +a,x"" +..+a, x+a, a&islo x,, mad Hornerovo

schéma tvar tabulky

a

n

| & | e |

|
Xo | b, = a, | b, =a, +x,.b, | | b,=a,+xyb,, =P, (x,) ’

n—1

kde na prvnim fadku jsou koeficienty polynomu a ¢isla na druhém tadku se pocitaji pomoci
rovnic: b, =a,, b, =a, +x,b,,,pro i =23,...,n.

Funkéni hodnota P, (x,) je pak rovna ¢islu b, .

Priklad: Urcete hodnotu polynomu P3(x) =x’—2x"+3x—6 vbodech x, =—1 a x, =2.
Reseni : Pouzijeme Hornerovo schéma. Do horniho fadku tabulky zapigeme viechny (pokud
by polynom m¢l i nulové) koeficienty P, (x)

|1 -2 3 -6
|

Nejdiive budeme pocitat P3(— 1), proto do tabulky vlevo zapiSeme (—1), potom sepiSeme

prvni koeficient a dal budeme postupovat podle nazna¢eného schématu.

|1 —2 3 —6
1|1 (=1)-1-2=-3 (=) (-3)+3=6 (-1)-6-6=-12

Posledni hodnota ve druhém fadku je hodnota daného polynomu v bodé x;, = -1, tedy

P(-1)=-12.



Provedeme totéZ pro x, =2

1 -2 3 -6
211 0 3 0

. Z vypoétu plyne, ze P,(2)=0 ato znamena, Ze x, = 2 je kofenem

daného polynomu.

Priklad: Vypodtéte (x° —4x° +2x+1): (x—2).
ResSeni : 1) Zvolime-li klasické déleni, dostaneme

(x5—4x3+2x+1):(x—2)=x4+2x3+2+ X 22

x-=2
—(x* =2x"%
2xt —4x7 +2x+1
—(2x* —4x?)
2x+1
-(2x-4)

5

|10—4021

2) Pouzijeme-li Hornerovo schéma
211 2 0 0 2 5

Vime, ze posledni hodnota ve druhém tadku je P(2) =5, coz je zbytek po déleni a ostatni ¢isla
jsou koeficienty polynomu, ktery vznikl po vydéleni. Je to polynom 4. stupné tvaru

1x* 42X +0-x>+0-x+2

Dostavame tedy stejny vysledek, ptitom vypocet byl vyrazné kratsi.

5

Zavér: (x° —4x* +2x+1): (x—2) = x* +2x + 2+ 5
.

Lx#E2

Postup p¥i rozkladu polynomu na soucin koienovych ¢initeli

Vyuzivame vlastnost polynomd, podle které mohou byt celo¢iselnymi koteny polynomu

P (x)=x"+ax""+..+a, x+a,, ktery ma koeficient a, =1, pouze délitelé absolutniho
¢lenu a,. Budeme pocitat pro tyto délitele dokud nenarazime na koten. Koeficienty na tomto
fadku Hornerova schématu ndm soucasné¢ vyjadii ,,zbytkovy* polynom Q, (x) (viz

vlastnosti polynomil) z rovnosti P,(x) = (x —c)-Q, ,(x). ProtoZze nalezeny kotfen ¢ miize byt



vicenasobny, je tfeba postup zopakovat pro polynom Q,  (x) a pak i dalsi,,zbytkové*

n—1
polynomy nizsich stupnd, dokud je ¢islo ¢ jejich kofenem. V opacném piipad€ pocitame
Hornerovo schéma pro dalsiho délitele absolutniho ¢lenu a, . Tak postupujeme, dokud

,»Zbytkovy* polynom neni 2. stupné. Kofeny tohoto polynomu ur¢ime pomoci vzorce pro

vypocet kofenil kvadratické rovnice.

Priklad: Urdete celoiselné kofeny polynomu P(x)=x" +9x* + 26x° +20x* —24x-32 a napiste

rozklad tohoto polynomu na soucin kofenovych ¢initelt v R.

Reseni : Celodiselnymi koteny daného polynomu mohou byt délitelé &isla a, =-32,tedy
Cisla: £1,£2,+£4,£8,+£16,+32.

Pomoci Hornerova schématu budeme zjistovat, zda nékteré z nich je skute¢né kofenem.
Postupujeme obvykle od mensSich ¢isel k vétSim :

1 9 26 20 -24 -32
1|1 10 36 56 32 0 tedy cislo 1 je kofenem
1|1 11 47 103 135%#0

Z tabulky vyplyva, ze ¢islo 1 je jednoduchym kotfenem a polynom Ize rozlozit na soucin
X0+ 9x* +26x° +20x> —24x - 32 = (x —1)- (x* +10x + 36x> +56x +32).

Dal budeme hledat kofeny polynomu x* +10x” +36x” + 56x + 32, pii¢emz vime, Ze &islo 1
uz to byt nemtize. Dal$imi moznymi koteny jsou zbyvajici celociselni délitelé Cisla —32.

I 10 36 56 32

-111 9 27 29 3=%#0

2 |1 12 60 176 384+0
-2]1 8 20 16 0

DalSim kotenem je tedy ¢islo —2 a dany polynom Ize psat ve tvaru soucinu :

X5+ 9x* +26x° +20x7 —24x—32 = (x 1) (x +2)- (x* +8x> +20x +16).

Dale hleddme kofeny polynomu x° + 8x” + 20x +16 . Moznymi kofeny jsou opét celodiselni
délitelé ¢isla 16 : +1,£2,+4,+8,+16. Cisla +1, 2 uZ nemohou byt kotfeny, u ¢isla -2 je
nutno provétit, zda neni kofenem vicendsobnym :

|1 8 20 16
-2/16 8 0




Tedy ¢islo -2 je alespont dvojnasobnym kotfenem.

Polynom x* + 6x +8 jiz rozlozime pomoci kofenii kvadratické rovnice. Vzhledem k tomu, Ze
jsou to Cisla —2, —4, je rozklad (x+2)(x+4). Tedy celkem mizeme dany polynom vyjadrit ve
tvaru soucinu kofenovych Cinitelt :

P(x)=x"+9x* +26x° +20x> —24x-32=(x—1)-(x +2) - (x +4).

RACIONALNi LOMENA FUNKCE (RLF)

£,(x)
0, (%)

Je-li n <m ,nazyva se ryzi, je-li n >m,nazyva se neryzi.

Je to funkce tvaru y = , kde P (x),0, (x) jsou nesoudélné polynomy, O, (x)#0.

Kazda neryze lomena racionalni funkce se da délenim rozlozit na soucet polynomu a funkce
ryze lomené.
Poznamka: Kazda ryze lomena racionalni funkce se da rozlozit na soucet tzv. parcialnich

zlomki (neni-1i uz sama parcidlnim zlomkem).

4 2
Priklad: Vyjadrete racionalni lomenou funkci f (x) = % jako soucet polynomu a
X" +4x -
ryze lomené racionalni funkce.
4 2
. 16 . .
ReSeni : Funkce f (x) = %)H; je definovana pokud je jmenovatel zlomku nenulovy.
X" +4x -

Tedy pro x e R —{—-5,1}.
Délenim polynomii (x* +8x* +16): (x* + 4x —5) dostaneme polynom P(x)=x" —4x+29
a funkci G(x) =-136x+161, jako zbytek po déleni.

Zadanou funkci mtzeme tedy vyjadiit jako soucet polynomu a ryze lomené raciondlni funkce

—136x +161

ve tvaru f(x)=x>—4x+29+ .
S x> +4x-5

Poznamka: Pozor na znaménka ve zbytku, pokud vytknete minus pted zlomek, bude

136x —-161

xX)=x—4x+29- .
F(x) x> +4x-5



